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Przedmowa

NANI

W dzisiejszych czasach programowanie stato si¢ dziedzina wiedzy, ktérej
opanowanie ma zasadnicze znaczenie przy rozwigzywaniu wielu problemow
‘nzynierskich, a ktéra przy tym mozna badac i prezentowaC w sposéb naukowy.
Programowanie awansowato — przestalo by¢ rzemiostem, a stalo si¢ dyscyplina
akademicka. Pierwsze prace o niezwyklej doniostosci , kidre zapoczatkowaty ten
-0zw6j, byly udziatem E.W. Dijkstry i C.A.R. Hoare’a. Praca Dijkstry ,,Notes on
structured programming”* spowodowala ,,rewolucje” w programowaniu, ukazu-
jac je w nowym $§wietle — jako przedmiot nauki i wspbtzawodnictwa intelektual-
nego. Hoare w artykule ,,Axiomatic basis of computer programming”** pokazuje
w sposéb klarowny, ze programy mozna analizowac, stosujac §ciste rozumowanie
matematyczne. W obu tych pracach spotykamy przekonywajaca argumentacje
stwierdzenia, ze programi$ci mogliby unikna¢ wielu bledow, gdyby zdawali sobie
<prawe z istoty metod i technik, ktére dotychczas stosowali intuicyjnie i nierzadko
nieswiadomie. Prace te koncentrowaly si¢ wokol aspektéw budowy i analizy
programéw lub, doktadniej, wokét problemu struktury algorytmoéw reprezen-
towanych przez teksty programéw. Jest oczywiste, ze systematyczne i naukowe
podejscie do konstrukcji programéw ma szczegolne znaczenie w przypadku
duzych, zlozonych programéw, w ktérych korzysta si¢ ze skomplikowanych
zbioréw danych. A zatem metodyka programowania wigze si¢ rowniez z Koniecz-
no$cia uwzglednienia wszystkich aspektow struktury danych. Programy stanowia
w konicu skonkretyzowane sformutowania abstrakcyjnych algorytmow na pod-
stawie okreslonej reprezentacji i struktury danych. Niezwykle wazng praca,
wprowadzajaca porzadek do klopotliwie roznorodnej terminologii i poje¢
dotyczacych struktur danych, byla publikacja Hoare’a »Notes on data struc-
turing"***. Wynika z niej, ze jakiekolwiek decyzje dotyczace struktury danych

* W Strwcrured rrogramming Dahla, Dijkstry i Hoare’a, New York, Academic Press 1972,

“= W Comm ACM. 1969, 12. No. 10, s. 576-583.
. W red programmuing. 5. 83-174.
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moga by¢ podjete jedynie na podstawie znajomosci algorytméw zastosowanych
do danych i, vice versa, struktura i wybor algorytmow zaleza czgsto §ciSle od
struktury danych. Krotko moéwiac, problemy tworzenia programéw i struktur
danych sa ze soba Scisle powigzane.

7 dwoch przyczyn ksiazke tg rozpoczynam rozdziatem dotyczacym struktur
danych. Po pierwsze, intuicyjnie wyczuwa sig, Ze dane poprzedzaja algorytm:
trzeba dysponowa¢ pewnymi obiektami. zanim zacznie si¢ wykonywac na nich
operacje. Po drugie (i to jest bardziej bezposrednia przyczyna), przyjmuje
zatozenie, 7e czytelnik zna podstawowe pojecia z dziedziny programowania.
Wstepne kursy programowania tradycyjnie koncentruja si¢ wokot algorytmow
dziatajacych na stosunkowo prostych strukturach danych; dlatego tez wydaje si¢
whasciwe zamieszczenie wprowadzajacego rozdziatu o strukturach danych.

W ksiazce tej, zwlaszeza saé w rozdz. 1, bede si¢ opiera¢ na teoril
i terminologii rozwinigtej przez Hoare a* i zrealizowanej w jezyku programowa-
nia Pascal®**, Gléwnym zatoZzeniem tej teoril jest, ze dane reprezentuja przede
wszystkim pewne abstrakcje obiektéw rzeczywistych, zdefiniowane jako struk-
tury abstrakeyjne niekoniecznie realizowane w jezykach programowania. Pod-
czas tworzenia programu reprezentacja danych jest stopniowo precyzowana
— jednoczesnie 7 udoskonalaniem algorytmu — w COTdz wiekszym stopniu
dostosowywana do ograniczen narzuconych przez dany system programowa-
nia®**. W zwiazku z tym zaproponuj¢ pewne zasady konstruowania struktur
danych, zwanych strukturami podstawowymi. Niezwykle wazne jest, ze te
struktury sa bez trudu realizowalne w pamieciach istniejacych maszyn cyfrowych,
poniewaz tylko wtedy mozna je uwazac za elementy rzeczywistej reprezentacji
danych, jako molekuty utworzone na koficowym etapie precyzowania opisu
danych. Do struktur tych nalezy rekord. tablica (o statych wymiarach) oraz zbior.
Nie przypadkiem te podstawowe struktury odpowiadaja fundamentalnym poje-
ciom matematycznym.

Kamieniem wegielnym tej teorii jest rozréznienie miedzy strukturami
podstawowymi 1 ztozonymi. Struktury podstawowe s3 molekutami (zbudowa-
nymi z atomow) stanowigcymi sktadowe struktur ztozonych. Zmienne o struk-
(urze podstawowe]j zmieniaja jedynie swoja wartos¢, nigdy nalomiast nie zmienia
sie ich struktura ani zbior wartoéci, ktére moga przyjmowac. W konsekwencji nie
zmienia sie wielko§¢ zajmowanego przez nie obszaru pamigci. Charakterystyczna
cecha struktur ,,ztozonych™ jest mozliwoéé zmiany zaréwno wartosci, jak
i struktury podczas wykonania programu. Potrzebne sa wiec bardziej wyrafinowa-
ne sposoby ich realizacji w maszynie cyfrowej.

Struktura posrednia w sensie te] klasyfikacji jest plik sekwencyjny lub
mowiac krotko — ciag. W sposob oczywisty zmienia on swoja dtugosc; jednak ta

# W Notes on data structuring.
#%  N. Wirth: The programming language Pascal. Acta Informatica, 1971, 1, No. 1, 5. 35-63.
ws# N, Wirth: Program development by stepwiserefinement. Comm. ACM, 14, No. 4, 1971,

s, 221-227.
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zmiana struktury ma charakter trywialny. Poniewaz plik sckwencyjny odgrywa
podstawowa role w nieomal wszystkich systemach komputerowych, w rozdz. 1
zaliczam go w poczet struktur podstawowych.

Drugi rozdziat dotyczy algorytméw sortowania. Zzwiera on opisy wielu
roznorodnych metod stuzacych temu samemu celowi. Zalety @ w ady tych metod sa
przedstawione na podstawie analizy matematyczne] niektorvch algorytméw.
Analiza taka jest konieczna do wyboru optymalnego algorytmu rozwiazujacego
zadany problem. Podzial na metody sortowania tablic 1 metody soriowania plikow
(zwane czesto sortowaniem wewnetrznym i zewnetrznym) swiadczy o decyduja-
cym wplywie reprezentacji danych na wybor stosowanych algorytmow oraz ich
zlozonosé. Algorytmom sortowania nie poswigciibym tak duzo miejsca w ksiazce,
gdyby nie fakt. ze sortowanie stanowi doskonaly przykiad pozwalajacy zob-
razowaé wiele charakterystycznych zasad programowania i sytuacji wysigpu)a-
cych w wigkszo$ci innych zastosowan. Sortowanie idealnie nadaje si¢ do tego
celu. Wydaje sie wrecz, e podstawa calego kursu programowania moglyby byc
wylacznie przyktady programéw z zakresu sortowania.

Inny temat, pomijany zwykle we wstepnych kursach programowania, ale
odgrywajacy wazna role w koncepcji rozwigzaf wielu algorytmow, stanowi
pojecie rekursji. W zwiazku z tym trzeci rozdziat jest poswigcony algorytmom
rekurencyjnym. Rekursje przedstawiam jako uogdlnienie iteracji, bedace waznym
i mocnym narzedziem programowania. W wielu éwiczeniach z programowania
daje sig, niestety, takie przykfady na zastosowanie rekursji, w ktorych wystar-
czatoby skorzysta¢ z iteracji. Natomiast w rozdz. 3 koncentruje si¢ na przyktadach
problemow, w ktérych rekursja pozwala na najbardziej naturalne sformutowanie
rozwiazania, podczas gdy uzycie iteracji prowadzitoby do nieporecznych 1 nie-
przejrzystych rozwiazan. Idealne zastosowanie dla rekursji stanowi klasa algoryt-
méw z powrotami, ale najbardziej oczywistymi przykladami sg algorytmy
dzialajace na danych o rekurencyjnie definiowane; strukturze. Tego rodzaju
przypadki sa przedstawione w ostatnich dwoch rozdziatach, do ktorych rozdziat
trzeci stanowi podstawowe wprowadzenie.

Rozdziat 4 dotvezy dynamicznych struktur danych, tzn. danych, ktorych
struktura zmienia si¢ podczas wykonania programu. Pokazuje tam, ze rekurencyj-
ne struktury danych stanowia wazng podklase czesto uzywanych struktur
dynamicznych. Chociaz rekurencyjny sposéb definiowania struktur w takich
przypadkach jest nie tylko mozliwy. ale rowniez. naturalny, w praktyce si¢ go na
og6! nie stosuje. Zamiast tego ukazuje sig¢ programiscie mechanizm zastosowany
do realizacji maszynowej tych struktur danych, zmuszajac go do Korzystania
z bezposrednich odwofai badZ zmiennych wskaznikowych. W ksiazce tej
przedstawiam powyzsza metode oraz stan wiedzy w dniu dzisiejszym, kiedy pisz¢
te stowa. Rozdzial 4 poSwigcam programowaniu za pomoca wskaznikéw
sastosowanemu do list. drzew oraz przykladow dotyczacych bardziej nawet
ztozonych danych, Przedstawiam metodg programowania zwang Czgsto (niezbyt
whasciwie) ,.przetwarzaniem list”. Wiele miejsca przeznaczam na oméwienie
organizacji struktur drzewiastych, zwtaszcza zas przegladanie drzew. Rozdziat
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koficzy prezentacja metody tablic rozproszonych, zwane) takze kodowaniem
mieszajacym, zalecanej zwykle przy przegladaniu drzew. Pozwala to na poréwna-
nic dwoch zupetnie odmiennych metod dla czesto spotykanych zastosowan.

Ostatni rozdzial zawiera zwarte wprowadzenie do definiowania jezykow
formalnych i do problemu analizy syntaktyczne) oraz omoOwienie konstrukeji
kompilatora dla pewnego prostego jezyka i prostej maszyny cyfrowej. Sa trzy
powody wlaczenia tego rozdziatu do niniejszej ksiazki. Po pierwsze, programista
powinien mie¢ przynajmniej ogélng wiedzg o podstawowych zagadnieniach
i metodach kompilacji jezykéw programowania. Po drugie, wzrasta liczba
zastosowai wymagajacych prostych jezykow wejsciowych i jezykow sterujacych.
Po trzecie, jezyki formalne definiuja pewna strukture rekurencyjna ciagow
symboli: translatory tych jezyk6w stanowia wigc doskonaie przyktady zastosowa-
nia metod rekurencyjnych, niezbednych do uzyskania przejrzystej struktury
program6w, obecnie na ogot coraz wigkszych i bardziej ztozonych. Wybér jako
przykiadu jezyka PL/0 byt podyktowany koniecznoscig dokonania kompromisu
miedzy jezykiem za prostym na to, aby byl wartoSciowym przykladem,
a jezykiem, ktorego kompilator znacznie przekraczatby wielkos¢ programow
mozliwych do zamieszczenia w ksiazce, przeznaczonej nie tylko dla tworcow
translatoréw.

Programowanie jest sztuka konstruktywna. W jaki sposob nalezy uczy¢
konstruktywnej i tworczej dziatalnosci? Jedna z metod jest wyabstrahowanie na
podstawie wielu przyktadow zespotu elementarnych zasad tworzenia i przekaza-
nie ich w systematyczny spos6b. Jednakze programowanie jest dziedzing wielce
zréznicowana, czesto wymagajaca zlozonej dziatalnosci intelektualnej. Przypusz-
czenie, 7e kiedykolwiek mozna by jego nauke skondensowac w postaci Scistych
recept, wydaje si¢ niestuszne. W arsenale Srodkow nauczyciela programowania
pozostaje zatem staranny wybdr i prezentacja typowych przyktadow. Oczywiscie
nie nalezy oczekiwaé, ze kazda osoba odniesie takie same korzySci ze studiowania
przyktadéw. Wiele zalezy od samego uczacego sig, od jego pracowitoSci oraz
intuicji, zwlaszcza w przypadku dtugich programow. Wiaczenie ich do ksiazki nie
jest wigc przypadkowe. Diugie programy w praktyce zdarzaja si¢ dosy¢ czesto i sg
o wiele bardziej przydatne przy prezentacji owego nieuchwytnego, ale waznego
sktadnika zwanego stylem i przejrzysta, uporzadkowang struktura. Stuza réwniez
jako przyktady ¢wiczen ze sztuki czyrania programow, zbyt czesto zaniedbywanej
na rzecz umiejetnosci ukladania programéw. Jest to pierwszorzedna motywacja
faktu zamieszczenia przykladéw duzych programéw w sposéb calosciowy.
Czytelnik oglada stopniowa ewolucje programu: ukazuja mu si¢ kolejne ,,obrazy
migawkowe” tworzonego programu, $wiadczace o stopnriowym precyzowaniu
szczegbtow. Prezentujac ostateczng postaé programow, celowo przywiazywatem
duza wage do szczegétéw stanowiacych zrédio najczestszych bledéw pro-
gramowania. Przedstawienie jedynie zasady samego algorytmu i jego analizy
matematycznej moze by¢ wystarczajace dla umystéw akademickich, jednakze
wydaje si¢ mato przydatne dla inzynieréw i praktykow. W zwiazku z tym
w ksiazce tej $ciSle przestrzegatem zasady zamieszczania programéw napisanych
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w takim jezyku, w jakim moglyby by¢ bezposrednio wykonane przez maszyng
cyfrowa.

Powstaje oczywiécie problem znalezienia takiej postaci programu, ktéra
bedzie mogla byé wykonywana przez komputer, ale bedzie jednoczesnie
niezalezna od niego na tyle, zeby mozna ja byto prezentowac w tej ksiazce. Pod
tym wzgledem ani szeroko stosowane jezyki, ani notacje abstrakcyjne nie
stanowia adekwatnego rozwiazania. Kompromisowym wyjSciem jest uzycie
jezyka Pascal, doktadnie pod tym katem opracowanego i konsekwentnie stosowa-
nego w tej ksiazce. Programy sa zrozumiate dla programistow obeznanych
z innymi jezykami wysokiego poziomu. takimi jak Algol 60 czy PL/I; tatwo jest
bowiem zrozumie¢ notacje Pascala na podstawie czytanego tekstu. Pewne
przygotowanie byloby jednak bardzo przydame. Idealna podstawe stanowi
ksigzka Systematic Programming*, w kiérej rowniez przyjeto notacje Pascala.
Moja intencja nie bylo jednakze stworzenie podrecznika jezyka Pascal; istnieja
bardziej odpowiednie prace stuzace temu celowi®*.

Niniejsza ksiazka jest skondensowanym i jednoczesnie nieco zmodyfikowa-
nym zbiorem wykiadéw z programowania prowadzonych w Eidgenossische
Technische Hochschule w Zurychu (ETH). Wiele idei i pogladow przed-
stawionych w tej ksiazce zawdzigczam dyskusjom z moimi kolegami z ETH.
W szczeg6lnosci cheiatbym podzigkowaé Panu H. Sandmayrowi za staranne
przeczytanie rekopisu i Pani Heidi Theiler za uwage i cierpliwo§¢ przy
przepisywaniu tekstu. Chcialbym tez wspomnie¢ o stymulujacym wplywie
spotkaft Grup Roboczych 2.1 i 2.3 Migdzynarodowej Federacji Przetwarzania
Informacji (IFIP); szczegdlnie wartoSciowe wnioski wyciagnatem z rozméw
2 E.W. Dijkstra i C.A.R. Hoare’em. Ksiazka ta nie powstalaby tez, gdyby nie byto
zaplecza komputerowego zapewnionego przez ETH.

N. Wirth

% N. Wirth, Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Hall 1973. [Polski przeklad: Wstep do pro-
gramowania systematycznege. Wyd. 2, Warszawa, WNT 1987, — Przyp. red. pol.]
#+ K. Jensen i N. Wirth: Pascal — User manual and report. Berlin, Springer 1974.



General porucznik L. Euler za naszym posrednictwem
sktada ponizsza Deklaracje. Wyznaje otwarcie:
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IV

Ze nawet bedac krolem matematykow, bedzie si¢ wstydzit swego bledu,
pozostajacego w niezgodzie ze zdrowym rozsadkiem 1 podstawowa
wiedza, a popelnionego przy wnioskowaniu na podstawie wzorow, ze
cialo pod wplywem sit przyciagania zlokalizowanych w srodku sfery
zmieni nagle kierunek poruszania si¢ w strong Srodka;

Ze zrobi wszystko, co mozliwe, aby nie by¢ ponownie oszukanym przez
7ty wzér. Przeprasza goraco za lo, iZ pewnego razu, wprowadzony
w zaklopotanie paradoksalnym wynikiem, o§wiadczyl: ..chociaz wydaje
si¢ to by¢ w niezgodzie z rzeczywistoscia, jednak musimy ufaé naszym
obliczeniom bardziej niz naszym zmysfom™;

Ze w przysztosci nie bedzie wiecej zapisywal szeScdziesigciu stron
obliczeniami po to, aby osiagna¢ wynik, ktéry mozna uzyskaé w dziesie-
ciu wierszach po pewnych waznych przemy$leniach; i jesh kiedykolwiek
bedzie mial zakasaé rekawy i spedzi¢ trzy dni i noce z rzgdu na
obliczeniach, to wczesnicj po§wigci kwadrans, aby stwierdzi¢, kitore
reguty obliczeri beda najbardziej przydatne.

Fragment z Diatribe du docteur Akakia Vollaire’a
(listopad 1752)
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Podstawowe struktury danych

1.1. Wprowadzenie

Nowoczesng maszyng cyfrowa wynaleziono w celu utatwienia 1 przy-
spieszenia wykonywania skomplikowanych i czasochtonnych obliczen. W wigk-
szoéci jej zastosowan najwazniejsze snaczenie ma mozliwo§¢ przechowywania
i dostepu do duzych partii informacji, natomiast zdoInos¢ wykonywania obliczen
w wielu przypadkach okazuje si¢ prawie nieistotna. '

We wszystkich tych przypadkach duze partie informacji, ktore maja by¢
przetwarzane. reprezentuja — W pewnym sensie — abstrakcyjny model czesci
§wiata rzeczywistego. Informacja dostepna komputerowi stanowi pewien wybra-
ny zbiér danych o swiecic rzeczy wistym, mianowicie zbior danych uznanych za
istotne do rozwigzania rozwazanego problemu, tj. taki, co do ktérego ma sig¢

przekonanie, Ze mozna z micsc uzyska¢ zadane wyniki. Dane te reprezentuja
model abstrakcyjny w tym sensic. /€ pewnc wiasciwosci obiektow rzeczywistych
sq ignorowane, poniewaz nie s ZWwiazane £ badanvm problemem. Ten model
abstrakcyjny jest wigc rOwniez pewnym™ gproszczeniem zespoiu fakiow.

Jako przykiad rozwazmy kartoteke osobows pracownikow. Kazdy pracow-
nik jest (abstrakcyjnie) reprezentowany w karotece przez zhwoe danych potrzeb-
nych badz pracodawcy, badZ do prowadzenia jego Ksias T Tuns oWy ch. Zbior ten
moze zawiera¢ pewne informacje identyfikujgce zatrudmonego. 0p. nazwisko czy
te7 wysoko$¢ uposazenia. Jednakze nie bedzie on zwy s faw seral nieistotnych tu

informacii, takich jak kolor wlosow, waga czy Zrost

Przy rozwiazywaniu problemu — czy [0 z2 pomoca komputera, CZy teZ bez
niego — trzeba dokona¢ wyboru abstrakcyjnego mocsiu rzeczywistosei, czyli
sdefiniowaé zbiér danych majacych reprezentowac rzecsyw ista sytuacje. Wybor
ten powinien byé¢ podporzadkowany problemowi. kiory ma by¢ rozwiazany.
Potem nastgpuje wybor reprezentacji tych informacyi. ien wybér jest z kolei
podyktowany narzedziem, ktore stuzy do rozwiazania problemu, czyli mozliwo-
$ciami komputera. W wigkszosci przypadkéw oba te kroki nie sa catkowicie
niezalezne.
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Wybor reprezentacji danych jest czesto dosy¢ trudny i zdeterminowany nie
tylko mozliwosciami komputera. Trzeba rowniez braé¢ pod uwage operacje, ktore
maja by¢ wykonywane na danych. Dobrym przykiadem jest reprezentacja liczb
stanowiacych abstrakcyjny obraz pewnvch wilasciwosci charakteryzowanych
obiektow. Jesli jedyna (badZ przynajmniej dominujgca) operacja na liczbach ma
by¢ dodawanie, to dobra metoda reprezentacyi jest zapisanie liczby n za pomoca
n kresek. Przy takiej reprezentac): regulz dodawania jest oczywista 1 bardzo
prosta. Liczby rzymskie sa reprezentowane zgodnie z ta samg prosta zasada
i reguly dodawania sa dla nich podobnie oczywiste w przypadku matych liczb.
Natomiast reprezentacja za pomoca liczb arabskich wymaga regul dalekich od
oczywistosci (dla matych liczb), musza wigc byC one zapamigtane. Odmienna
sytuacja wystepuje wowczas, gdy mamy do czynienia z dodawaniem duzych liczb
lub mnozeniem 1 dzieleniem. Dzigki zastosowaniu zasady systematycznego
uktadu opartego na przydzielaniu wag pozycjom cyfr roztozenie tych operacji na
operacje elementarne jest duzo prostsze w przypadku reprezentacji za pomoca
liczb arabskich.

Wewngtrzna reprezentacja liczb w maszynach cyfrowych jest oparta na
cyfrach dwéjkowych (bitach). Reprezentacja ta jest niewygodna dla ludzi, zawiera
bowiem duza zazwyczaj liczbe cyfr dwojkowych, ale jest najbardziej odpowied-
nia dla urzadzen elektronicznych, poniewaz dwie wymagane wartosci 0 i | mogg
by¢ wygodnie 1 w sposdb niezawodny reprezentowane przez wystepowanie lub
niewystepowanie pradow elektrycznych, tadunku elektrycznego badz p6l mag-
netycznych.

Z pOW)’ZSZéE‘Q_I przyktadu wynika, ze problem reprezentacji trzeba analizo-
waé na wielu poziomach szczegétowosci. Na przyklad przy problemie reprezen-
tacji pozycji jakiego$ obiektu pierwsza decyzja moze prowadzi¢ do wyboru pary
liczb rzeczywistych stanowiacych wspotrzedne kartezjanskie badZ biegunowe.
Druga decyzja moze prowadzi¢ do reprezentacji zmiennopozycyjnej, gdzie kazda
liczba rzeczywista x skfada si¢ z pary liczb catkowitych oznaczajacych utamek f
i wyklfadnik e przy pewnej podstawie (np. x = f- 2°). Kolejna decyzja — wynikaja-
ca ze Swiadomosci, ze dane trzeba przechowywa¢ w pamigci maszyny cyfrowej
— moze prowadzi¢ do dwojkowej, pozycyjnej reprezentacji liczb catkowitych.
Ostatnia decyzja moze by¢ reprezentacja cyfr dwojkowych przez kierunek
strumienia magnetycznego w pamigei magnetycznej. Oczywiscie pierwsza z tych
decyzji wynika przede wszystkim z samego problemu, nastepne za$§ zaleza coraz
bardziej od wyboru narzedzia, ktérym sie postugujemy, i jego technologii. Nie
mozna wigc zgdaC od programisty decydowania o reprezentacji liczb czy wrecz
o charakterystyce urzadzenia przechowujacego informacje. Takie ,.decyzje na
niskim szczeblu™ zostawia si¢ projektantom komputera, ktérzy maja najwiecej
potrzebnych informacji na temat stosowanych technologii i moga podjac
najbardziej sensowne decyzje odpowiednie dla wszystkich (lub prawie wszyst-
kich) zastosowari, w ktérych odgrywa rol¢ pojecie liczby.

W tym kontekscie wida¢ wyraZznie znaczenie jezykow programowania.
Jezyk programowania reprezentuje pewna abstrakcyjng maszyne, ktéra rozumie
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wystepujace W nim terminy, stanowiace pewien wyzszy poziom abstrakcji
w stosunku do obiektéw uzywanych przez rzeczywisty komputer. Programista
uzywajacy takiego jezyka , wyzszego poziomu” jest wigc uwolniony od prob-
lem6w reprezentacji liczb, jesli liczba jest elementarnym obiektem w jezyku (ale
rowniez w pewnym sensie skrgpowany).

Znaczenie uzywania jezyka oferujacego odpowiedni zbiér podstawowych
poje¢ abstrakcyjnych wspélnych dla wigkszosci probleméw przetwarzania
danych polega glownie na niezawodnosci programéw wynikowych. Latwiej
napisaé program przy uzyciu znanych pojec liczb, zbioréw, ciaggow czy powtorzen
(iteracji) zamiast bitow, ,stow” czy skokéw. Oczywiscie komputer bedzie
reprezentowal wszystkie dane — zarowno liczby, zbiory, jak i ciagi — jako wielka
mase bit6w. Jednakze fakt ten dopoty jest nieistotny dla programisty, dopoki nie
musi sie on interesowaé problemem reprezentacji wybranych przez siebie pojec
i dopoki moze by¢ pewnym, ze odpowiednie reprezentacje w komputerze (czy
w translatorze) sa wystarczajace do jego celow.

Dokonanie przez inzyniera (czy przez tworcg translatora) odpowiedniego
wyboru reprezentacji jest tym tatwiejsze, im blizsze danemu komputerowi sa
odpowiednie pojecia abstrakcyjne. Zwieksza sie tez wowczas prawdopodobien-
stwo, ze pojedynczy wybor bedzie odpowiedni dla wszystkich (lub prawie
wszystkich) mozliwych do pomys$lenia zastosowafi. Fakt ten okre§la pewne
ograniczenia na stopien oddalenia poziomu abstrakcji uzywanych poje¢ od
danego rzeczywistego komputera. Nie miatoby na przyklad sensu wprowadzenie
obiektéw geometrycznych jako podstawowych jednostek danych dla jezyka
o uniwersalnym zastosowaniu, wlaciwa bowiem reprezentacja owych obiektow,
2 uwagi na ich ztozonos¢, zalezy w duzej mierze od wyboru operacji, ktére beda
wykonywane na tych obiektach. Jednakze tworca uniwersalnego jezyka i jego
translatora nie bedzie znal natury tych operacji ani czestosci ich wystgpowania
i kazdy wybér, jakiego dokona, moze nie odpowiada¢ pewnym potencjalnym
zastosowaniom.

Powyzsze rozwazania okreSlaja dokonany w tej ksiazce wybor notacji dla
opisu algorytméw i danych. Oczywicie chcielibySmy uzywac znanych pojec
7 dziedziny matematyki, takich jak liczby, zbiory, ciagi itd., zamiast pojec
zaleznych od komputera, takich jak np. ciagi bitéw. Jednakze réwnie oczywiste
jest, 7e powinni§my stosowaC taka notacje, dla ktérej istnieja efektywne
translatory. Jednocze$nie wiadomo, 7€ niemadre byloby uzywanie jezyka SciSle
uzaleznionego od komputera. Jezyk taki bytby bowiem nieprzydatny do zapisu
programoéw w pewnej notacji abstrakcyjnej, zostawiajacej zazwyczaj otwarte
problemy reprezentacji.

Jako kompromis migdzy tymi dwoma przypadkami kraficowymi stworzono
jezyk programowania Pascal 1 jego wiagnie uzywa si¢ w tej ksiazee [1.3 1 1.5].
Istnieje wiele efektywnych translatoréw tego jezyka dla réznych maszyn
cyfrowych. Dowiedziono tez, 7e wybrana w Pascalu notacja jest dostatecznie
bliska rzeczywistym maszynom, tak ze charakterystyczne dla Pascala pojecia
oraz ich reprezentacje mozna tatwo objasni¢. Ponadto jezyk ten jest dosy€ bliski
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innym jezykom (szczegOlnie Algolowi 60), totez uzyskane tu doSwiadczenia
moga by¢ réwniez z powodzeniem wykorzystane przy okazji uzywania tych
jezykow.

1.2. Pojecie typu danych

W matematyce zmienne klasyfikuje si¢ zgodnie z ich pewnymi istotnymi
wlasciwoséciami. Rozrdznia sie zmienne rzeczywiste, zespolone i logiczne lub tez
zmienne reprezentujace pojedyncze wartosci, zbiory wartosci, zbiory zbiorow,
a takze funkcje, funkcjonaty, zbiory funkcji itd. W przetwarzaniu danych
klasyfikacja zmiennych jest pojeciem réwnie waznym, jeSli nie wazniejszym.
Przyjmiemy jako zasadg, e kaida stata, zmienna, wyrazenie czy tez funkcja
jest pewnego typu. Typ ten doktadnie charakteryzuje zbior wartosci, do ktérego
nalezy stata, badZ jakie moze przyjmowa¢ zmienna czy wyrazenie, badZ jakie
moga by¢ generowane przez funkcje.

W tekstach matematycznych mozna zazwyczaj, abstrahujac od kontekstu,
okresli¢ typ zmiennej na podstawie kroju czcionki, jakg jest oznaczany. Nie jest to
mozliwe w programach dla komputera, poniewaz ma si¢ do dyspozycji jeden,
ogolnie dostepny krdj czcionek (tzn. litery lacifiskie). Szeroko przyjeto zatem
stosowanie zasady, Ze typ podaje sie explicite w deklaracji stalej, zmiennej czy
funkcji oraz ze deklaracja ta poprzedza w tekécie programu uzycie owej stalej,
zmiennej czy tez funkcji. Zasada ta staje si¢ szczegolnie istotna, jesli si¢ zwroci
uwage na fakt, ze kompilator musi dokona¢ wyboru reprezentacji obiektow
wewnatrz pamieci maszyny. Oczywiscie wielko$¢ obszaru pamigci przydzielo-
nego zmiennej nalezy wybieraé odpowiednio do zakresu wartosci, ktore ta
zmienna moze przyjmowac. Jesli informacje te sa znane kompilatorowi, mozna
uniknaé tzw. dynamicznej alokacji pamigci. Jest to czesto Klucz do efektywne;
realizacji algorytmu. :

Ponizej podano podstawowe cechy charakterystyczne pojecia typu uzywane
w niniejszej ksiazce i zrealizowane w jezyku Pascal [1.2].

(1) Typ danych okresla zbi6r wartosci, do ktérego nalezy stata badz ktore moze
przyjmowac zmienna lub wyrazenie albo ktére moga by¢ generowane przez
operator lub funkcje.

(2) Typ wartosci oznaczonej przez stala, zmienna lub wyrazenie mozna okresli¢
na podstawie ich postaci badz deklaracji, bez koniecznoSci wykonywania
procesu obliczeniowego.

(3) Kazdy operator lub funkcja ma argumenty ustalonego typu, jak rowniez daje
wynik ustalonego typu. Jesli operator dopuszcza argumenty wielu typéw (np.
znak ,,+" oznacza dodawanie zar6wno liczb catkowitych, jak i rzeczywis-
tych), to typ wyniku okre§lony jest pewnymi specyficznymi dla jezyka
regutami.
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W konsekwencji kompilator moze korzysta¢ z informacji o typach w celu
sprawdzenia poprawnosci wielu réznych konstrukcji. Na przyktad przypisanie
wartosci logicznej (Boolean) zmiennej arytmetycznej (real) moze zostaé wykryte
bez potrzeby wykonywania programu. Ten rodzaj redundancji w tekScie programu
jest niezwykle pomocny przy tworzeniu programéw i nalezy go uwaza¢ za
podstawowa zaletg dobrych jezykow programowania wysokiego poziomu w sto-
sunku do kodu maszynowego (czy tez kodu w jezyku adresow symbolicznych).
Oczywiscie dane beda ostatecznie reprezentowane przez dlugie ciagi cyfr
dwéjkowych bez wzgledu na to, czy program zostat napisany w jezyku wysokiego
poziomu, w ktérym wystepuje pojecie typu, Czy tez w kodzie, w ktérym to po-
jecie nie istnieje. Dla komputera pamigc stanowi jednolita mase bitéw bez
jakiejkolwiek struktury. Jednakze to wiadnie ta struktura abstrakcyjna umozliwia
programistom rozpoznawal znaczenie W monotonnym krajobrazie pamigci
maszyny.

W teorii przedstawionej w tej ksiazce oraz w jezyku programowania Pascal
istnieja okreslone metody definiowania typow danych. W wigkszosci przypadkow
nowe typy danych definiuje si¢ za pomoca typéw danych zdefiniowanych
wcze$niej. Wartosci takiego typu sa zwykle konglomeratami wartosci sktado-
wych (ang. component valuees) o pierwotnie zdefiniowanych typach skladowych
(ang. constituent types) 1 mowi sig, Ze sg one ustrukturowane. Jesli wystepuje tylko
jeden typ sktadowy, tzn. wszystkie sktadowe sa tego samego typu, to typ Ow
nazywa si¢ typem podstawowym (ang. base type).

Liczbe réznych wartoSci nalezacych do typu T nazywa si¢ moca (ang.
cardinality) T. Moc typu pozwala okresli¢ wielko§¢ pamieci potrzebnej do
reprezentowania zmiennej x typu 7' (oznaczonej x:T).

Poniewaz typy sktadowe réwniez moga by¢ ustrukturowane itd., tworzy sig
wicc w rezultacie cate hierarchie struktur; oczywiscie jednak ostatnie sktadowe
musza byé atomowe. Potrzebna jest wigc pewna notacja stuzaca do okreSlania
takich typ6w prostych nieustrukturowanych. Narzuca sig tu metoda polegajaca na
wyliczeniu wartoSci tworzacych typ. Na przyktad w programie dotyczacym figur
geometrycznych na plaszczyznie mozna okresli¢ typ prosty o nazwie ksztaft,
ktérego warto$ci moga byC oznaczone identyfikatorami prostokqt, kwadrat,
elipsa, okrqg. Oprécz takich typow definiowanych przez programiste musza
istnie¢ pewne typy standardowe (ang. standard types), ktore sa zdefiniowane
wezesniej. Na ogél typy standardowe zawieraja liczby i wartosci logiczne. Jesli
wartosci typu sa uporzadkowane, to typ bedziemy nazywali uporzadkowanym
(ang. ordered) lub skalarnym (ang. scalar). W jezyku Pascal wszystkie typy
nieustrukturowane sa uwazane za uporzadkowane; w przypadku jawnego wyli-
czenia wartoci przyjmuje sie, ze wartosci te sa uporzadkowane zgodnie
z kolejnoscia ich wyliczenia.

Przyjmujac powy zsze zasady, mozemy definiowac typy proste, nastepnie za$
budowaé konglomeraty — typy zlozone, o dowolnym stopniu zagniezdzenia.
W rzeczywistosci nie wystarcza dysponowaé tylko jedna, ogdlna metoda
tworzenia typéw ztozonych. W zwiazku z réznymi praktycznymi problemami
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reprezentacji i zastosowan jezyk programowania ogolnego przeznaczenia powi-
nien oferowa¢ wiele metod strukturalizacji typow danych. W sensie matema-
tycznym wszystkie te metody moga by¢ réwnowazne; roznice polegaja na
wyborze operatorow stosowanych do konstruowania wartosci i wybierania
sktadowych tych wartosci. Podstawowymi strukturami typoéw ztozonych, przed-
stawionymi w tej ksiazce sa: tablica, rekord, zbior i ciag (plik). Bardziej
skomplikowane struktury nie sa zwykle definiowane jako typy ,.statyczne”, lecz
sa ,,dynamicznie” generowane podczas wykonywania programu i mogg w tymze
procesie zmienia¢ swoj ksztalt i rozmiary. Struktury takie, omawiane w rozdz. 4,
zawieraja listy, pierScienie, drzewa i ogdlne grafy skoficzone.

Zmienne i typy wprowadza si¢ do programu w celu uzycia ich w oblicze-
ningl. W zwiazku z tym musi istnie¢ pewien zbior operatoréw. Dla standar-
ddwych typéw danych w jezykach programowania proponuje si¢ pewna liczbe
prostych, standardowych (atomowych) operacji wraz z pewng liczbg metod ich
skladania (tworzenia operacji ztozonych) za pomoca proponowanych operatorow
prostych. Problem sktadania operacji uwaza si¢ czgsto za esencje sztuki
programowania. Jednakze okaze si¢, 7e wlasciwe, trafne sktadanie danych jest
problemem réwnie podstawowym, jak i waznym.

Najwazniejszymi operacjami prostymi sa poréwnanie i przypisanie, tzn.
test na rownos¢ (i uporzadkowanie, w przypadku typow skalarnych) oraz
instrukcja narzucajaca réwno$¢. Fundamentalna réznica migdzy tymi dwiema
operacjami wyraza si¢ w tej pracy zastosowaniem dwoch réznych oznaczen
(chociaZ, niestety, w szeroko uzywanych jezykach programowania, takich jak
Fortran czy PL/I, stosuje si¢ to samo oznaczenie).

Test na rownosé: x =y
Przypisanie: xi=y

Te podstawowe operacje definiuje si¢ dla wiekszosci typow danych, ale nalezy
zaznaczyé, ze ich wykonywanie moze si¢ wiazaC ze znaczng stratg czasu
wykonania, je§li dane sa duze i maja ztozona strukture.

Oprocz testu na rownos¢ (czy na uporzadkowanie) i przypisania wprowadza
si¢ klase fundamentalnych operacji zwanych operacjami konwersji typow. Sa
one odwzorowaniami typéw danych na inne typy (sa szczegélnie istotne
w przypadku typéw zlozonych). Warto$ci ztozone generuje si¢ z ich wartosci
sktadowych za pomoca tzw. konstruktoréw, a wartosci skladowe wybiera si¢ za
pomoca tzw. selektoréw. Konstruktory i selektory stanowig wigc operacje
konwersji typéw bedace funkcjami z typéw skladowych w typy ztozone 1 vice
versa. Kazda metoda strukturalizacji wiaze si¢ z konkretna parg zloZona
2 konstruktora i selektora, o wyraZnie odrgbnych oznaczeniach.

Standardowe proste typy danych wymagaja réwniez okreslonego zestawu
standardowych prostych operatoréw. Dlatego tez rownolegle z wprowadzeniem
standardowych typéw dla wartosci liczbowych 1 wartosci logicznych wprowadzi-
my powszechnie przyjete operacje arytmetyczne i logiczne.
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1.3. Proste typy danych

W wielu programach stosuje si¢ liczby catkowite wtedy, gdy wiasnosci
numeryczne nie sa potrzebne, a liczba catkowita reprezentuje tylko wyb6r sposrod
pewnej malej liczby mozliwosci. W tych przypadkach wprowadzamy nowy,

prosty typ danych 7, wyliczajac zbiér wszystkich mozliwych wartosci ¢y, €3, -
C..

n

type T = (€, €3s s Cp) s (1.1)

Moca typu T jest wartos¢ funkcji moc (T) = n.

PRZYKEADY

type ksztalt = (prostokat, kwadrat, elipsa, okrag)

type kolor = (czerwony, z6tty, zielony)

type ple¢ = (mezczyzna, kobieta)

type Boolean = (false, true)

type dzieritygodnia = (poniedziatek, wiorek, §roda, czwartek, piatek, sobota,
niedziela)

type waluta = (frank, marka, funt, dolar, szyling, lir, gulden, korona, rubel,

cruzeiro, jen)

type przeznaczenie = (pieklo, czysciec, piebo)

type Srodeklokomocji = (pociqg, autobus, samochdd, statek, samolot)

type ranga = (szeregowiec, kapral, sierzant, porucznik, kapitan, major,

putkownik, generat)

type obiekt = (stata, typ, zmienna, procedura, funkcja)

type struktura = (plik, tablica, rekord, zbior)

type warunek = (reczna, niezatadowana, parzystos¢, skos)

O

Definicja takiego typu wprowadza nie tylko nowy identyfikator typu, ale
jednoczesnie zbior identyfikatoréw oznaczajacych poszczegblne wartosci defi-
niowanego typu. Identyfikatorow tych mozna uzywac w programie jako statych,
a ich wystapienia czynia program znacznie bardziej zrozumiatym. WprowadZmy
na przyklad zmienne p, d, r oraz b

var p. plec

var d: dzierirygodnia

var r: ranga

var b: Boolean

Mozliwe sa wtedy nastgpujace instrukcje przypisania:

p= meiezyna
d = niedziela
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r:i= major
b:= true

Instrukcije te sa oczywiScie bardziej obrazowe anizeli ich numeryczne odpowied-
niki
pi=1 di=1T r=6 bi=12

oparte nazalozeniu, ze p, d, r oraz b sa typu integer, state za$ sa odwzorowane na
liczby naturalne wedtug kolejnosci ich wyliczenia. Ponadto translator moze
wykrywaé nierozwazne stosowanie operatorow arytmetycznych do typow nienu-
merycznych, jak np.

pi=p+]1

Jesli typ traktuje sie jako uporzadkowany, to sensowne jest jednak wprowadzenie
funkcji generujacych nastepnik badZ poprzednik argumentu. Funkcje te oznacza
si¢ odpowiednio przez succ(x) i pred(x). Uporzadkowanie warto$ci typu T okresla
nastepujaca reguta:

(ci<e;)=(i<)) (1.2)

1.4. Standardowe typy proste

Standardowe typy proste sa to takie typy, ktére w wigkszoSci maszyn
cyfrowych wystepuja jako ,,mozliwosci wbudowane”. Naleza do nich: zbiér liczb
calkowitych, zbior wartosci logicznych i zbi6r znakéw drukarki. W wigkszych
komputerach mozna rowniez korzysta¢ z liczb utamkowych oraz z odpowiednich
prostych operatoréw. Do oznaczania tych typéw bedziemy odpowiednio uzywali
identyfikatorow

integer, Boolean, char, real

Typ integer stanowi podzbiér wszystkich liczb calkowitych, ktérego zakres
jest uzalezniony od indywidualnych wiasciwosci danej maszyny. Jednakze
zaktada sie, 7e wszystkie operacje wykonywane na danych tego typu sa doktadne
i odpowiadaja podstawowym prawom arytmetyki oraz ze wykonanie programu
zostanie przerwane w przypadku, gdy wynik obliczenia znajdzie si¢ poza
reprezentowanym podzbiorem. Standardowe operatory dotycza czterech pod-
stawowych operacji arytmetycznych: dodawania ( + ), odejmowania (— ), mnoze-
nia (+) i dzielenia (div). Ostatnia operacja rozumiana jest jako dzielenie catkowite,
w ktérym ignoruje si¢ ewentualna resztg, tzn. dla dodatnich m i n zachodzi

m—nun<(mdivn)xn<m (1.3)
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Korzystajac z operacji dzielenia, wprowadza sie operator ,,modulo” spel-
niajacy rownoscé

(m div n)*n + (m mod n) =m (1.4)

Wobec powyzszego m div n stanowi cze$¢ catkowity ilorazu m i n, natomiast
m mod n jest reszta tego ilorazu.

Typ real oznacza pewien podzbitr liczb rzeczywistych. Podczas gdy zaklada
sie, ze arytmetyka wartoci typu integer daje wyniki doktadne, dla arytmetyki
wartosci typu real dopuszcza si¢ wyniki niedokladne w ramach pewnych bledow
zaokraglenia spowodowanych wykonywaniem obliczefi na skoficzonej liczbie
cyfr. Jest to zasadniczy powdd tego, ze W wiekszoéci jezykow programowania
wyraZnie rozréznia si¢ typy integer i real.

Do oznaczania dzielenia liczb rzeczywistych, dajacego w wyniku liczbe
rzeczywistg jako warto$¢ ilorazu, bedziemy stosowali znak /. w przeciwienistwie
do znaku div, oznaczajacego dzielenie catkowite.

Dwie wartoéci standardowego typu Boolean s3 oznaczane identyfikatorami
true oraz false. Do operatoréw boolowskich zaliczamy koniunkcje, alternatywe
i negacje. Warto$ci wynikéw tych operacji w zaleznoSci od argumentéw podano
w tabl. 1.1. Koniunkcje oznacza si¢ symbolem A (lub and), alternatywe
— symbolem Vv (lub or), negacje za$ — symbolem 71 (lub not). Zauwazmy, 7e

TABLICA 1.1
Operatory boolowskie
P q pvyg | rhg p
true true true rue false
true false true false false
false true true false true
false false false false true

zastosowanie operatora poréwnania daje wynik typu Boolean. W zwiazku z tym
wynik poréwnania moze byC przypisany zmiennej badZ uzyty jako argument
operatora boolowskiego w wyrazeniu typu Boolean. Na przyklad dla zmiennych
boolowskich p i ¢ oraz zmiennych catkowitych x =35, y=38, z= 10 dwie
instrukcje przypisania:

p:: 0 =y
g=@@<yyn(y<z

daja w wyniku p = false oraz g = true.

Typ standardowy char obejmuje zbiér znak6w drukarki. Niestety, nie istnieje
ogblnie przyjety standardowy zbiér znakow stosowany we wszystkich systemach
komputerowych. Uzycie okreslenia , typ standardowy” moze zatem prowadzi¢ do
nieporozumien; nalezy je wigc rozumiec jako ,typ standardowy dla systemu
komputerowego, w ktérym dany program ma by¢ wykonywany”.
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7hiér znakow zdefiniowany przez 1SO (International Standards Organiza-
tion). zwlaszcza za$ jego amerykariska wersja ASCII (American Standard Code
for Information Interchange) jest chyba zbiorem najszerzej uznanym i stosowa-
nym. Zbiér znakéw ASCII podano w tabl. A.l zamieszczone] w dodatku A.
7awiera on 95 znakéw drukowanych (graficznych) 1 33 znaki sterujace, uzywane
zazwyczaj przy przesytaniu danych i do sterowania urzadzeniami drukujacymi.
Podzbiér zawierajacy 64 znaki drukarki (bez matych liter) jest szeroko stosowany
pod nazwa ograniczonego zbioru znakow ASCIL.

Aby konstruowa¢ niezalezne od komputera algorytmy, w ktérych korzysta
sie ze znakow (wartosci typu char), musimy przyjac pewne wiasciwosci zbioru
znakéw jako wiazace, a mianowicie:

(1) Typ char zawiera 26 liter tacifiskich, 10 cyfr arabskich i pewna liczbe innych
znakow graficznych, jak np. znaki przestankowe.

(2) Podzbiory liter i cyfr sa uporzqdkowane i spdjne, 1zn.
(A <x)Ax<'Z)=xjest litera (1.5)
(0’ <x) A (x <'9) = x jest cyfra

(3) Typ char zawiera znak pusty, ktorego mozna uzywal jako separatora
(spacji).
Znak ten jest oznaczany symbolem _ na rys. 1.1.

TO_JEST_TEKST

TO_JEST_TEKST

RYSUNEK 1.1
Reprezentacja tekstu

Do pisania programéw w postaci niezaleznej od maszyny szczegolnie wazna
jest mozliwo$é stosowania dwoch funkeji konwersji migdzy typami char i integer.
Bedziemy je zapisywali ord(c), co oznacza liczbg porzadkowa znaku ¢ w zbiorze
char oraz chr(i), co oznacza i-ty znak ze zbioru char. Jak widaé, chr jest funkcja
odwrotng do ord i vice versa, tzn.
ord(chr(i)) =1 (jesli chr(i) jest zdefiniowana)
chriord(c)) = ¢ (1.6)

Szczegolnie warte uwagi sa funkcje

f(c) = ord(c)—ord('0") = pozycja ¢ wérdd cyfr (1.7)
g(i) = chr(i)+ord('0') = i-ta cyfra

Na przyktad f('3) = 3, g(5) = '5". Funkcje fi g stanowig funkcje wzajemnie
odwrotne, tzn.

fleg) =1 0<i<9)
gife) =c¢ (00<c<'9) (1.8)
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Funkcji konwersji uzywa si¢ w celu dokonania przeksztalcenia wewnetrznych
reprezentacji liczb na ciagi cyfr i odwrotnie. W rzeczywistosci reprezentujg one
owe przeksztatcenia na najbardzjicj elementarnym poziomie, mianowicie na
poziomie pojedynczej cyfry.

1.5. Typy okrojone

Czesto sie zdarza, Ze zmienna przyjmuje wartoSci jedynie z pewnego
przedziatu wartosci okreslonego typu. Wyraza sig to, definiujac typ te] zmiennej
jako pewien typ okrojony, zgodnie z formatem

type T = min..max (1.9)
gdzie min oraz max stanowia granice przedziatu.

PRZYKLADY

type rok = 1900..1999

type litera ="'A". ' Z

type cyfra ="'0"..'9

type oficer = porucznik. .gencril

U]

Dla danych zmiennych

var y: rok

var L: litera

dozwolone sa przypisania y:= 1973 [ = W'. niedozwolone natomiast
y:= 1291 i L:="9". Poprawnosci tego roczam przypisan nie mozna sprawdzi¢
podczas translacji, chyba ze wartos¢ przypisywana jest oznaczona stala lub

zmienna tego samego typu. Jednakze dopuszczalnosé przypisain w rodzaju

y::i
oraz
Liz=.¢

gdzie i jest typu infeger, ¢ za$ typu char. mozna sprawdzi¢ jedynie pod-
czas wykonania programu. W praktyce systemy dokonujace tego rodzaju
sprawdzen okazaty si¢ niezwykle uzyteczne przy tworzeniu programow. Ko-
rzystanie w nich z nadmiarowosci informacji do wykrywania ewentualnych
bledow stanowi pierwszorzedna motywacje stosowania jezykow wysokiego
poziomu.
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1.6. Tablice

Tablica (ang. array) jest prawdopodobnie najbardzie] znang struktura
danych, poniewaz w wielu jezykach, zwlaszcza w Fortranie i Algolu 60, jest
jedyna bezposrednio dostepna struktura. Tablica jest strukturg jednorodna; jest
ztozona ze skladowych tego samego typu zwanego typem podstawowym.
Tablice zwie sie rowniez struktura o dostepie swobodnym (ang. random access);
wszystkie skladowe moga by¢ wybrane w dowolnej kolejnosci 1 sg jednakowo
dostepne. W celu wybrania pojedynczej skladowej nazwe calej struktury
uzupehnia si¢ tzw. indeksem wybierajacym sktadowa. Indeks ten powinien by¢
warto$cia pewnego typu zwanego typem indeksujacym (ang. index rype) tablicy.
Definicja typu tablicowego T zawiera wigc zaréwno specyfikacje typu pod-
stawowego T, jak 1 typu indeksujacego I.

type T = array[/] of T, (1.10)

PRZYKLADY

type Wiersz = array|[1..5] of real
type Karta = array|1..80] of char
type alfa = array|[l..10] of char
]

Konkretna warto§¢ zmiennej

var x: Wiersz

ktérej kazda sktadowa spetnia rownanie x; = 2, mozna zobrazowa¢ tak, jak
pokazano na rys. 1.2,

X4 0.5
X3 0.25
X3 0.125
X4 0.0625
RYSUNEK 1.2
Xs 0.03125 Tablica typu Wiersz
Zlozona warto§¢ x typu T o wartosciach sktadowych c¢,, ..., ¢, mozna

oznaczy¢ za pomoca konstruktora tablicowego i instrukcji przypisania:
x:=T(cys s C) (1.11)

Operatorem odwrotnym do konstruktora jest selektor. Stuzy on do wybrania
konkretnej skladowej tablicy. Dla danej zmiennej tablicowej x selektor jest
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oznaczony nazwa tablicy, po ktorej wystepuje indeks i wybierajacy odpowiednia
sktadowa:

x[i] (1.12)

Dziatajac na tablicach (zwlaszcza za§ na duzych), stosuje sie technike
selektywnego aktualizowania poszczegdlnych sktadowych zamiast konstruowa-
nia catkowicie nowych wartosci ztozonych. Wyraza sig to traktowaniem zmienne;
tablicowej jako tablicy zmiennych sktadowych i umozliwieniem wykonywania
przypisafi wybranym sktadowym.

PRZYKLAD
x[i]:=0.125
L

Aczkolwiek aktualizacja selektywna powoduje zmiang jedynie pojedynczej
skladowej wartosci, jednak 7 koncepeyjnego punktu widzenia musimy przyjac, ze
zmienia sie rowniez cata warto$¢ zlozona.

Niezwykle wazne konsekwencje pociaga za soba fakt, ze indeksy tablicy, tzn.
,.nazwy” skladowych musza by¢ elementami zdefiniowanego typu skalarnego.
Indeksy moga by¢ obliczane, tzn. stata indeksowa moze by¢ zastapiona
wyrazeniem indeksowym. Wyrazenie to ma by¢ obliczone, a jego wynik
decyduje o tym, ktora sktadowa zostanie wybrana. Wspomniana powyzej
mozliwosé stanowi niezwykle mocne narzedzie programowania, lecz jednoczes-
nie umozliwia popelnianie jednego z najczesciej spotykanych bledow: wartoS¢
wynikowa moze znalez¢ si¢ poza przedziatem okreslonym jako mozliwy zakres
indeksu tablicy. Bedziemy zakladali, ze komputer sygnalizuje odpowiednie
ostrzezenie w przypadku niepoprawnego dostgpu do nie istniejacej sktadowe;
tablicy.

Typ indeksujacy powinien by¢ typem skalarnym, tzn. typem nieztozonym,
na ktérym okre§lona jest pewna relacja porzadkujaca. Jesli typ podstawowy
tablicy jest rowniez typem uporzadkowanym, to dostajemy naturalne uporzad-
kowanie typu tablicowego. Naturalne uporzadkowanie dwéch tablic jest zdeter-
minowane dwoma odpowiadajacymi sobie nieréwnymi sktadowymi o najniz-
szych mozliwych indeksach. Formalnie wyraza si¢ to nastepujaco:

Dla danych dwéch tablic x i y relacja x <y zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje indeks k taki, Zze x[k] < y[k] oraz x[i] = yli] (1.13)
dla wszystkich i < k.

Na przyktad

2 3 8T D=, 3, 5 W-=11)
‘LABEL’ < ‘LIBEL'
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W wickszosci zastosowan nie zaklada sie istnienia relacji porzadkujacej na typach
tablicowych.

Moc typu ztozonego otrzymuje si¢ jako iloczyn mocy jego sktadowych.
Poniewaz wszystkie sktadowe typu tablicowego A sa tego samego typu pod-
stawowego B, otrzymujemy
moc(A) = (moc(B))" (1.14)
gdzie n = moc([), I za$ jest typem indeksujacym tablicy.

Ponizszy krotki program ilustruje uzycie selektora tablicowego. Zadaniem
programu jest znalezienie najmniejszego indeksu 1 sktadowej o wartosci x.
Poszukiwania dokonuje sie, przegladajac sekwencyijnie tablicg a, zadeklarowana
jako
var a: array[l..N] of T; {N > 0}
i=0;
repeat i:=( + 1 until (ali] = x) v (i = N); (1.15)
if a[i] # x then ,nie ma takiego elementu w a”’

Inny wariant tego programu ilustruje znang metodg z wartownikiem (ang.
sentinel), ustawionym na koricu tablicy. Zastosowanie wartownika znacznie
upraszcza warunek zakonczenia iteracji.

var a: array[l..N+ 1] of T}

ii=0;a[N+1]:=x;

repeat =i + 1 until ali] = x; (1.16)
if i > N then ,.nie ma takiego elementu w a”’

Przypisanie a[N + 1]:=x jest przykladem aktualizacji selektywnej (ang.
selective updating), tzn. zmiany wybranej sktadowej zmiennej ztozonej. Niezalez-
nie od tego, jak czesto powtorzyto sie wykonanie instrukcji i =1 + 1, spelniony
jest warunek

aljl#x, dla J=1et=—1

Warunek ten jest spetniony w obu wersjach (1.15) i (1.16): nazywany jest
niezmiennikiem petli (ang. loop invariant).

Jezeli elementy tablicy zostaly wczeSniej uporzadkowane (posortowane),
przeszukiwanie mozna znacznie przyspieszy¢. W takim przypadku najczesciej
stosuje si¢ metode potowienia przedziatu, w ktérym ma si¢ znajdowac poszukiwa-
ny clement. Metode t¢, zwana przeszukiwaniem potowkowym (przeszukiwa-
niem binarnym; ang. binary search), ilustruje (1.17). Przy kazdym powtdrzeniu
dzieli sie na potowe przedzial miedzy indeksami i oraz j. Gorna granica
wymaganej liczby poréwna jest [log,(N)1.

ir=1; j:=N;
repeat k:= (i + j) div 2;
if x > alk] then i:=k + lelsej:=k—1 (1.17)

until (alk] = x) v (i >J)



1.6, TABLICE 31
(Odpowiednim warunkiem niezmienniczym na wejsciu do instrukcji iteracyjne;
repeat jest
alh] < x, dla b=1dii=]
alh] > x, dla h=j+1..N
W zwiazku z tym, jesli wykonanie programu konczy si¢ przy ¢ > j. oznacza to, 7e
nie istnieje a[h] = x takie, ze 1 < h < N).

Sktadowe typ6w tablicowych moga by¢ rowniez zlozone. Tablica. kidrej
sktadowe sa rowniez tablicami, jest zwana macierzg (ang. masrix). Nz przyklad

M: array|[1..10] of Wiersz

jest tablica o dziesigciu sktadowych (wierszach), z ktorych kazda skiada sie
z pieciu skladowych typu real, i nazywa si¢ macierzg 10x5 o sktadowych
rzeczywistych. Selektory moga by¢ konkatenowane tak, ze

M [l

oznacza j-ta skiadowa wiersza M(i), kiéry jest i-ta skltadowa macierzy M.
Oznaczenie to skraca sig zwykle do postaci

Mli, j

Podobnie deklaracja

M: array [1..10] of array [! 5] of real

moze by¢ napisana w sposob bardzie; zwarty w postaci

M: array [1..10, 1..5] of real

Gdy pewna operacja ma by¢ wykonana dlz wszyvstoch skiadowych tablicy (lub
kilku kolejnych skfadowych), wygodnie jest stosowac instrukcje .dla” co
ilustruje ponizszy przyklad.
Zatézmy, ze utamek f jest reprezentowany za pomnoca tablicy d w ten spo-
sdb, ze
k-1
f= Y d=10""

tzn. przez swoje (k — 1)-cyfrowe rozwiniecie dziesigtne. Nastepnie f ma zostaé
podzielone przez 2. Dokonuje si¢ tego, powtarzajac operacje dzielenia dla

wszystkich & — | cyfr, poczawszy od [ = 1. Operacja ta polega na podziele-
niu cyfry przez 2. 7 uwzglednieniem ewentualnego przeniesienia z poprzed-
niej pozycji 1 zachowaniem ewentualnej reszty r do nastgpnego kroku
(por. (1.18)).

ri=10#*r + d[i];

dli] = r div 2: (1.18)

ri=r—2+d[il
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PROGRAM 1.1
Obliczanie poteg liczby 2

program potega (output);
{reprezentacja dziesigina ujemnych poteg liczby 2}
const n = 10;
type cyfra = 0..9;
var i, k, r: integer,;
d: array [1..n] of cyfra;
begin for k:= 1 to n do
begin write (') r = 0;
fori:=1tok—1do
begin r:= 10 r + d[i]; dli]: = r div 2;
ri=r — 2 xd[i]; write(chr(dli] + ord('0")))
end;
dk]:= 5; writeln('5")
end
end.

Postepowanie to zastosowano w programie 1.1 w celu otrzymania tablicy
ujemnych poteg dwojki. Powtarzanie operacji potowienia stuzacych do obliczenia
wartoSei 271, 272, ..., 27" jest ponownie wyrazone za pomoca instrukcji ,,dla”,
prowadzac do zagniezdzenia dwéch takich instrukcji. Wyniki programu dla
n = 10 sa nastgpujace:

5

.25

125

.0625
.03125
.015625
.0078125
.00390625
.001953125
.0009765625

1.7. Rekordy

Najbardziej ogdlng metoda tworzenia typéw ztoZonych jest taczenie w typ
ztozony elementéw o dowolnych, byé moze ztozonych typach. Przyktadami
7 matematyki sg liczby zespolone zlozone z dwoch liczb rzeczywistych badz
wspotrzedne punktow ztozone z dwéch lub wigcej liczb rzeczywistych w zalezno-
§ci od wymiaru przestrzeni. Przyktadem z przetwarzania danych jest opis osoby za
pomocy kilku istotnych cech charakterystycznych, takich jak imig, nazwisko, data
urodzenia, plec i stan cywilny.



33

1.7. REKORDY

W matematyce taki typ ztozony zwie si¢ iloczynem kartezjanskim typow

sktadowych. Wyptywa to z faktu, Ze zbidr wartosci definiuwacy ten typ skiada sig
ze wszystkich mozliwych kombinacji wartosci wzigtych oop wiednio ze wszyst-
kich typéw sktadowych. Liczba takich kombinacji jest rowna iloczynowi liczb
elementéw wszystkich typow sktadowych, czyli moc thpe 2iozonego rowna jest
iloczynowi mocy typoéw skladowych.

W przetwarzaniu danych typy ztozone, takie jak opesy 0sob czy innych
obiektéw, stuza do zapisywania i rejestracji ukierumacs anvch problemowo
charakterystyk tych osob czy obiektow; sa one zzrwicial przechowywane
w plikach i ,,bankach danych”. Fakt ten thumaczy stosowzne angielskiego stowa
record (zapis, rejestr, nagranie, przechowywany zestzw miormacy) do oznacza-

nia tego rodzaju danych zamiast terminu ,,iloczyn kartez)a !
Ogolnie, typ rekordowy T jest zdefiniowany = izpujacy sposob:

type 7 = record s, :7;
830754
(1.19)
LS

end

moc (T) = moc (T,) * ... xmoc (T,)

PRZYKLADY
type Zespolona = record re: real;
im: real
end
type Data = record dzieri: 1..31;
miesigc: 1..12;
rok: 1..2000
end
type Osoba = record nazwisko: alfa;
imie: alfa,
dataurodzenia: Data,
plec: (mezczyzna, kobieta):.
stancywilny: (wolny, Zonary. cwim s, roTwiedziony)
end

a

Za pomoca konstruktora rekordowego mozma wiworive W arto$¢ typu T,
a nastepnie przypisac ja jakiej$ zmiennej tego typo
xi= T(Xy, Xgn eres Xp) (1.20)

gdzie x; sa odpowiednio wartoSciami z typow skladowych T



34 I. PODSTAWOWE STRUKTURY DANYCH

Dla danych zmiennych rekordowych

z: Zespolona
d: Data
p: Osoba

konkretne wartosci moga by¢ przypisane np. tak, jak to zilustrowano na rys. 1.3:
z:= Zespolona (1.0, -1 0)

d = Data (1,4,1973)
p:= Osoba (WIRTH', 'CHRIS', Data (18.1,1966), mezczyzna, wolny)

Zespolona z Datad Osoba p
i 1.0 1 HaRTH

10 4 CHRIS

1973 18| 1 | 1966

mezczyzna RYSUNEK 1.3
e Rekordy typow Zespolona,
Data i Osoba

wolny

Identyfikatory s, ..., 5, wprowadzone w definicji typu rekordowego stanowia
nazwy przydzielone poszczeg6lnym sktadowym zmiennych tego typu; stosuje si¢
je w selektorach rekordowych odnoszacych si¢ do zmiennych rekordowych. Dla

danej zmiennej x: T, jej i-ta sktadowa jest oznaczona przez

(1.21)

Aktualizacje selektywna x prowadzi si¢ przy uzyciu tego samego oznacznika
selektora stojacego po lewej stronie instrukeji przypisania:

gdzie x; jest wartoscia (wyrazeniem) typu T
Dla danych zmiennych rekordowych

z: Zespolona

d: Data

p: Osoba

selektory niektorych skladowych sa nastgpujace:
z.im (typu real)
d.miesiqc (typu 1..12)
p.nazwisko (typu alfa)
p.dataurodzenia (typu Data)

p.dataurodzenia.dzien (typu 1..31)



35

1.7. REKORDY

Przyktad typu Osoba dowodzi, ze typy sktadowe rekordu moga réwniez miec
pewna zlozona strukturg. Selektory mozna zatem skiada¢. Oczywiscie operacje
sktadania typow o réznych sktadowych mozna wykonywac wielokrotnie (wielo-
poziomowo). Na przykiad i-ta sktadowa tablicy a, bedacej sktadowa zmiennej
rekordowej r, jest oznaczana przez

r.ali]
a sktadowa o selektorze s i-tej skltadowej rekordowej tablicy a jest oznaczana
przez

alil.s

Charakterystyczna cecha iloczynu kartezjariskiego jest to, ze zawiera on wszystkie
kombinacje elementéw typéw sktadowych. Trzeba jednak pamigtaé, ze w prak-
tyce nie wszystkie musza by¢ ,prawidtowe”, tzn. sensowne. Na przyktad
zdefiniowany powyZej typ Data zawiera wartosci

(31,4,1973) 1 (29,2,1815)

ktére odpowiadaja datom nie istniejacych nigdy dni. Jak widac, definicja tego typu
nie odzwierciedla sviuacji rzeczywistej. Niemniej jednak praktycznie jest
dostatecznie bliska rzeczywistoéci; od programisty zalezy, aby bezsensowne
wartosci nigdy nie wystapify podczas wykonania programu.

Przytoczony ponizej krotk: fragment programu ilustruje uzycie zmiennych
rekordowych. Jego zadaniem jest zliczenie ..Os6b” reprezentowanych w tablicy
a jako kobiety stanu wolnego

var a: array [1..N] of Osoba
licznik: integer;

licznik : = 0;

for i:=1to N do (1.22)
if (a[i].pte¢ = kobieta) A (ali].stancywilny = wolny)
then licznik: = licznik + 1

Niezmiennikiem petli jest tu
licznik = C(i)

gdzie C(i) jest liczba elementéw podzbioru a, ... a;, bedacych kobietami stanu

wolnego.
W innym wariancie powyZszego fragmentu programu korzysta si¢ z kon-
strukcji zwane; instrukcja wiazaca with:

for i:= 1 to N do

with ali] do (1.23)
if (ple¢ = kobieta) ~ (siancywilny = wolny) then

licznik:= licznik + 1
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Konstrukcja with r do s oznacza, 7€ mozna uzywaé nazw selektorow z typu
zmiennej r bez poprzedzenia ich nazwa zmiennej, poniewaz wiadomo, ze beda sig
do niej odnosity. Uzycie instrukcji with skraca wigc tekst programu, jak réwniez
zapobiega wielokrotnemu obliczaniu od nowa skladowej indeksowanej ali].

W nastepnym przykladzie zalozymy. ze (byé moze w celu szybszego
wyszukiwania) pewne grupy 0séb w tablicy a sa ze soba w pewien spos6b
powiazane. Informacja wiazaca jest reprezentowana przez dodatkowa skladowa
rekordu Osoba, nazwana laczem (wiazaniem: ang. link). Lacza wiaza ze soba
rekordy w liniowy taficuch, tak ze mozna tatwo odszuka¢ poprzednika i nastgpnika
kazdej osoby. Interesujaca wiasnoécia tej metody wigzania jest to, ze taficuch moze
by¢ przegladany w obu kierunkach na podstawie tylko jednej liczby umieszczonej
w kazdym rekordzie. Ponize] przedstawiono funkcjonowanie tej metody.

Zalozmy, 7e indeksy trzech kolejnych elementow faricucha sa rowne I 15 igs
i, .. Warto$¢ lacza dla k-tego elementu wybiera si¢ jako i,y — i,_4. Prze-
gladajac ,,w przod” taficuch elementdw, i, ; okre§la si¢ na podstawie dwoch
aktualnych zmiennych indeksowanych x = i,y i y = i) jako
i, =x+alyl.tacze
a podczas przegladania .wstecz” i,_, okre§lone jest na podstawie X = i}
iy =i, jako
i1 = x — alyl.tacze
Przyktadem moze by¢ powiazanie ze soba W taficuchy wszystkich os6b tej samej
pici (zob. tabl. 1.2).

TABLICA 12

Tablica o elementach typu Osoba
Imig Ptec Facze
1 Karolina K 2
2 Krzysztof | M 2
3 Paulina K 5
4 Robert M 3
5 Janusz M 3
6 Jadwiga K 5
7 Ryszard M 3
8 Maria K 3
9 Anna K 1
10 Mateusz M 3

Strukture rekordu i strukture tablicy charakteryzuje wsplnie cecha ,,dostepu
swobodnego”. Rekord jest struktura bardziej ogélna w tym sensie, Ze nie ma tu
wymagania, aby wszystkie typy skiadowe byty identyczne. Jednakze stosowanie
tablicy zapewnia wigksza elastycznos¢, poniewaz selektory sktadowych tablicy
moga by¢é wartosciami obliczanymi w programie (reprezentowanymi przez
wyraZenia), podczas gdy selektory sktadowych rekordu sa sztywno ustalonymi
identyfikatorami wprowadzonymi w definicji odpowiedniego typu.
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1.8. Rekordy z wariantami

W praktyce okazuje si¢ zazwyczaj wygodne i naturaine traktowanie dwoch
typéw po prostu jako wariantow tego samego typu. Na przykiad typ Wspdlrzedne
mozna traktowaé jako sume dwéch wariantow, mianowicie W spoirzednych
kartezjafiskich i biegunowych, ktorych skladowymi sa odpowiednio (a) dwie
wielkosci liniowe i (b) wielkos¢ liniowa i katowa. W celu rozpoznania wariantu,
kt6ry aktualnie jest warto$cia zmiennej, wprowadza si¢ trzecia skiadowa zwang
wyréznikiem typu albo polem znacznikowym.

type Wspdtrzedne =
record case rodzaj: (kartezjariskie, biegunowe) of
kartezjariskie: (x, y: real);
biegunowe: (r: real; @: real)
end

W tym przypadku nazwa pola znacznikowego jest rodzaj, anazwy wspobirzednych
stanowia albo x 1 v — wartoScli wspotrzednych kartezjariskich, albo ri ¢ — wartoscl
wspéirzednych biegunowych.

Zbi6r wartosci typu Wspdtrzedne jest suma dwoch typow:

T, = (x, y: real)
T, = (r: real; ¢: real)

a jego moc jest suma mocy 7, 1 7.

Bardzo czesto jednak nie mamy do czynienia z dwoma catkowicie réznymi
typami, lecz raczej z typami © cZESCi0WO identvcznych sktadowych. Fakt ten
zadecydowal o nazwie takiego typu - rekord z wariantami (ang. variant record).
Przyktadem jest typ Osoba zdefimowany @ poprzedmm punkcie, w ktorym
informacje zapisywane w pliku zaleza od pic: oscby. Na przykiad dla mezczyzny
charakterystycznymi informacjam: mogz by< je20 waga oraz [o, czy jest brodaty,
podczas gdy dla kobiety informacjam: tym moga by¢ trzy charakterystyczne
wymiary figury (natomiast waga moze pozostac nienjawniona). Definicja takiego
typu wygladataby wigc nastgpujaco:

type Osoba =
record nazwisko, imie: alfa;
dataurodzenia: data;
stancywilny: (wolny, zonaty, ow dowiaty, rozwiedziony);
case ple¢:  (mezczyzna, kobieta) of
mezczyzna: (waga: real,
brodaty: Boolean);
kobieta: (wymiary: array [1..3] of integer)
end
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A oto jak wyglada ogélna postaé definicji rekordu z wariantami:

type T =
record s Tyl g alad o (1.24)
case s,: T, of
€1:01,1 Ty 53810 Ty )i
O 1 1L 5 38t Tm.n,,,)
end

Identyfikatory s, i 5;; sa nazwami skiadowych dla typéw T; i T}, a s, jest nazwa
wyrozniajacego pola znacznikowego o typie 7,. Stale ¢, ... ¢,, 0znaczaja wartosci
typu (skalarnego) T,. Zmienna x typu T zawiera skladowe

XSy XSy 0een Koy XS g5 0ees XeSp

wiedy i tylko wtedy, gdy (biezaca) wartoS¢ x.s, jest rowna c,. Sktadowe x.s,, ...,
x5, tworza czeS¢ wspélng m wariantow.

Wynika stad, ze uzycie selektora skladowej x.s,, (1 <h<n), gdy
x.s, # ¢, nalezy traktowac jako powazny blad programu, gdyz moze to prowadzié
do wielu paradoksalnych konsekwencji. Dla zdefiniowanego powyzej typu Osoba
moze to bowiem spowodowal np. zapytanie, czy pani jest brodata, lub (w
przypadku aktualizacji selektywnej) zadanie, aby taka byta.

Jak wida¢, rekordy z wariantami wymagaja niezwykle uwaznego pro-
gramowania. Odpowiednie operacje na poszczegélnych wariantach najlepiej
grupowa¢ w instrukcje wybiércza, tzw. instrukcje wyboru, ktérej struktura
odzwierciedla strukture definicji rekordu z wariantami.

case x.s, of
£y.0941
Cai 834 (1.25)
CHI:S

m

end

S, zastepuje instrukcje obowiazujaca dla przypadku, kiedy x przyjmuje postac
wariantu k, tzn. jest ono wybierane do wykonania wtedy i tylko wtedy, gdy pole
znacznikowe x.s, ma wartos¢ ;. W konsekwencji mozna dosy¢ tatwo nie dopuscié
do niepoprawnego uzycia nazw selektoréw, sprawdzajac, czy kazde S, zawiera co
najwyzej selektory

ERpuvnai X80y
oraz

X815 -os XeSg
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Przytoczony ponizej fragment programu ma za zadanie obliczenie odlegto$ci
miedzy punktami A i B zadanymi w postaci zmiennych a i b typu Wspdtrzedne,
bedacego rekordem z wariantami. Procedura obliczer jest odpowiednio odmienna
dla kazdej z czterech mozliwych kombinaciji okre§lania zmiennych za pomoca
wspotrzednych kartezjafskich lub biegunowych (zob. rys. 1.4).

yll

a.r

ayp ;S| RYSUNEK 1.4

i b.
b.p i _’L Wspolrzedne kartezjaiskie i biegunowe

case a.rodzaj of
kartezjariskie: case b.rodzaj of
kartezjariskie: d:= sqri(sqr(a.x — b. x) + sgr(a.y — b.y));
biegunowe: d:= sqri(sqr(a.x — b.r xcos(b.p))
+ sqr(a.y — b.r xsin(b.@)))
end;
biegunowe:  case b.rodzaj of
kartezjariskie: d-= sqri(sqria.r *sin(a.p)—b. x)
+sgr(a.r *cos(a.@) — b.y));
biegunowe: d:= sqri(sqria.r) + sqr(b.r)
_2xar=b.r=cos(a.¢-b.¢))
end
end

1.9. Zbiory

Trzecia podstawowa struktura danych — oprécz tablicy i rekordu — jest
struktura zbioru (ang. set structure). Definiuje si¢ ja za pomoca deklaracji
o podanej ponizej postaci:

type T =set of T, (1.26)

Wartoéciami zmiennej x typu T sa zbiory elementéw typu T,. Zbior wszystkich
mozliwych podzbiorow elementow T, nazywa si¢ zbiorem pot¢gowym T,
W zwiazku z tym typ T stanowi zbiér potggowy swego typu podstawowego T,
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PRZYKLADY

type zbiércatk = set of 0. 30
type zbidrznakéw = set of char
type stantasmy = set of wyjatek
O

Podstawe dla drugiego przyktadu stanowi standardowy zbi6r znakow oznaczony
typem char; podstawa dla trzeciego przykladu jest zbior warunkow wyjatkowych,
ktéry mozna zdefiniowac jako typ skalamny

type wyjatek = (niezatadowana, reczna, parzystosc, skos)

opisujacy rézne stany wyjatkowe, w jakich moze si¢ znajdowac stacja taSm
magnetycznych. Dla danych zmiennych

zc : zhidrcalk
zz : zbidrznakow
t : array [1..6] of stantasmy

mozna wykona¢ przypisania dla poszczegblnych wartosci typu zbiorowego, np.*

=1, 4,9, 16, 25]

=+, "=""% "/
t[3]:= [recznal

t[5]:=11

t[6]: = [niezatadowana. . skos)

Warto§¢ przypisania zmiennej (3] stanowi zbi6r jednoelementowy zawierajacy
pojedynczy element reczna; zmiennej t[5] jest przypisany zbior pusty, co 0znacza,
7e piata stacja taSm zostata przywrécona do stanu normalnej pracy (nie
wyjatkowego), natomiast zmiennej 1[6] przypisano zbior ziozony z wszystkich
czterech stanow wyjatkowych.

Moc typu zbiorowego T jest okreslona wzorem

moc(T) = 2™ (T (1.27)

Wzér ten wynika bezposrednio z faktu, ze kazdy z elementéw T, musi by
reprezentowany przez jedna z dwoch wartosci: ,.jest” lub ,,nie ma” oraz stad, ze
wszystkie elementy sa wzajemnie niezalezne. Dla efektywnej 1 ekonomicznej
realizacji jest istotne, aby typ podstawowy byt nie tylko skoficzony, ale aby jego
moc byta stosunkowo niewielka.

% W przeciwiedstwie do ogélnie przyjgtej notacji do oznaczania zbioréw stosujemy nawiasy
kwadratowe zamiast klamrowych. Nawiasy klamrowe rezerwujemy do oznaczania komentarzy
w programach.
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Na wszystkich typach zbiorowych sa okreslone nastepujace operatory
elementarne:

*

przecigcie zbioréw
-+ suma zbiorow

— rdznica zbiorow

in nalezenie do zbioru

Konstruowanie przecigcia (iloczynu) i sumy zbioréw nazywa sig tez czesto,
odpowiednio, mnozeniem i dodawaniem zbioréw; zgodnie z ta analogia okresla
sie tez priorytety operatorow zbiorowych: najwigkszy priorytet otrzymuje
operator przecigcia zbioréw, nastepnie — operator sumy i réznicy, najmniejszy zas
priorytet — operator nalezenia do zbioru, klasyfikowany na rowni z operatorami
relacyjnymi. Ponizej podano przyktady wyrazefi zbiorowych 1 ich odpowied-
nikéw z nawiasami:

ris+t=(r*s)+1
r—s*t=r—(5*I)
r—s+t=(r—s)+t
xins+t=xin (s +1)

Naszym pierwszym przykiadem na zastosowanie struktury zbioru jest program
prostego analizatora leksykalnego dla pewnego translatora. Bedziemy zakladali,
7e zadaniem analizatora leksykalnego jest przettumaczenie ciagu znak6éw na ciag
jednostek tekstowych tlumaczonezo je7yka. tj. atoméw leksykalnych (lek-
sem6w), zwanych tu symbolami. Analizator Ieksykalny powinien by¢ procedura,
ktéra przy kazdym wywolaniu wczyime powna liczbe znakéw wejsciowych,
potrzebnych do wygenerowania nasicpns

podajemy szczegétowo zasady thumaczeniz

e

4]

symbolu wyjéciowego. Ponizej

(1) Zbiér symboli wyjsciowych zawiera takae clementy . jak identyfikator, liczba,
mniejszyrowny, wigkszyrowny, stajesi¢ 1 mne. GCpowiadajace roznym poje-

dynczym znakom, takim jak +, —. = %<

(2) Symbol identyfikator generuje si¢ po przeczyianiu ciagu liter i cyfr,
zaczynajacego si¢ od litery.
(3) Symbol liczba generuje si¢ po przeczytaniu ciagu cyfr.

(4) Symbole mniejszyrowny, wigkszyrowny 1 stajesi¢ generuje si¢ odpowiednio

po przeczytaniu nastgpujacych par znakow: <=, > =, i=.
(5) Odstepy i symbole kofica wiersza sa opuszczane.

Mamy do dyspozycji prosta procedure czyraj(x), ktéra pobiera kolejny znak
z ciagu wejsciowego i przypisuje go zmiennej x. Wynikowy symbol wyjSciowy
jest przypisany zmiennej globalnej o nazwie sym. Ponadto korzysta si¢ ze
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zmiennych globalnych id i licz, ktorych przeznaczenie wyniknie z analizy
programu 1.2, oraz ze zmiennej zn, reprezentujacej aktualnie analizowany znak
ciagu wejsciowego. S oznacza odwzorowanie ze zbioru znakéw w zbiér symboli,
tzn. jednowymiarowa tablice symboli, dla ktérej dziedzina indeksu sa wszystkie
znaki rézne od liter i cyfr. Uzycie zbioréw znakow ilustruje, w jaki sposob mozna
zaprogramowac analizator leksykalny niezaleznie od uporzadkowania znakow
w zadanym zbiorze znakow.

PROGRAM 1.2
Analizator leksykalny

var zn. char,
sym: symbol,;
licz: integer,
id: record
k: 0..maxk;
a: array [1..maxk] of char
end;
procedure analeks;
var znl : char;
begin {pomif spacje}
while zn = ' do read(zn);
if zn in (A"..'Z") then
with id do
begin sym: = identyfikator; k:= 0;
repeat if k < maxk then;
begin k:=k + 1; alk] = zn
end;
read(zn)
until 71 (zz in ['A"..'Z",'0"..'9'])
end else ;
if znin ('0’..'9") then
begin sym = liczha; licz:= 0;
repeat licz:= 10 * licz + ord(zn) — ord('0"):

read(zn)
until 7 (zn in ['0"..797])
end else
ifznin ['<’,”:','>") then
begin znl := zn, read(zn);
if zn =’ =" then
begin

if zn1 ='<' then sym:= mr else
if znl = '>’ then sym:= wr else sym:= stajesi¢;
read(zn)



43

1.9, ZBIORY
end
else sym:= S[znl]
end else

begin {inne symbole}
sym:= S|zn]; read(zn)
end
end {analeks}

Drugi przyktad ilustruje problem wiasciwego zaplanowania rozkiadu zajec.
Zalézmy, ze mamy M studentoéw, z ktérych kazdy wybrat pewna liczbe spo-
sr6d N wykladéw. Nalezy stworzy¢ taki rozklad zajec, aby nie dopuscic¢ do
powstania konfliktéw w przypadku zaplanowania réznych wyktadow w tym
samym czasie [1.1].

Ogblnie, konstrukcja rozktadu zaje¢ jest jednym z najtrudniejszych prob-
leméw kombinatorycznych, w ktérych decyzja jest uwarunkowana wieloma
czynnikami ograniczajacymi. W naszym przykladzie znacznie uproScimy to
zagadnienie, nie roszczac sobie pretensji do rozwiazania rzeczywistego rozktadu
zajec.

Przede wszystkim musimy sobie zdawaC sprawe z tego, ze W celu
odpowiedniego wybrania ,réwnolegtych” sesji mozemy korzystaé ze zbioru
danych utworzonego na podstawie rejestracji poszczeg6lnych studentéw, a mia-
nowicie z wyliczenia wykiadow, ktdre nie moga by¢ prowadzone jednoczesnie.
W zwiazku z tym programujemy najpierw proces redukcji danych, korzystajac
z ponizszych deklaracji oraz przy mujac. Ze studenci sa ponumerowani liczbami
catkowitymi od 1 do M, wykiady zas —od 1 do N.

type wykfad =1..N;
student = 1.. M,
wybdr = set of wyktad,
var s: wyklad,
i: student,
rejestracja: array [student] of wybor.
konflikt: array [wyktad) of wybor.

(1.28)

{Na podstawie rejestracji poszczegblnych studentéw okresl zbiér wyktadow
powodujacych konflikt}

for s:= 1 to N do konflike[s]: = 1.
for i:=1to M do
for s:=1to N do
if 5 in rejestracjali] then
konflikt[s): = konflikt[s] + rejestracjali]

(Zwréémy uwage, Ze s in konflikt [s] jest konsekwencja tego algorytmu).
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Gléwne zadanie polega teraz na stworzeniu rozktadu zaje¢, tzn. listy sesjl,
7 ktérych kazda jest zbiorem wyktadéw nie dajacym sytuacji konfliktowej.
7 calego zbioru wyktadow wybieramy odpowiednie, nie powodujace konfliktu
podzbiory wyktadow, dopoty odejmujac je od zmiennej zbiorowej 0O nazwie
reszta, dopoki ten zbior reszty wyktadéw nie stanie si¢ pusty.

var k: integer;
reszta, sesja: wybor;
rozkladzajec: array [1..N] of wybor,
k= 0: reszta:=[1 ..Nl;
while reszta #[ 1do
begin sesja:= kolejny dobry rozktad, (1.29)
reszta: = reszta— sesja;
k:=k + 1; rozktadzajec [k]:= sesja
end

W jaki sposOb tworzymy _kolejny dobry rozktad™? Na poczatek mozemy
wybraé¢ dowolny wyklad ze zbioru reszty wyktadow. Nastepnie wybor kolejnych
kandydatow moze byC ograniczony do tych wyktadow z reszty, ktore nie daja
konfliktu z wyktadami wybranymi poczatkowo. 7bi6r ten 0znaczono w programie
identyfikatorem zbidrprobny. Rozwazajac kandydature konkretnego wykladu
ze zbioru prébnego, widac, 7€ jego wybor zalezy od tego, czy przecigcie zbioru
wyktadow juz wybranych ze zbiorem konfliktowym dla tego kandydata jest
puste. Rozwazania te prowadza do nastgpujacego rozwiniecia instrukcji
.sesja:= kolejny dobry rozktad™:

var s, t: wyktad,
zbiérprébny : wybor;

begin s:= 1;
while 71 (s in reszta) do s:= 5 +
sesja:= [s]; zbidrprobny = reszta — konflikt[s]; (1.30)

for t:=1to N do
if ¢ in zbidrprdbny then
begin if konflikt[t] * sesja =[ ] then
sesja:= sesja + [1]
end
end

Oczywicie przedstawione rozwiazanie znajdowania dobrych rozktadow” sesji
nie wygeneruje rozktadu zajeé, ktory byiby optymalny w jakimkolwiek sensie.
W krafcowych przypadkach moze dojé¢ do tego, ze liczba sesji bedzie rowna
liczbie wyktadéw, nawet jesli byloby mozliwe zn alezienie bardziej optymalnych
rozwiazan.
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TABLICA 1.3
Podstawowe struktury danych
; Dostep do Typ
Struktura Deklaracja Selektor skiadowych | skiadowych Moc
(i Selektor z Wszystkie
Tablica | a: array [[] of T, ioe obliczanym | jednakowe | moe (Ty)me?
(iel) : .
indeksem i | (T)
IR “:1;' ity Selektor z :
L5 Y 2 LR - e 'l

Rekord o BTN S s Moga by¢ | [] moc(T,)

nazwa rdzne oy
Sn: T sktadowej s [
end : o [
Test przy-
nalezno§ci | Wszystkie
. AR S : jednak moctT

Zhior s:set of Ty nie istnieje za pomocy | jednakowe 2=t
operatora (typu ska-
relacyjnego | larnego T;)
in

1.10. Reprezentacja tablic, rekordéw i zbioréw

Istota stosowania pojec abstrakcyjnych w programowaniu polega na tym,

ze programy mozna ukiadac. sumied 1 sprawdzaé na podstawie praw rzadzacych
tymi pojeciami, bez koniecznosc oow otvwania sie do wiedzy o tym, jak te po-
jecia sg realizowane i reprezentowanc = konkretnej maszynie cyfrowej. Niemniej
jednak znajomoS§¢ szeroko stosowITCE metod reprezentowania podstawo-
wych poje¢ programowania, takich jas sty danych. moze by¢ bardzo cenna
dla programisty. Umozliwi mu ona pomziccic wiss—is vch decyzji przy ukla-
daniu programu i wyborze danych, uwarumiowanycn T tylko abstrakcyjnymi
whasciwoéciami tych struktur, lecz rommics won reazaas W dostgpnych ma-

= = rEF
-

szynach cyfrowych przy uwzglednienic wcs s2os
niczen.

Problem reprezentacji danych polega na
abstrakcyjnych na pamigl maszyny. Pamicé komputera jest — W plerwszym
przyblizeniu — wektorem pojedynczych komdrek pamigcl, zwanych stowami.
Indeksy stow zwane sa adresami.

=zieniu odwzorowania struktur

var pamieé: array [adres] of stowoe (1.31)

Moce typ6w adres i stowo sa rozmaite dla rozny ch komputeréw. Specjalnym
zagadnieniem jest zmienno$C mocy typu stowo. Jego logarytm nazywa Si¢
dtugoscia stowa — jest to liczba bitéw, z ktérych skiada si¢ jedna komorka
pamigci.
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1.10.1. Reprezentacja tablic

Reprezentacja tablicy jest pewnym odwzorowaniem tablicy (abstrakcyj-
nej) o skladowych typu T na pamie¢ bedaca wektorem o sktadowych typu
stowo.

Tablica powinna by¢ odwzorowana w ten sposéb, aby obliczanie adreséw
sktadowych byto mozliwie najprostsze, a wigc najbardziej ekonomiczne. Adres,
czyli indeks / pamigci dla j-tej sktadowej, oblicza si¢ za pomoca funkcji liniowej

i=iy+j*s (1.32)

gdzie i, jest adresem pierwszej sktadowej, s zas$ jest liczba stéw ,,zajmowanych”
przez kazdg sktadowa. Poniewaz stowo jest z definicji najmniejsza, bezposrednio
dostepna jednostka pamigci, wysoce pozadane jest, aby s bylo liczba catkowita (w
najprostszym przypadku s = 1). Jesli s nie jest liczba catkowita (a jest to normalna
sytuacja), to s zaokragla si¢ zwykle w gére do najblizszej liczby catkowitej [s1.
Kazda skladowa tablicy zajmuje wtedy [s1stow, gdzie [s1-s pozostaje nieuzywa-
ne (zob. rys. 1.5 i 1.6). Zaokraglanie w gére liczby stow jednej skladowej nazywa

Pamiec
N
L---/ Liliegeaedaraad Tablica
\\‘\\\\ \\\Q\\\\ abstrakcyjna
o8 O

V77777777

LLLhLLL LY o oo o

RYSUNEK 1.5
Odwzorowanie tablicy na pamieé

77 &%
Y, RYSUNEK 16

Reprezentacja dopelnieniowa elementu tab-
" Nieuzywane licy

si¢ dopelnianiem (ang. padding). Wsp6iczynnik wykorzystania pamieci u jest to
stosunek minimalne;j liczby stéw pamigci potrzebnych do reprezentacii struktury
do liczby stéw pamiegci rzeczywiscie uzytych:

58
U=— = (1.33)

Z jednej strony, tworca translatora bedzie dazyt do tego, aby wspétczynnik
wykorzystania pamigci byl mozliwie najblizszy jednosci; z drugiej strony
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jednakze, uzyskanie dostepu do fragmentéw stowa jest klopotliwe i stosunkowo
nieefektywne. W zwiazku z tym niezbedne jest tu przyjecie rozwigzania
kompromisowego. Rozwazy¢ trzeba nastgpujace aspekty tego zagadnienia.

(1) Dopetnianie zmniejsza wykorzystanie pamigci.

(2) Rezygnacja dopelniania stwarza konieczno$§é przyjecia nieefektywnej
metody dostepu do czesci stowa.

(3) Zastosowanie dosigpu do czesci stowa zwigksza dhugo$¢ programu wyniko-
wego (przettumaczonego programu), €O niweczy 0szczgdnosc: uzyskane
przez rezygnacje z dopetniania.

W rzeczywistosci aspekty 213 przewazaja na korzysC automatycznego stosowa-
nia dopetniania. Trzeba pamigtac, Ze wspbtczynnik wykorzystania pamigci bedzie
zawsze u > 0,5, jeslis > 0.5 Jednakze, jezelis < 0,5,to wsp6tczynnik wykorzy-
stania pamigci mozna znacznie swickszyé dzigki umieszczaniu W kazdym stowie
wiecej niz jednej sktadowe; tablicy. Metodeg t¢ nazywa sic upakowywaniem (ang.
packing). Jezeli w jednym stowie upakuje sig n sktadowych tablicy, wspotczynnik
wykorzystania pamigci (z0b. 1¥s. 1.7) wynosi

n-s
“Tinesl (1.34)
[ ‘ l | | I TZLFMDNHme
RYSUNEK 1.7

Upakowanie szesciu sktadowych w jednym slowie

Dostep do i-tej sktadowe] tablicy upakowanej wiaze si¢ obliczeniem adresu
stowa j, pod ktérym jest umieszczona zadana sktadowa, oraz pozycji sktadowe;j
k w stowie.
j=idivn
k=imodn=1i—j*n (1.35)

W wickszosci jezykow programowania nie pozostawia si¢ programiscie
mozliwosci sterowania reprezentacja abstrakcyjnych struktur danych. Jednakze
powinna istnie< mozliwo§é przekazania translatorowi informaciji, e upakowanie
byloby pozadane przynajmniej W tych przypadkach, w ktorych wigcej niz jedna
sktadowa zmiesci si¢ w catoSci w pojedynczym stowie, tzn. wtedy, gdy mozliwy
do uzyskania stopien oszczednoéei pamieci przekracza liczbe 2. Wprowadzamy
wiec konwencje. ze zadanie upakowania bedzie oznaczane poprzedzeniem
symbolu array (badZ rekord) w deklaracji symbolem packed.

PRZYKLAD
type alfa = packed array [1..n] of char
i
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Mozliwosc ta jest szczeg6lnie przydatna w przypadku maszyn o dtugich stowach
i stosunkowo wygodnej metodzie dostgpu do fragmentow stowa. Istotna cecha
przedrostka packed jest to, ze W zadnej mierze nie zmienia on znaczenia
(i poprawnoSci) programu. Oznacza (o, 7e mozna latwo wskazaé wybor
reprezentacji, bez jakiegokolwiek wplywu na zmiang znaczenia programu.
Koszt dostgpu do poszczegdlnych skladowych tablicy mozna czgstokroC
w duzym stopniu zredukowac, jesli cata tablica jest rozpakowana (lub spakowana)
od razu. W tych przypadkach mozna efektywnie przeglada¢ sekwencyjnie catg
tablice bez potrzeby obliczania wartosci funkcji rozmieszczenia dla kazdej
sktadowej. Zakladaé wiec bedziemy istnienie dwoch zdefiniowanych ponizej
standardowych procedur pack i unpack. Zat6zmy, ze dane sg dwie zmienne:

w:arrayla..d] of T
p:packed array |b..c] of T

gdzie a < b < ¢ < d sa tego samego typu skalarnego. Wowczas

pack(u, i, p), (@a<i<b—c+d (1.36)
jest rbwnowazne z

plli=ulj+i—bl, j=b..c

natomiast

unpack(p, u, i), (@a<i<b—c+4d (1.37)
jest rownowazne z

ulj + i — bl:=pljl, Jo=buc

1.10.2. Reprezentacja rekordow

Odwzorowanie rekordow na pamig maszyny (przydzielenie pamigci)
dokonuje si¢ przez proste rozmieszczenie jedna za druga kolejnych sktadowych
rekordéw. Adres sktadowej (pola) r; wzgledem adresu poczatku rekordu r zwany
jest adresem wzglednym (ang. offset address) oznaczanym tu przez k;. Oblicza
sie go jako
k= # 8y + o + 812 (1.38)

gdzie s; jest diugoscig (W stowach) j-tej sktadowej. W przypadku tablicy
(wszystkie sktadowe tego samego typu) otrzymujemy

§=8;=.. =5,
a zatem

ki=sp ity = E— 1)
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Ogolnos¢ struktury rekordu uniemozliwia zastosowanie tak prostej liniowej
funkcji obliczania adresu wzglednego. To wlasnie bylo przyczyna zadania, aby
skladowe rekordu byly wybierane tylko przez ustalone identy fikatory (selektory).
Odpowiednie adresy wzgledne sa wtedy znane podczas translacji. Powszechnie
znana jest wynikajaca stad wigksza efektywno$¢ dostepu do pol rekordu.

Jesli wiecej niz jedna sktadowa miesci sig catkowicie w jednym stowie
pamieci, to znéw mamy do czynienia z zagadnieniem upakowyw ania (zob. rys.
1.8). Zadanie zastosowania upakowywania zaznacza sie w programie, poprze-

s1

s2 ] s3 |7//' \
6 [s71] 8 777777

dzajac w deklaracji symbol record symbolem packed. Poniewaz adresy wzgledne
oblicza translator, moze on réwniez okresli¢ adres wzgledny sktadowej w ramach
stowa. Oznacza to, 7e w wielu maszynach cyfrowych upakowywanie rekordow
wiaze sie z duzo mniejsza strata efektywnosci dostepu do pamigci niz w przypad-
ku upakowywania tablic.

Dopeinienie

RYSUNEK 1.8
Reprezentacja upakowanego rekordu

1.10.3. Reprezentacja zbiorow

Zbiér s wygodnie jest reprezeniowac W pamigd komputera za posrednict-
wem jego funkcji charakterystycznej Cis. Jest to wektor wartosci logicznych,
ktorego i-ta skladowa okresla wysicpowanic badZ brak wartosci i w zbiorze.
Rozmiar tego wektora jest okreslony moca hypu.

C(s;) = (i in s) (1.39)
Na przykiad zbiér matych liczb catkowitych

s=1[l1, 4, 8, 9]

jest reprezentowany przez ciag wartosci logicznych F (falsz) i T (prawda):
Cs)=@FTFFTFFETT)

jesli typem podstawowym zbioru s jest 0..9. W pamigci komputera sekwencja
warto$ci logicznych jest reprezentowana przez (Zw. ciag bitéow (zob. rys. 1.9).

sflotoo100011 %
RYSUNEK 1.9
049 & . 9 Reprezentacja zbioru jako ciagu bitow
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Reprezentacja zbioru przez jego funkcje charakterystyczna ma te zalete, ze
operacje obliczania sumy, przecigcia i roznicy dwoch zbioréw mozna zrealizowac
w maszynie cyfrowej jako elementarne operacje logiczne. Ponizsze tozsamosci,
obowiazujace dla wszystkich elementow i typu podstawowego zbioréw x i y,
odzwierciedlaja odpowiednio$ci migdzy operacjami logicznymi a operacjami na

zbiorach:

iin(x+y)=@inx) Vv (@ iny)

iin(x * y)=(@in x) A (i iny) (1.40)
jin(x —y)=(in x) A1 (I iny)

Takie operacje logiczne wystgpuja we wszystkich maszynach cyfrowych,
a ponadto dzialaja jednoczesnie na wszystkich odpowiadajacych sobie elemen-
tach (bitach) stowa. Okazuje si¢ wiec, Ze aby mozna byto efektywnie zrealizowad
podstawowy zbior operaciji, zbiory musza by¢ rozmieszczone w niewielkiej, stalej
liczbie stéw pamieci, na ktérych mozna wykonywa¢ nie tylko podstawowe
operacje logiczne, lecz réwniez operacje cyklicznego przesuwania bitéw. Spraw-
dzenie, czy element nalezy do zbioru, realizuje si¢ za pomoca jednej operacji
przesunigcia, a nastgpnie operacji badania bitu (bitu znaku). W rezultacie
sprawdzenie, czy jest spetnione

x 00 [eg €35 s Gl

mozna zrealizowaé znacznie oszczednie], anizeli obliczajac wartoS¢ przytoczo-
nego ponizej wyrazenia boolowskiego

(x=cl)v(x:cz)\/...v(x=c,,)

Z powyzszych rozwazan wynika wniosek, ze strukture zbioru powinno si¢
stosowa jedynie dla niewielkich typow podstawowych. Gérna granica mocy typu
podstawowego, gwarantujaca stosunkowo oszczedna realizacje tej struktury,
zalezy od wielkosci stowa w dostepnej maszynie; tak wiec komputery o duzej
dtugosci stowa sa pod tym wzgledem wygodniejsze. Jezeli dtugos¢ stowa jest
niewielka, mozna przyja¢ reprezentacje, W ktorej stosuje si¢ kilka siow dla
jednego zbioru.

1.11. Plik sekwencyjny

Omawiane dotychczas struktury danych, a mianowicie tablice, rekordy
i zbiory — charakteryzuje wspélna cecha, jaka jest skoficzono$¢ mocy (zaktadajac,
7e moce typ6w sktadowych sa skoriczone). Reprezentacja takich danych w pamig-
ci maszyny cyfrowej nie sprawia specjalnych kiopotow.

Wiekszo§¢ tzw. struktur ztozonych — ciagi, drzewa, grafy itd. — charaktery-
zuje moc nieskoficzona. Fakt ten ma glebokie znaczenie i pociaga za sobg wazne
konsekwencje praktyczne. Jako przyklad rozwazmy nastepujaca strukture ciqgu.
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Ciag o typie podstawowym T, jest to bad7 ciag pusty. badZz konkatenacja
ciagu (o typie podstawowym T) z wartoscia typu 7.

Typ o strukturze ciagu T skiada si¢ wiec z nieskonczonej liczby wartoSci.
Kazda warto§é zawiera skoficzona liczbe sktadowych typu 7. lecz liczba ta jest
nieograniczona, tzn. dla kazdego takiego ciagu mozna skonstruowac ciag od niego

dtuzszy.

Podobne rozwazania stosuje si¢ do wszystkich mnycs ziozonvch struktur
danych. Pierwszym wnioskiem wynikajacym z tych rozwazan jest faki, Ze
wielko§¢ pamieci niezbgdna do pomieszczenia warlosci ZIoZoncgs fypu struk-

turalnego nie jest znana podczas translacji; w rzeczywistosci moze si¢ ona
zmieniaé w trakcie wykonania programu. Powstaje kwesta zorgamizowania
pewnego schematu dynamicznego przydzielania pamieci. w kiorym pamiec jest
pobierana wtedy, gdy odpowiednie wartosci wzrastaia. | 7w alniana do mnych
potrzeb — gdy maleja. Oczywiste jest wiec, Ze problem rozmieszczenia struktur
ztozonych jest delikatny i trudny, a jego rozwiazani bedzie mialo ogromny
wplyw na efektywno$¢ wykorzystania pamigci. Wyboru odpowiedniego roz-
wiazania tego zagadnienia nalezy dokonal na podsiawie znajomo$ci pod-
stawowych operacji stosowanych na strukturze oraz czestosci ich wykonywania.
Poniewaz zadnej z takich informacji nie zna tworca rranslatora jezyka, rozsadne
jest zrezygnowanie z wprowadzenia w jezyku (4o ogolnego przeznaczenia)
struktur ztozonych. Podobnie programista powinien unikaé ich uzywania, jesli
dane zadanie mozna rozwiazaé przy zastosowaniu jedynie struktur podstawo-
wych.

W wiekszosci jezykéw omija sig¢ problem konieczno$ci opracowania
mechanizmu tworzenia struktur ztozonych (przy braku informacji o ich potencjal-
nym zastosowaniu), poniewaz wszystkie takie struktury sktadaja sie¢ badZ
, elementéw nieustrukturowanych, badZ ze struktur podstawowych. Dowolne
struktury moga wiec by¢ generowane jawnie za pomoca operacjl zdefiniowanych
przez programiste, jesli tylko istnieja mozliwosci dynamicznego przydzielania
pamieci dla elementéw tych struktur, ich dynamicznego taczenia oraz odwotywa-
nia sie do tych elementéw. Metody generowania i przetwarzania takich struktur s3
oméwione w rozdz. 4.

Istnieje jednak pewna struktura, ztozona w tym sensie, Ze jej moc jest
nieskoficzona, lecz uzywana tak szeroko i tak czgsto, ze konieczne wydaje si¢
wlaczenie jej do zbioru struktur podstawowych. Strukturg taka jest ciag (ang.
sequence). W celu przedstawienia abstrakcyjnego pojecia ciagu wprowadzimy
nastepujaca terminologie i notacje:

(1) < ) oznacza ciag pusty.
(2) <{x,> oznacza ciag skiadajacy si¢ z jednej sktadowej x, (ciag jednoelemen-

towy).
(3) Jeslix = (xq, s X0, ¥ = Y15 oomr y,> sa ciagami, to
x & y = {Xpy voes X V1o o0 V) (1.41)

jest konkatenacja ciagéw x 1 y.
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(4) Jesli x = {xy, ..., X,» jest ciagiem niepustym, to pierwszy(x) = x; (1.42)
oznacza pierwszy element ciagu x.

(5) Jesli x = {x,, ..., x,» jest ciagiem niepustym, to
reszta(x) = {Xyy oo X, (1.43)
jest ciagiem x bez jego pierwszej skfadowej. W rezultacie dosta-
jemy tozsamos§¢
{pierwszy(x)) & reszta(x)=x (1.44)

Wprowadzenie powyzszej notacji nie oznacza, ze bedzie ona stosowana
w programach dziatajacych w rzeczywistych komputerach. W gruncie rzeczy jest
pozadane, aby operacja konkatenacji nie byta stosowana w calej swej ogolnodci
oraz aby postugiwanie si¢ struktura ciagu ograniczalo si¢ do stosowania pewnego,
starannie wybranego zbioru operator6w, dobranych do pewnej dziedziny za-
stosowari, aczkolwiek zdefiniowanego na podstawie abstrakcyjnych pojec ciagu
i konkatenacji. Staranny wyb6r owego zbioru operatoréw umozliwia opracowanie
odpowiedniej, efektywnej metody rozmieszczenia ciag6w w pamigci; mechanizm
dynamicznego przydziatu pamieci bedzie wtedy wystarczajaco prosty, aby
programista nie musial troszczy¢ si¢ o jego szczegoly.

Aby zaznaczy¢, ze ciag wprowadzony jako podstawowa struktura danych
pozwala na stosowanie jedynie ograniczonego zbioru operatoréw, pozwalajacego
w istocie tylko na $ci§le sekwencyjny dostep do sktadowych, strukture tg zwie sig¢
plikiem sekwencyjnym (ang. sequential file) lub krotko plikiem (ang. file).
Analogicznie do definicji tablicy i zbioru, typ plikowy jest zdefiniowany formuta

type T = file of T, (1.45)

wyrazajaca, ze kazdy plik typu 7T skiada si¢ z 0 lub wigcej sktadowych typu 7,

PRZYKLADY

type text = file of char
type pakiet = file of card

O

Istota dostepu sekwencyjnego polega na tym, ze w kazdej chwili bezposrednio
dostepna jest tylko jedna konkretna sktadowa ciagu. Skladowa ta jest okreslona
przez biezaca (aktualna) pozycje (ang. current position) mechanizmu dostgpu.
Operatory plikowe moga zmieni¢ skladowa na nastepna sktadowa badZ na
pierwsza skladowa calego pliku. Formalnie przedstawiamy pozycje pliku,
zaktadajac, ze plik skiada si¢ z dwoch czgsci: czesci x; — na lewo od pozycji
biezacej oraz czgsci xp — na prawo od niej. Oczywiste jest, ze rownos¢

x=x; & xp (1.46)

wyraza relacje niezmiennicza.
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Nastepna, niezwykle wazna konsekwencja stosowania sekwencyjnej metody
dostepu jest to, Ze procesy konstruowania i przegladania ciagu sa istotnie
odmienne; nie moga zatem wystepowac na przemian w dowolne] kolejnosci. Jak
wida¢, plik konstruuje si¢, dofaczajac kolejne sktadowe (na koncu), nastgpnie za$
mozna go analizowa¢ za pomocg sekwencyjnego przegladania Plik bedzie wigc
znajdowat si¢ w jednym z dwoch stanéw: w stanie konstruowania (pisania) badz
w stanie przegladania (czytania).

Zaleta stosowania §ciSle sekwencyjnej metody dostgpu jest szczegdlnie
wyrazna wtedy, gdy pliki maja by¢ rozmieszczone w tzw. wtornych osrodkach
przechowywania danych, tzn. jesli wystepuja przestania miedzy roznymi osrod-
kami. Metoda sekwencyjnego dostepu jest jedyna, ktéra pozwala ukryc przed
programista zawito$ci mechanizmu stosowanego przy takich przesianiach.
W szczegdlnosci dozwala ona korzystac z prostych metod buforowania gwaran-
tujacych optymalne uzytkowanie zasob6w ztozonego systemu komputerowego.

Wirod wielu rodzajow osrodkéw przechowywania danych istnieja takie, dla
ktorych metoda dostepu sekwencyjnego jest w gruncie rzeczy jedyna mozliwa.
Z pewnodcig naleza do nich wszystkie rodzaje ta$m. Jednakze nawet na bebnach
magnetycznych i dyskach kazda Sciezka zapisu jest oSrodkiem zapewniajacym
jedynie dostep sekwencyiny Scigle sekwencyjna metoda dostepu jest charakterys-
tyczna dla wszystkich urzadzen o napedzie mechanicznym, a takze dla wielu
innych.

1.11.1. Elementarne operatory plikowe

Przystapimy teraz do sformufowania abstrakcyjnego pojecia dostepu sek-

wencyjnego za poSrednictwem zbioru konkreimycn elementarnych operatoréw

plikowych, ktére moze stosowaé programusia. 53 one zdefiniowane za pomoca
owania

aener

poje¢ ciagu i konkatenacji. S3 to operatory: miCjOWwania procesu g
pliku, inicjowania procesu przegladania. dolaczania skiadowej na koficu ciagu
oraz przejécia do przegladania nastepne) skiadowej ciagu. Dla dwéch ostatnich
operatorow przyjmuje sig, ze implicite dotycza pewnej pomocniczej zmiennej
reprezentujacej bufor. Zaktadamy, ze bufor taki jest automatycznie zwiazany
z kazda zmienna plikowa x i bedziemy go oznaczaé przez xT. Oczywiscie, jesli
x jest typu 7. to xT jest typu podstawowego T,

(1) Konstruowanie ciagu pustego. Operacja
(1.47)

rewrite(x)

zastepuje przypisanie
Fi=d 3

Operacja ta uzywana jest do powtornego zapisania biezacego x i zapoczat-
kowania procesu konstruowania nowego ciagu; operacji tej odpowiada
przewinigcie tasmy.



54 |. PODSTAWOWE STRUKTURY DANYCH

(2) Wydtuzenie ciggu. Operacja

put(x) (1.48)

zastepuje przypisanie

r=u8-{xTD

ktérego efektem jest dolaczenie wartoSci xT na koricu ciagu x.
(3) Zapoczatkowanie przegladania. Operacja

reset(x) (1.49)

odpowiada ciggowi przypisan

xpi=4 )
JCP =X
x]:= pierwszy(x)
Operacje te stosuje si¢ w celu zapoczatkowania procesu czytania ciagu.
(4) Przejscie do nastepnej sktadowej. Operacja

get(x) (1.50)

zastepuje ciag przypisan

x; = x;, & {pierwszy (xp))

Xp:= reszta(xp)

xT:= pierwszy(reszta(xp))

Nalezy pamigtac, ze funkcja pierwszy(s) jest zdefiniowana tylko wtedy, gdy

s# ).

Operatory rewrite i reset nie zaleza od pozycji pliku przed ich wykonaniem.
W kazdym przypadku wynikiem dzialania kazdego z tych operatorow jest

przesunigcie do poczatku pliku.
Podczas przegladania ciagu trzeba mie¢ mozliwos¢ rozpoznania korica

ciggu, w przeciwnym bowiem razie przypisanie
xT:= pierwszy(xp)

reprezentuje operacjg niezdefiniowana. Osiagniecie konca pliku jest rownoznacz-
ne ze spelnieniem warunku, ze czg$¢ prawa x, ciagu jest pusta. Wprowadzimy
wiec predykat

eof(x) =xp= > (1.51)

oznaczajacy, ze osiagni¢to koniec pliku. Warunkiem wykonania operacji get(x)
jest fatszywo$¢ predykatu eof(x).

Wszystkie operacje na plikach mozna w zasadzie zdefiniowa¢ za pomoca
tych czterech podstawowych operatoréw plikowych. W praktyce jednakze czgsto



1.11. PLIK SEKWENCYINY

taczy sig operacje przejécia do nastepne;j pozycji pliku (ger lub pur) z dostepem do
bufora. Podamy wigc dwie dalsze procedury; daja si¢ one wyrazi¢ za pomoca
operatoréw podstawowych: Niech v bedzie zmienna, e zas wyrazeniem O typie
réwnym typowi T, sktadowej pliku. Wowczas

read(x, v) bedzie rownoznaczne zZ
vi=x];  get(x)

podczas gdy

write(x, ) bedzie rOwnoznaczne Z
xli= @ put(x)

Zaleta wynikajaca ze stosowania read i write zamiast get i put polega nie tylko na
skréceniu zapisu, lecz réwniez na prostocie koncepcyjnej. Mozliwe jest bowiem
teraz ignorowanie istnienia zmiennej buforowej xT, ktorej wartosc jest czasami
niezdefiniowana. Zmienna buforowa moze by¢ jednak przydatna do celow
.przegladania z wyprzedzeniem”.

Wstepnymi warunkami wykonania obu tych procedur sa:

1 eof (x) dla read(x, v)
eof (x) dla write(x, €)

Podczas czytania predykat eofix) przyjmuje warto$¢ true natychmiast po
przeczytaniu ostatniego elementu pliku x Przytoczone poniZej dwa schematy
programéw dla sekwencyjnej konstrukcji 1 przetwarzania pliku x ilustruja

powyzsze rozwazania. Zdania R 1 cat p stanowia dodatkowe

parametry schematow.
Zapisywanie do pliku x:

rewrite(x);

while p do
begin R(v); write(x, v)
end

(1.52)

Odczytywanie z pliku x:

reset(x),

while 1 eofix) do (1.53)
begin read x. v .
end

Ly
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1.11.2. Pliki z podstrukturami

W wickszosci zastosowar duze pliki zawieraja pewne podstruktury we-
wnetrzne. Na przyktad, chociaz ksiazke mozna traktowac jako jeden ciag znakow,
dzieli si¢ ja na rozdziaty lub czesci. Celem takiego podziatu jest stworzenie
pewnych punktéw orientacyjnych, pewnych wspotrzednych, umozliwiajgcych
orientacje w dtugim ciagu informacji. Istniejace osrodki przechowywania da-
nych czesto daja pewne mozliwosci uzywania takich punktéw orientacyjnych
(np. znacznikéw na tasmach) i mozliwosci znajdowania ich z wigksza szybkoscia
niz przy przegladaniu sekwencyjnym wszystkich informacji migdzy tymi punk-
tami.

W naszym podejsciu naturalnym sposobem wprowadzenia podstruktur
pierwszego poziomu jest traktowanie takiego pliku jako ciagu sktadowych, kt6re
sa rowniez ciagami, czyli jako pliku plikow. Zakladajac, ze najnizsze (W sensie
poziomu) sktadowe sa typu U, podstruktury sa typu

T' = file of U
a caty plik jest typu
T =file of '

Jest oczywiste, Ze mozna w ten sposob skonstruowac plik o dowolnie glebokiej
hierarchii podstruktur. Typ 7, mozna ogélnie zdefiniowac rekurencyjnie:

Ty=U
T,=file of T, i=1,..,n

Tego rodzaju pliki czgsto nazywa si¢ plikami wielopoziomowymi, a sktadowa
typu T, — segmentem i-tego poziomu. Przyktad pliku wielopoziomowego stanowi
ksiazka, w ktorej kolejnym poziomom segmentacji odpowiadaja rozdziaty,
podrozdziaty, punkty i wiersze. Jednakze najczesciej spotykany jest przypadek
pliku z tylko jednym poziomem segmentacji.

Plik jednopoziomowy w Zadnym sensie nie jest identyczny z tablica plikow.
Przede wszystkim liczba segment6w jest zmienna i plik mozna rozszerzac tylkona
jego koficu. Stosujac wprowadzona notacje i przyjmujac nastgpujaca definicje
pliku:

x: file of file of U

powiemy, ze x] oznacza aktualnie dostgpny segment, x11 za$ aktualnie dostepna
skladowa jednostkowa. Odpowiednio put(x1) i get(x1) odwotuja si¢ do sktadowej
jednostkowej, a put(x) i get(x) oznaczaja operacje dolaczenia segmentu i przejscia
do nastgpnego segmentu.

Pliki segmentowane mozna fatwo rozmieszcza¢ we wszystkich sekwencyj-
nych osrodkach przechowywania danych, w tym réwniez na tasmach. Segmenta-
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cja nie zmienila pierwotnych cech pliku pozwalajacych jedynie na dostep
sekwencyjny zaréwno do pojedynczych sktadowych. jak i — prawdopodobnie
znacznie szybciej — do segmentow. Inne oérodki przechowywania danych, np.
bebny i dyski, sktadaja si¢ zazwyczaj z pewnej liczby sciezek, stanowiacych
osrodki sekwencyjne, jednak na og6t zbyt matych na to. aby pomiescic caly plik.
Pliki na dyskach sa w konsekwencji rozrzucone na kilku sciezkach i zawieraja
dodatkowe informacje sterujace taczace Sciezki w jeden ciag. Punkt startowy
kazdej Sciezki zawiera naturalny tatwo dostepny znacznik segmentu. Dostep do
takiego znacznika jest nawet bardziej bezposredni niz do znacznikow w osrodkach
w petni sekwencyjnych. W pamigci wewneirzne] mozna np. przechowywac
wektor adreséw poczatkéw segmentéw oraz fakiyczne diugosci segmentow
(zob. rys. 1.10).

l«— Tablica indeksow

RYSUNEK 1.10
Plik indeksowany o pigciu segmentach

Opisana powyzej struktura nosi nazwe plikn indeksowanego (zwanego
rowniez plikiem o dostepie bezposrednim) Orzamizacia bebnow i dyskow

dopuszcza zwykle wicle fizycznych znacznikéw ma sciezce, od ktérych mozna
zaczaé czytanie lub pisanie. W zwiazku z tym me o5 konieczne, aby kazdy
segment zajmowat petna Sciezke, co prowadziloby do mieefektywnego wykorzys-
tania pamieci w przypadku, gdy segmenty beda kroesze niz dhugodé Sciezki.
Obszar pamigci migdzy dwoma kolejnymi fizycamym rmacznikami zwany jest
segmentem fizycznym (lub sektorem) w odrézmieniz of segmentu logicznego.
bedacego znaczaca jednostka struktur danych programu W kazdym segmencie
fizycznym znajduje si¢ co najwyzej jeden segment logczny. a kazdy segment

logiczny zajmuje co najmniej jeden segment fizwczmy
Nalezy pamietaé, Ze pomimo nazywania takich plos
bezposrednim” $redni czas potrzebny na umIEIsCowIETE
oczekiwania) rowny jest polowie czasu pelnego oforoen chses

Operacja pisania dla plikow indeksowanych st rowmez wykonywana
sekwencyjnie na koficu pliku. W zwiazku z tym pliki mdeksowane s3 szczegblnie
uzyteczne w tych przypadkach, w ktérych wzgledme rzadko sa modyfikowane.
Zmian dokonuje sie, rozszerzajac plik badZ przepisuiac | jednoczesnie ak-
tualizujac caty plik. Przegladanie takiego pliku moze sic odbywaé duzo bardziej
selektywnie i szybciej dzieki zastosowaniu indeksowania. Jest to typowa sytuacja
dla tzw. bankéw danych.
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Systemy pozwalajace na selektywne zmienianie fragmentow ze $rodka pliku
sa zwykle skomplikowane, a postugiwanie si¢ nimi ryzykowne, poniewaz nowe
porcje informacji musza by¢ tej samej wielkoéci co — zastgpowane nimi — stare
porcje. Ponadto w zastosowaniach wymagajacych duzych ilosci danych stosowa-
nie aktualizacji selektywnej nie jest wskazane, gdyz w przypadku jakiegokolwiek
btedu — spowodowanego niepoprawnym programem czy tez awarig sprzgtu —dane
powinny by¢ w takim stanie, aby mozna byto powrécié i powtérzy¢ nie wykonany
proces. W zwiazku z powyZszym aktualizacja jest zwykle zorganizowana w ten
sposdb, ze stary plik zastepuje sie¢ nowym, zaktualizowanym, dopiero po
uprzednim sprawdzeniu, czy nowy plik jest poprawny. Z uwagi na potrzebg
aktualizacji organizacja sekwencyjna jest najlepsza z punktu widzenia niezawod-
noéci. Taka struktura powinna by¢ preferowana w stosunku do bardziej wy-
szukanych organizacji duzych zbioréw danych, ktore, cho¢ moga by¢ bardziej
efektywne, jednak wiaza si¢ z mozliwoscia utraty wszystkich danych w razie
awarii sprzetu.

1.11.3. Teksty

Pliki o sktadowych typu char odgrywaja szczegélnie istotna roleg w prze-
twarzaniu danych: stanowia pomost migdzy sprz¢tem liczacym a jego uzytkow-
nikami. Ciagi znakéw stanowia zarowno czytelny ciag wejsciowy zadany przez
programiste, jak i czytelny ciag wyjéciowy reprezentujacy wyniki obliczone
przez komputer. Tego rodzaju danym nalezy wigc nada¢ standardowa nazwe:

type text = file of char

Komunikacje miedzy procesem obliczeniowym a jego twodrca mozna
ostatecznie reprezentowaé jako dwa pliki tekstowe. Jeden z nich stanowi dane
wejéciowe (ang. input) do procesu obliczeniowego, drugi za$ dane wyjsciowe
(ang. output) — obliczone wyniki. Bedziemy przeto zaklada¢ istnienie we
wszystkich programach tych dwoch plikéw, zadeklarowanych jako

var input, output: text

Zgodnie z zalozeniem, Ze pliki te reprezentuja standardowe osrodki wejscia
i wyjécia systemu komputerowego (takie jak czytnik kart i drukarka), przyjmiemy,
7e plik wejsciowy (input) moze by¢ jedynie wczytywany, a plik wyjsciowy
(output) — wypisywany.

Poniewaz w wiekszoéci przypadkéw uzywa si¢ wspomnianych plikow
standardowych, zatozymy, ze jesli pierwszy parametr procedur read i write nie
jest zmienna plikowa, to domy$lnie przyjmuje sie, Ze jest nig odpowiednio input
badz output. Ponadto wprowadzimy konwencjg, ze obie te standardowe procedury
mozna zapisywaé z dowolna liczba parametrow. Sume wymienionych ustaleri
notacyjnych reprezentuja ponizsze zwiazki:
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read(x1, .... xn) zastepuje read(input, x1, ..., xn)
write(x1, ..., xn) zastepuje write(output, x1, ..., xn)
read(f, x1, ..., xn) zastgpuje

begin read(f, x1); ...; read(f, xn) end
write(f, x1, ..., xn) zastepuje
begin write(f, x1); ...; write(f, xn) end

Teksty sa typowymi przykiadami ciagéw majacych podstruktury. Jedno-
stkami podstruktury sa zwykle rozdzialy, podrozdzialty 1 wiersze. Czgsto
stosowana metoda reprezentowania tych podstruktur w plikach tekstowych sa
specjalne znaki rozdzielajace. Najbardziej znanym przykiadem takiego znaku jest
odstep (spacja); podobne symbole mozna stosowac do zaznac zenia konca wiersza,
podrozdziatu i rozdziatu. Na przyktad szeroko stosowany zbi6r znakéw ISO (a
takze jego amerykafiska wersja ASCII) zawiera wiele takich elementéw, zwanych
znakami sterujacymi (ang. control characters); zob. dodatek A.

W tej ksiazce powstrzymamy si¢ od stosowania specjalnych znakow
rozdzielajacych i definitywnego okreslenia metody reprezentowania podstruktur.
Tekst bedziemy natomiast traktowali jako ciag wierszy (kazdy wiersz jest ciggiem
znakéw). Ograniczymy réwniez rozwazania do jednego tylko poziomu podstruk-
tur, a mianowicie wierszy. Jednakze zamiast traktowania tekstu jako pliku plikow
znakéw drukarki bedziemy go traktowaé po prostu jako plik znakéw, ale
wprowadzimy dodatkowe operatory i predykaty stuzace do oznaczania i rozpo-
znawania wierszy. Ich dziatanie mozna najlatwiej zrozumie¢, jesli zatozy sie, ze
wiersze sa oddzielane (hipotetycznymi) separatorami (nie nalezacymi do typu
char), zadaniem za§ owych procedur i predykatow bedzie umieszczanie i r0zpo-
znawanie tych separatoréw. Dodatkowe operatory s4 nastgpujace:

writeln(f) Dolacz znacznik konca wiersza do pliku f.

readin(f) Przeskocz ciag znakow pliku 7 az do znaku wystepujacego bezpo-
§rednio po najblizszym znaczniku wiersza.

eoln(f) Funkcja boolowska; ma wartoic rrue, jesli aktualna pozycja pliku
wskazuje na seperator Wwisrszz. W przeciwnym razie — false.
(Bedziemy uwazali, ze jesh eoln(f) = true, to fT = spacja).

Obecnie sformutujemy schematy dwdch programGw pisania i czytania
tekstow, analogicznie do schematow ,pisania” 1 ..czytania” dowolnych plikow
[zob. (1.52) i (1.53)] W schematach tych zakiada sig istnienie pliku tekstowego
fi przywiazuje nalezyta uwage do tworzenia | rozpoznawania struktury wierszo-
wej. Niech R(x) oznacza instrukcje przypisania wartosci zmiennej x (typu char),
ktora jednoczesnie okre§la warunki p i g oznaczajace, odpowiednio, ,,jest to
ostatni znak wiersza” i ,,jest to ostatni znak pliku”. Niech U bedzie instrukcja
wykonywana przy wczytywaniu poczatku kazdego wiersza, S(x) instrukcja
wykonywana dla kazdego znaku x pliku f, V zas instrukcja wykonywana przy
koncu kazdego wiersza.
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Pisanie tekstu f:

rewrite(f);
while 71 ¢ do
begin
while 71 p do
begin R(x); write(f, x)
end;
writeln(f)
end

(1.54)

Czytanie tekstu f:

reset(f);
while 71 eof (f) do
begin U,
while 11 eoln(f) do (1.55)
begin read(f, x); S(x)
end;
V; readin(f)

end

W pewnych przypadkach struktura wierszowa nie niesie Zadnej szczeg6lnie
istotnej informacji. Nasze zatozenie o warto$ci zmiennej buforowej przy napotka-
niu znacznika wiersza [zob. definicje funkcji eoln(f)] umozliwia zastosowanie
w tych przypadkach prostego schematu programu. Nalezy pamigtac, ze zgodnie
7. definicja eoln koniec wiersza jest reprezentowany przez dodatkowy odstep.

while 11 eof (f) do (1.56)
begin read(f, x); S(x)
end

W wiekszosci jezykow programowania dopuszcza sie uzywanie argumentow
typu integer lub real w procedurach czytania i pisania. Rozszerzenie to staje si¢
oczywiste, je§li wartosci typéw integer i real zostana zdefiniowane jako tablice
snakéw o elementach oznaczajacych poszczegblne cyfry liczb. Tego rodzaju
definicje wystepuja zwlaszcza w jezykach Scisle przeznaczonych do zastosowan
ekonomicznych. W jezykach tych jest wymagana dziesigtna reprezentacja
wewnetrzna liczb. Wazna zaleta wprowadzenia typow integer i real jako
podstawowych jest to, ze szczegblowe okreslenia reprezentacji mogg by¢
opuszczone, a system liczacy moze stosowaé rozne (by¢ moze bardziej przydatne
dla swych celéw) reprezentacje liczb. W rzeczywisto§ci w systemach prze-
znaczonych do obliczen naukowych wybiera si¢ czgsto dwojkowa reprezentacje
liczb, z wielu wzgledow lepsza od reprezentacji dziesigtnej.
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Przy takim rozwiazaniu programista nie moze zakladac, ze liczby beda
czytane lub wypisywane w plikach tekstowych bez odpowiednich operacji
konwersji. Zazwyczaj operacje konwersji sa ukryte w instrukcjach czytania
i pisania z argumentami o typach liczbowych. Doswiadczony programista jest
jednak §wiadom faktu, ze takie instrukcje (zwane instrukcjami wejscia-wyjScia)

realizuja dwa rézne zadania: przekazanie danych micdzy dwoma osrodkami
przechowywania danych oraz transformacje reprezentacy danmych Druga z tych
funkcji moze by¢ stosunkowo ztozona i czasochionnz

W dalszej tresci tej ksiazki instrukcje czytamz @ pisamia © argumentach
liczbowych beda stosowane zgodnie z regulami obowiarziacym: W jezy ku Pascal.
Reguty te pozwalaja na pewien rodzaj definicji formars dia sterowania procesu
przesylania. Definicja formatu okresla liczbe Zadanvch cyfr w przypadku

instrukcji pisania. Owa liczba znak6w, zwana tez . wiclkoscia pola’, jest podana
bezposrednio za argumentem, mianowicie:

write(f, x:n)

Argument x ma by¢ zapisany w pliku f; jego wartosc et przeksztalcana na ciag
(co najmniej) n znakéw: jezeli trzeba, cyfry sa poprzeczone znakiem oraz
odpowiednia liczba spacji.

Dalsze szczeg6ly nie sa potrzebne do zrozumsemiz przykiadow programow
zamieszczonych w tej ksiazce. Jednakze przedstawimy przykiady dwoéch procedur
(programy 1.3 i 1.4) konwersji reprezentacji liczbowcn celu zobrazowania
kosztownej zlozonosci takich operacji, wbudowanycs zazwy czaj w standardowe
instrukcje pisania. Procedury te opisuja konwersye 2o rzeczywistych z postaci
dziesietnej na wybrana reprezentacj¢ WewneLrzna 1 na 0w ol (State w nagtéwku

sa okre§lone zgodnie z wiasciwosciami zmiennopozycynego wzorca liczb dla
maszyny cyfrowej CDC 6000: 11-bitowy wykiadnik dw

mantysa. Funkcja expo(x) oznacza wyktadnik liczos

g
5
O

orkowy 1 48-bitowa

PROGRAM 1.3*
Wezytaj liczbg rzeczywista

procedure readreal(var f: text; var x: real);
{czyta liczbe rzeczywistq x z pliku f}
{ponizsze stale sq zalezne od systemu}
const 148 = 281474976710656; { = 248
granica = 56294995342131; { = 48 div 5
z=27; { = ord('0")}
liml = 322; {najwickszy wyktadnik}
lim2 = —292; {najmniejszy wyktadnik}

* Wystepujaca w programach 1.3 i 1.4 funkcja boolowska odd przyjmuje warto§é true dla
nieparzystych wartosci swojego argumentu, a warto$¢ false w przeciwnym przypadku. — Przyp.
thum.
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type catkdod = 0..323;

var zn: char; y: real; a, I, e: integer;
s, ss: boolean; {znaki liczby}

function dzies(e: catkdod): real; { = 10*xxe, 0 < e < 322}
var i: integer; t. real;

begin i :=0; t:= 1.0;
repeat if odd(e) then

case [ of
0: t:= t*1.0E1;
1: t:=t*1.0E2;
2:t:=1tx1.0E4;
3:t:=t*1.0E8;
4:t:=t=1.0E16;
5: 1 :=t*1.0E32;
6: t := t*1.0E64;
7:-1:=1t%1.0E128;
8: t:=t*1.0E256
end;
ei=ediv2;ii=i+1
until ¢ = 0;
dzies ‘=1
end;
begin
{ pomiri spacje na poczqtku}
while T =" ' do get(f);
zn:=fT;
if zn:='—"'then
begin s : = true; get(f); zn i=f1
end else

begin s: = false
if zn = '+’ then
begin get(f); zn:=f1
end
end;
if 1 (znin ['0..79']) then
begin sygnal(POWINNA BYC CYFRA'); stop:
end,
a=0;e:=0;
repeat if a < granica then a:=10*a + ord(zn) — z else e:=e + 1;
get(f); zn:=f1
until 71 (zn in ['0'..'9']);
if zn ="’ then
begin {wczytaj czes¢ utamkoway get(f); zn:=f1;
while zn in ['0’.."9'] do
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begin if a < granica then
begin a:= 10*a + ord(zn) —z; e:=¢€ — 1
end ;
get(f); =11
end;
end ;
if zn = 'E’ then
begin {wczytaj czynnik skalujacy} get(f); zn:=f1;
j: =10
if zn ='—' then
begin ss = frue;
get(f)izn=f1
end else
begin ss:= false ; if zn ="+ then
begin ger(f); zn:=f1
end
end ;
while zn in ['0'..'9'] do
begin if i < granica then begin i:= 10*/ + ord(zn) — z end;
get(f); ni=f1
end;
ifssthene:=e —ielsee:=e+ i
end;
if e < lim2 then
begin a:=0; e:=0
end else
if e > lim1 then
begin sygna#('ZA DUZA LICZBA'); stop end ;
(0<a<2 *=49]
if @>148 then v = ((a+1) div 2)*2.0 else y:=a;
if s then y:= — .
if e <0 then x:= y/dzies( —e) else
if ¢ £ 0 then x:= y =dzesie) else x =y
while (f1 ="' ') A (T eof(f)) do ger(f):
end {readreal}

PROGRAM 1.4
Wypisz liczbe rzeczywista

.r.

procedure writereal(var f: text; X. real; n: intege
{wypisz n-znakowq liczbe rzeczywistq x wg dziesiginego wzorca zmienno-

pozycyjnego}
{ponizsze state zalezq od przyjetej reprezeniacji zmiennopozycyjnej liczb

rzeczywistych}
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const 148 = 281474976710656; {= 2%x48; 48 = wielko$¢ mantysy}
gi= 273 {ord('0")}
type catkdod = 0..323; {dopuszczalny zakres wyktadnika dziesigtnego}
var ¢, d, e, €0, el, e2, i: integer;
function dzies(e : catkdod): real, {10%xe, 0 <e <322}
var i: integer; t: real;
begin i:=0; t:=1.0;
repeat if odd(e) then

case i of
0:t:=1t*1.0El;
1:t:=1t%x1.0E2;
2:1:=1tx1.0E4;
3:t:=1t*1.0E8;
4:t:=tx1.0E16;
S;ri=1t+* 1.0E32;
6:1t:=tx 1.0E64;
7:t:=1t*1.0E128,;
8:1:=1tx*1.0E256
end;
e=ediv2;i:=i+1
until e = 0;
dzies: =t

end {dzies};
begin {potrzeba przynajmniej 10 znakow: b+9.9E+999}
if x=0 then
begin repeat write(f," '); n:= n—1
until n< 1,
write(f, '0")
end else
begin
if n<10 then n:=3 else n:=n—7,;
repeat write(f," ');n:i=n—1
until n<15;
{1<n<15, liczba drukowanych cyfr}
begin {test znaku, nastepnie obliczenie wyktadnika}
if x <0 then
begin write(f, '—'); x'= —x
end else write(f,"' '),
e:= expo(x); {e=entier(log2(abs(x)))}
if ¢=0 then
begin ¢:= e %77 div 256 + | ; x: = x/dzies(e);
if x> 1.0 then
begin x:= x/10.0; e:=e+1
end
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end else
begin e:= (e+1)* 77 div 256; x = dzies( —e) *x;
if x<0.1 then
begin x:= 10.0xx; e =¢— 1
end
end ;
{0.1<x<1.0}
case n of {zaokraglanie}
2z ixi= x4+ 08E—2;

3: x:=x+05E-3;
4: x:=x+05E—4,
5: x:=x+05E-5;
6: x:=x+05E—6;
7: x:=x+05E-7;
8: x:=x+035E—8;
9: x:=x+05E—-9;
10: x:=x+0.5E—10;
11: x:=x+05E—11;
12: x:=x4+0.5E—12;
13: x:=x+0.5E—13:
14: x:=x+035E— 14
15: x:=x+0.5E—15:
end;

if x>=1.0 then
begin x:= x*0.1; e:=e+1;
end;
c:= trunc(x, 48); {= trunc(x =(2*=42
c:=10xc; d:= c div 148;
write(f, chr(d+2), ".");
for i:= 2 to ndo
begin ¢:= (¢ —d *148) * 10; d:= ¢ div ==
write( f, chr(d+z))
end;
write(f, 'E); e:=e—1;
if ¢ <0 then
begin write(f, ' —'); e:= —e¢
end else write(f, '+ ');
el = e+205 div 2048; e2:=e—10=c!
e0:= el 205 div 2048; el :=el — 10U =0
write(f, chr(e0+z), chr(el +z), chrieZ +:
end
end
end {writereal|
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1.11.4. Program redagowania pliku

Przedstawione ponizej zadanie jest przykladem zastosowania struktur
sckwencyjnych. Przy okazji zaprezentowano metode budowania i objasniania
programu i jego ewolucji. Metode t¢ zwang stopniowym precyzowaniem (ang.
stepwise refinement) [1.4], [1.6] bedziemy réwniez stosowaé do objasniania wielu
algorytméw w dalszej treSci ksiazki.

Zadanie polega na zbudowaniu programu redagujacego dany tekst x i da-
jacego w wyniku tekst y. Redagowanie oznacza usuwanie pewnych wierszy
z tekstu Zrédlowego, wstawianie nowych lub zastgpowanie starych wierszy
nowymi. Redagowaniem zarzadza pewien ciag rozkazéw redagujgcych re-
prezentowany przez standardowy tekst input. Rozkazy te przyjmujq nastepujaca
postac:

W, m Wstawienie tekstu po m-tym wierszu.
U, m, n Usunigcie wierszy od m-tego do n-tego.
Z, m, n Zamiana wierszy od m-tego do n-tego.
K Koniec procesu redagowania.

Kazdy rozkaz jest wierszem standardowego pliku input, ktéry bedziemy nazywali
plikiem rozkazéw, m 1 n sg numerami wierszy, a wstawiany tekst powinien
wystgpowaé bezposrednio za rozkazem W badZ Z.

Rozkazy redagujace beda uszeregowane wedlug wzrastajacych numerdow
wierszy. Zasada ta sugeruje SciSle sekwencyjne przetwarzanie tekstu wejs-
ciowego x. Oczywiste jest, ze stan procesu jest okreslony biezacg pozycja x, czyli
numerem wiersza aktualnie analizowanego.

Zatézmy teraz, ze z programu redagujacego bedzie sig¢ korzystaé w trybie
interakcyjnym i ze plik rozkazoéw reprezentuje np. dane podawane z urzadzenia
koncowego. Przy takich zalozeniach jest wysoce pozadane, aby operator
urzadzenia koficowego otrzymywat pewne wtorne informacje zwrotne. Wiasciwa
i uzyteczna forma takiej informacji zwrotnej jest zawarto$¢ tego wiersza, do
ktorego doszedl proces w wyniku wykonanego rozkazu. Wiersz ten bedziemy
dalej nazywali wierszem biezacym (aktualnym; ang. current line). Waina
konsekwencja zasady, 7ze po kazdym rozkazie drukuje si¢ wiersz biezacy,
jest koniecznoS¢ reprezentowania go przez bezposrednio dostgpna zmienna.
Wiersz 6w wpisywany jest do tej zmiennej po wczytaniu go z pliku x, ale
przed wypisaniem do pliku y. Sposéb ten nazywa si¢ ,.czytaniem z wy-
przedzeniem” (ang. lookahead). Program redagujacy mozna teraz sformulowaé
nastepujgeo:

program redagujqcy (x, y, input, output);
var nwh: integer; {numer wiersza biezqcego}
wb: wiersz; {wiersz biezqcy}
X, y: text;



1.1, PLIK SEKWENCYINY 67

begin wezytaj rozkaz; (1.57)
repeat interpretuj rozkaz:
Wypisz wiersz;
wezytaj rozkaz
until rozkaz = 'K’
end.

Obecnie przystapimy do dokladnego okreslenia poszczegdlnych zdad
programu. Precyzujac instrukcje czytaj rozkaz i interpretuj rozkaz. zauwazmy,
7e rozkaz sklada sie zazwyczaj z trzech czedci: kodu rozkazu 1 dwoch para-
metréw. Wobec tego wprowadzimy trzy zmienne: kod, m oraz n zapewniajace
komunikacje migdzy odpowiednimi dwoma podprogramami realizujacymi te
instrukcje.

var kod, zn: char;
m, n. integer
Czytaj rozkaz:
read (kod. zn .
if zn = . then read(m, zn) else m := nwb; (1.58)
if zn = ', then read(n) else n 1= m;

Powyzsze sformutowanie obejmuic przypadki rozkazow o 0, 1 badZ 2 paramet-
rach, poniewaZz na brakujace paramein podstawia si¢ odpowiednie wartosci
domy§lne.

Interpretuj rozkaz:
przepisz;
if kod ='W’ then
begin schowajwiersz.
wstaw;
end else
if kod = 'U’ then pomis else (1.59)
if kod = 'Z' then
begin wstaw;
pomin,
end else
if kod = 'K' then przepiszreszte else Biad

W drugim kroku precyzowania opiszemy instrukcje przepisz, wstaw i pomin
uzyte w (1.59), stosujac operacje dziatajace na pojedynczych wierszach, tzn.
operacje pobierzwiersz i schowajwiersz. Wszystkie te instrukcje maja strukture
petli. Przepisz ma za zadanie przepisanie ciagu wierszy z pliku x do pliku y,
poczynajac od wiersza biczacego, a koficzac na m-tym. Pomiri czyta wiersze
z pliku x az do wiersza n-tego bez przepisywania ich do pliku y.
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Przepisz: while nwb <m do
begin schowajwiersz;
pobierzwiersz
end
Pomin: while nwb <n do pobierzwiersz,
Wstaw: wezytajwiersz;
while niekoniec do (1.60)
begin schowajwiersz; wezytajwiersz
end;
pobierzwiersz;
Przepiszwiersz: while 71 eof(x) do
begin schowajwiersz; pobierzwiersz
end;
schowajwiersz;

W trzecim i ostatnim kroku precyzowania opiszemy operacje pobierzwiersz,
schowajwiersz, wezytajwiersz i wypiszwiersz, korzystajac z operac ji dziatajacych
na pojedynczych znakach. Wprowadzone do tej pory operacje dziataja na catych
wierszach, przy czym nie czyniono Zadnych zatozefi odnoénie do szczegdtowe]
struktury pojedynczego wiersza. Wiemy, Ze wiersze sa ciggami znakow. Wydaje
sie potrzebne do dalszych rozwazaf zadeklarowanie zmiennej wb (zawierajace]
wiersz biezacy) w postaci

var wh: file of char

Nalezy jednak pamigta¢ o zasadzie, Ze nie powinno si¢ stosowac struktury
o nieskoriczonej mocy, jesli wystarczy zastosowac inna strukture podstawowa, np.
tablice. I rzeczywiscie, w naszym przypadku struktura tablicy jest zupeinie
wystarczajaca, jeSli ograniczymy dtugo§¢ wiersza do, powiedzmy, 80 znakOw.
Okres§limy zatem

var wh: array [1..80] of char

Wiazystkie cztery zdefiniowane ponizej podprogramy korzy stajg ze zmiennej
i jako indeksu tablicy wb, ktéra w rzeczywistosci jest stosowana lokalnie
i z powodzeniem mogtaby by¢ zadeklarowana lokalnie w kazdym podprogramie;
ponadto nalezy wprowadzi¢ zmienna globalna L, oznaczajaca dlugosé wiersza
biezacego.

Pobierzwiersz: i = 0; nwb := nwb+1,
while 71 eoln(x) do
begin i := i+ 1; read(x, wb[i])
end;
L := i; readin(x)
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Schowajwiersz: i =0,
while i <L do (1.61)
begin [ := i+ 1; write(y, whli])
end;
writeln(y)
Wezytajwiersz: i:=0;
while 71 eoln(input) do
begin i = i+ 1; read(wbli])
end:
readln
Wypiszwiersz: = 01 writel nwh);
while 1< L do
begin : =i+ 1. write(wbl[i])
end;
writeln

Warunek niekoniec w podprogramie wstaw {alwo teraz w yrazié¢ jako
L#0

Na tym zakoficzyliSmy opis konstruowania programu redagowania pliku.

Cwiczenia

1.1
Zalézmy, ze moce typéw standardowych integer, real i char sa odpowiednio réwne ¢y, Cr
i c.. Jakie sa moce nastepujacych typéw danych zdefiniowanych w przykladach tego
rozdziatu: pteé, Boolean, dzieiitygodnia, litera, cyfra, oficer, wiersz, alfa, zespolona, data.
osoba, wspotrzedne, zhicrznakow, stantasmy?

1.2
Jak mégiby$ reprezentowac zmienne typéw wymienionych w éwiczeniu 1.1:
(a) w pamieci Twojego komputera?
(b) w jezyku Fortran?
(¢) w Twoim ulubionym jezyku programowania?

1.3

Jakie sa ciagi instrukcji (Twojego komputera) realizujace:

(a) operacje zapisywania W pamigci i pobierania z pamigci clementow spakowanych
rekordéw i tablic?

(h) operacje na zbiorach wraz z testem nalezenia do zbiore

14
Czy jest mozliwe sprawdzenie podczas wykonania poprawnoscl stosowania rekordow

, wariantami? Czy jest to réwniez mozliwe podczas tramsiacy
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1.5
Jakie sa przyczyny definiowania niektorych zbioréw danych jako plikow sekwencyjnych,
a nie tablic?

1.6

Nalezy zrealizowaé pliki sekwencyjne zgodnie z definicja w p. 1.11, majac do dyspozycji
komputer o wielkiej pamieci wewnetrznej. Mozesz wprowadzié ograniczenie, ze pliki nie
przekrocza nigdy ustalonej dlugoSci L. W zwiazku z tym mozesz reprezentowal pliki
w postaci tablic.

Podaj sposéb realizacji tych plikéw, zawierajacy wybrana reprezentacje¢ danych i procedu-
ry dla elementarnych operatoréw plikowych get, put, reser i rewrite, korzystajac z definicji
aksjomatycznej w p. L.11.

1.7

Rozwiaz ¢wiczenie 1.6 dla przypadku plikéw segmentowanych.

1.8
Dany jest rozklad jazdy pociagéw na wielu liniach kolejowych. ZnajdZ reprezentacje
danych (w postaci tablic, rekordéw lub plikéw) pozwalajaca na okreSlenic czaséw
przyjazdu i odjazdu dla danej stacji i danego pociagu.

1.9
Dany jest tekst 7 w postaci pliku i dwie krétkie listy stow w postaci dwoch tablic A i B.
Przyjmijmy, Ze stowa sa tablicami znakéw o niewielkiej, stalej diugosci maksymalne;.
Napisz program przeksztatcajacy tekst T na tekst S przez zastapienie kazdego wystapienia
stowa A; odpowiadajacym mu slowem B,

1.10
Jakie zmiany — inne definicje statych itp. — sa konieczne w przypadku adaptacji programéw
1.3 i 1.4 do Twojego komputera?

1.11
Napisz procedure analogiczna do programu 1.4 o nagtéwku

procedure writereal(var f: text; x: real; n, m: integer);

Zadaniem procedury jest transformacja warto§ci x na ciag przynajmniej n znakow
(zapisywanych w pliku f) reprezentujacych warto$¢ w dziesietne] postaci statopozycyjnej
z m-cyfrowa czescia utamkowa. Jesli to konieczne, liczba ma by¢ poprzedzona odpowied-
nig liczba odstepéw i (lub) znakiem.

1.12
Zapisz algorytm redagowania pliku z p. 1.11.4 w postaci pelnego programu.

1.13
Poréwnaj trzy nastgpujace wersje przeszukiwania poléwkowego z programem 1.17. Ktére
7 tych trzech programéw sa poprawne? Ktére sa bardziej optymalne? Zaktadamy ponizsze
deklaracje i stata N> 0:

var [, J, k: integer,
a:array[l..N] of T
xar



I.11. PLIK SEKWENCYINY 71

PROGRAM A:
ii=1;j:=N;
repeat k := (i +7) div 2;
if a[k] <x then i :=k else ; = k
until (alk]=x) Vv (i=])

PROGRAM B:
i=1Lj=N
repeat k = (i+)) div 2
if x<a[k] then j:=k—1;
if alk]<x theni:=k+1

until i >j
PROGRAM C:
ii= ];j:.—_-N;

repeat k := (i+)) div 2:
if x<alk] then j =k else 1 = k=1
until i=j

Wskazdwka: Po zakoficzemis kazdego programu musi by¢ alk] =x, jesli taki element
istnieje, lub alk] # x. jesh me simsie zaden element o wartosci X.

1.14
Wytwornia produkujaca piyty « temy 20 graniami organizuje ankiete w celu okre§lenia
powodzenia swoich wyrobow 1 zorzanizowania radiowe] parady przebojow. Osoby biorace
udzial w ankiecie maja by¢ podmelone na cziery grupy W zaleznodci od plei i wieku
(powiedzmy, do 20 lat wiaczmes @ poeh 22 20 lar). Kazda osoba podaje pie¢ przebojow.

Przeboje sa oznaczone liczbam: oo & < Y (powiedzmy. N=30). Wyniki ankiety sa
zapisane w pliku.

type przebdj=1..N;
pted =(mezczyzna, kobieta).
odpowiedi =
record nazwisko, imig a5
s pled;
wiek: integer;
wybor: array[1..5] of przebdj
end; .
var ankieta: file of odpowiedzZ

Kazdy element pliku reprezentuje zatem respondenta i zawiera jego nazwisko, imie, plec,
wiek i pigé wybranych przebojow zgodnie z priorytetem. Plik ten stanowi dane wejSciowe
programu, ktéry ma utworzy¢ nastepujace wyniki:

(1) Liste przebojow w kolejnosci liczb zdobytych glosoéw. Kazdy element listy zawiera
numer przeboju oraz liczbe okreslajaca, ile razy byt wymicniony u poszczegdlnych
respondentéw. Na liscie nie wyslepuja te przeboje, na ktore nie glosowano.

(2) Cztery oddzielne listy z nazwiskami i imionami wszystkich respondentéw, ktorzy na
pierwszym miejscu wymienili jeden z trzech najpopularniejszych przebojéw w swo-
jej kategorii. Kazda z pigciu list ma by¢ poprzedzona odpowiednim nagléwkiem.
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Sortowanie

2.1. Wprowadzenie

Podstawowyn celem tego rozdziatu jest zilustrowanie za pomoca duZe]
liczby przyktadoéw sposobow uzycia wprowadzonych w poprzednim rozdziale
struktur danych oraz pokazanie, jaki wptyw ma wybor struktury dla prze-
twarzanych danych na algorytmy wykonania okreslonego zadania. Sortowanie
jest dobrym przyktadem tego, Ze okreSlone zadanie moze by¢ wykonane wediug
wielu r6znych algorytméw. Kazdy z algorytméw ma pewne zalety i wady, ktore
trzeba przeanalizowa¢ dla konkretnego zastosowania.

Sortowaniem (ang. sorting) nazywamy proces ustawiania zbioru obiektow
w okreslonym porzadku. Sortowanie stosuje si¢ w celu ufatwienia pdZniejszego
wyszukiwania elementéw sortowanego zbioru. Tak zdefiniowane sortowanie jest
w wielu dziedzinach podstawowym, niemal powszechnie spotykanym dziata-
niem. Obiekty sa posortowane na listach ptac, w ksiazkach telefonicznych,
w spisach tresci, w bibliotekach, stownikach, magazynach i niemal wszgdzie tam,
gdzie potrzebne jest przeszukiwanie i wyszukiwanie sktadowanych obiektow. Juz
male dzieci uczy sie klas¢ swoje rzeczy ,,w porzadku”; spotykaja si¢ one
z pewnym rodzajem sortowania duzo wczesniej niZ z arytmetyka.

Wynika stad, ze sortowanie jest istotnym i niezbednym dziataniem, zwlaszcza
w przetwarzaniu danych. C67 bowiem innego moze by¢ latwiejsze do sortowania
niz ,,dane”! Niemniej jednak zainteresujemy si¢ gtownie metodami jeszcze bardziej
podstawowymi, stosowanymi w konstrukcji algorytmow. Niewiele istnieje metod
nie majacych zadnego zwiazku z algorytmami sortowania. W szczegdlnosci
sortowanie jest idealnym przykladem pozwalajacym ukaza¢ wielka roznorodnosé
algorytméw rozwiazy wania tego samego problemu, z ktorych wiele jest w pewnym
sensie optymalnych, a wickszo$¢ z nich ma pewne zalety w stosunku do innych.
Jest to wiec doskonaly przykiad wskazujacy na koniecznosé dokonywania analizy
algorytméw. Co wigcej, sortowanie nadaje si¢ dobrze do wykazania, jak znaczne
korzy§ci mozna osiagna¢ dzieki tworzeniu skomplikowanych algorytmow,
chociaz proste i naturalne metody sa fatwo dostepne.



74 2. SORTOWANIE

Zalezno§¢ wyboru algorytmu od struktury przetwarzanych danych — bedaca
zjawiskiem powszechnym — w przypadku sortowania jest tak gleboka, ze metody
sortowania podzielono ogélnie na dwie Kklasy, a mianowicie: na metody
sortowania tablic i metody sortowania plikéw (sekwencyjnych). Te dwie klasy
sa czesto nazywane sortowaniem wewnetrznym i zewnetrznym, poniewaz
tablice sa przechowywane w szybkiej i o dostgpie swobodnym, ,,wewngtrznej”
pamigci komputeréw, pliki za$ sg zazwyczaj przechowywane w powolniejszych,
lecz pojemniejszych ,,zewnetrznych” pamieciach w urzadzeniach poruszanych
mechanicznie (dyski, tasmy). Znaczenie tego rozroznienia jest widoczne w przy-
kladzie sortowania ponumerowanych kart. Nadanie kartom struktury tablicy
odpowiada potozeniu ich na stole przed sortujacym tak, ze kazda karta z osobna
jest widoczna i dostgpna (zob. rys. 2.1).

L )

RYSUNEK 2.1
Sortowanie tablicy

Nadanie kartom struktury pliku pociaga za soba to, ze widoczne sa tylko
karty lezace na wierzchu kazdej sterty (zob. rys. 2.2). Tego rodzaju ograniczenie
bedzie oczywiScie mialo powazny wplyw na zastosowang metode sortowania,
lecz jest nie do uniknigcia, jezeli karty, ktore trzeba ufozy¢, nie mieszcza si¢ na
powierzchni stotu.

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, wprowadzimy terminologi¢
i oznaczenia, ktérych bedziemy uzywac w tym rozdziale. Dane sa obiekty
Ay, gy s a,

Sortowanie polega na permutowaniu tych obiektow az do chwili osiagnigcia
uporzadkowania
Ay s Agpy oo Gy,

takiego, ze dla zadanej funkcji porzadkujacej f zachodzi

fay,) sflag) < . <flay) (2.1)
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= N
By T
— Z RYSUNEK 2.2
— Sorowanie pliku
Na 0g6t nie oblicza sig warto$ci funkcji porzadsuiac ] wedtug okre§lonego wzoru,

ale przechowuje si¢ je w jawne] postact =ac sktadowe (pola) kazdego obiektu.
Warto§¢ tej funkcji nazywa si¢ kluczem obiekiu. Wynika stad, Ze struktura
rekordu jest szczeg6lnie odpowiednia & ~eprezentowania obiektow a;. Dlatego
tez we wszystkich przytoczonych pomize algorytmach sortowania bgdziemy
uzywaé typu obiekt zdefiniowanego jaxc

type obiekt = record klucz: integer (2.2)
{deklaracje innych skfadowych}
end
LInne skladowe” reprezentmja wizsciwe dane dotyczace obiektu; klucz
stuzy tylko do identyfikacji obiekiow Jednakze dopoki bedziemy zajmowac
sie algorytmami sortowania, dopoty &iocs jest jedynq istotng sktadowa, nie ma

zatem zadnej potrzeby definiowania pozostatych sktadowych. Wybdr typu
integer jako typu klucza jest cokolwick arbitralny. OczywiScie mozna rownie
dobrze uzyé dowolnego typu, w ktorym jest zdefiniowana relacja liniowego
porzadku.

Metode sortowania nazywamy stabilna (ang. stable), jezeli podczas procesu
sortowania pozostaje nie zmieniony wzgledny porzadek obiektow o identycznych
kluczach. Stabilno§é sortowania jest czesto pozadana wtedy, gdy obiekty sa juz
uporzadkowane (posortowane) wedlug pewnych drugorzednych kluczy, tzn.
wedtug whasciwosci, ktérych nie odzwierciedla klucz podstawowy.

Rozdziatu tego nie nalezy traktowac jako wyczerpujacego przegladu metod
sortowania. Przedstawiono w nim bardzo szczegblowo tylko pewne wybrane,
specyficzne metody. Czytelnik zainteresowany pelnym potraktowaniem tematyki
sortowania moze je znalezé w znakomitym i wyczerpujacym kompendium D.E.
Knutha [2.7] (zob. takze Lorin [2.10]).
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2.2. Sortowanie tablic

Najwazniejszym wymaganiem stawianym metodom sortowania tablic jest
oszczedne korzystanie z dostepnej pamigci. Wynika stad, ze permutowanie
obiektow powodujace ich uporzadkowanie powinno by¢ wykonywane w miejscu
oraz 7e metody przenoszenia obiektow z tablicy a do wynikowej tablicy b sa
wlaséciwie o wiele mniej interesujace. Ograniczajac zatem nasz wybor metod do
tych, ktére spetniaja kryterium oszczednego wykorzystania pamigci, przechodzi-
my do pierwszej klasyfikacji wedlug ich efektywnosci, tj. oszczednego zuzycia
czasu. Dobra miara efektywnosci jest liczba Po koniecznych poréwnan kluczy
i liczba Pr koniecznych przesunieé (przestawien) obiektéow. Wielkosci te sa
funkcjami liczby n sortowanych obiektow. Dobre algorytmy sortowania wymaga-
ia liczby poréwnan rzedu n log n, jednakze na poczatku oméwimy kilka tatwych
i naturalnych metod sortowania, zwanych metodami prostymi. Wymagaja one
rzedu n? poréwnan kluczy. Nastepujace trzy wazne powody przemawiaja za
prezentacja prostych metod, zanim przejdziemy do omoéwienia szybszych
algorytmow.

(1) Proste metody szczegdlnie dobrze nadaja si¢ do wyjasnienia wiasnosci
gléwnych zasad sortowania.

(2) Ich programy sa latwe do zrozumienia i krotkie. Nie nalezy zapomina¢, ze
programy takze zajmuja pamigc!

(3) Chociaz skomplikowane metody wymagaja mniejszej liczby operacji,
jednakze operacje te s3 zazZwyczaj bardziej skomplikowane. Wynika stad, e
aczkolwiek prostych metod nie powinno si¢ stosowac dla duzych n, to dla
dostatecznie matych n sa one szybsze.

Metody sortowania przeznaczone do sortowania obiektéw w migjscu mozna
podzieli¢ na trzy zasadnicze grupy:

(1) Sortowanie przez wstawianie (ang. insertion sort).
(2) Sortowanie przez wybieranie (selekcjg; ang. selection sort).
(3) Sortowanie przez zamiang (ang. exchange sort).

Zajmiemy si¢ teraz analiza i poréwnaniem tych trzech grup. Programy beda
dziata¢ na zmiennej a, ktérej sktadowe maja byC posortowane w miejscu,
i beda si¢ odwolywaé do typu danych obiekt (2.2) oraz typu indeks, zdefiniowa-
nego jako

type indeks = 0..n;
var a: array [1..n] of obiekt (23)
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2.2.1. Sortowanie przez proste wstawianie

Metoda ta jest powszechnie stosowana przez grajacych w karty. Obiekty

(karty) sa podzielone umownie na ciag wynikowy a;... 4., i ciag zrodlowy
a, ... a,. W kazdym kroku, poczawszy od i = 21 zwiekszajac i o jeden, i-ty ele-
ment ciagu Zroédlowego przenosi sic do ciggu wynikowego. wsiawiajge g0

w odpowiednim miejscu.

TABLICA 2.1
Przykladowy proces sortowania przez proste wstawianie
Klucze
poczatkowe 44 5{_15 12 42 94 18 06 67
=2 44 55 12 42 94 18 06 67

—_—
i=38 12 44 55 42 94 18 06 67

-
i= 12 42 44 55 94 18 06 67

ji=:B 12 42 - 55 94 18 06 67
——— 0
i=6 12 18 42 L2 55 94 06 67
—_— -
i=7 06 12 18 42 44 55 94 67
= f
i=8 06 12 18 42 44 55 67 94

Proces sortowania przez wstawianie pokazano na przykladzie oSmiu
losowo wybranych liczb (200 tabl. 2.1). A oto algorvtm prostego wstawiania:

for i:=2ton do
begin x:= alil;
,,wstaw x w odpowiednim mijSCu W ay ... a;’
end

Podczas znajdowania odpowiedniczo miejsca wygodnie jest stosowac na prze-
mian poréwnania i przesuniecia. tzn _przesiewaC’” x przez poréwnanie x Z nastep-
nym obiektem a;; nastgpnie albo wstawic x, albo przesunaé a;na prawo, po czym
postapi¢ analogicznie z kolejnym obicktem na lewo. Zauwazmy, ze zakofczenie
procesu ,.przesiewania” moze nastapi¢ z dwoch powodow:

(1) Znaleziono obiekt a; z kluczem mniejszym niz klucz x.
(2) Osiagnigto lewy koniec ciagu wynikowego.

Ten typowy przypadek iteracji z dwoma warunkami koficzacymi przywodzi nas
do dobrze znanej metody z wartownikiem. Latwo ja w tym przypadku zastosowac
przez utworzenie obiektu wartownika a, = x. (Zauwazmy, ze Z 1€g0 powodu
nalezy rozszerzy¢ zakres indeksu w deklaracji a do 0..n). Pelny algorytm jest

sformutowany w programie 2.1.
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PROGRAM 2.1
Sortowanie przez proste wstawianie

procedure prostewstawianie;
var [, j: indeks; x: obiekt;
begin
for i:=2 to n do
begin x:= ali]; al0] '=x; ji=i—1;
while x. klucz<alj]. klucz do
begin a[j+1]:=aljl; j:=j—1
end;
alj+11:=x
end
end

Analiza metody prostego wstawiania. Liczba Po, porownan kluczy w i-tym
przesiewaniu wynosi co najwyzej i— 1, co najmniej 1 oraz — przy zalozeniu, ze
wszystkie permutacje n kluczy sa réwnie prawdopodobne — Srednio i/2. Liczba
Pr; przesunigC (podstawien obiektow) wynosi Po;+2 (razem z ustawieniem
wartownika). Wynika stad, Ze liczby poréwnan i przesunigé przedstawiajg sie
nastgpujaco:

Pomin=n_ 1 P}‘min =2(n_ 1)
L. g 1,
Pog=-(n"+n—-2) Pre = 7 (n* + 9n — 10) 2.4)
l. 5 [
POy = 5(}1 +n)—1 Pros =E(n +3n—4)

Liczby te sa najmniejsze wtedy, gdy obiekty sa uporzadkowane juz w ciagu
zrodlowym, najwicksze za$, gdy sa one poczatkowo ustawione w odwrotne;
kolejnosci. W tym sensie sortowanie przez wstawianie wykazuje rzeczywiscie
zachowanie naturalne. Jest oczywiste, ze podany algorytm opisuje stabilny proces
sortowania: pozostawia nie zmieniony porzadek obiektow z identycznymi
kluczami.

Algorytm prostego wstawiania mozna fatwo poprawic, je§li zauwazymy, ze
ciag wynikowy a; ... a;_;, w ktérym nalezy umiesci¢ obiekt, jest juz uporzad-
kowany. W zwigzku z tym mozna zastosowac szybsza metod¢ ustalenia miejsca
wstawienia nowego obiektu. Najprostszym sposobem jest zastosowanie metody
przeszukiwania polowkowego, w ktérym probkuje si¢ ciag wynikowy w srodku
1 dzieli go dalej na potowe, az znajdzie si¢ miejsce wstawienia nowego obiektu.
Zmodyfikowany algorytm wstawiania, zwany wstawianiem poléwkowym,
pokazano w programie 2.2.



PROGRAM 2.2
Sortowanie przez wstawianie polowkowe

procedure wstawianiepotowkowe;
var i, j, I, p, m: indeks; x: obiekt;
begin
for i:=2 to n do
begin x:=ali]; I:=1; pi=i—1;
while /< p do
begin m:= (I+p) div 2,
if x.klucz < a[m).klucz then p:=m—1 else | = m—1
end;
for j:=i—1 downto [ do a[j+1]:= alJjl;
afll:=x;
end
end

Analiza metody wstawiania poléwkowego. Miejsce wstawienia nowego
obiektu jest znalezione, jesli a;klucz <x.klucz <aj, .klucz. Tak wiec prze-
szukiwany przedzial musi miec¢ komowa dtugos¢ 1, a stad wynika, Ze potowienie
przedziatu zlozonego z i kluczy wykonuje sig [og,i] razy. Stad

Po = Y [log,i]

i=1

Aproksymujac t¢ sume cafka otrzymamy

n | =

[logx dx = x(logx —¢) | =n(logn —¢) + ¢ (2.5)
1 1

gdzie ¢ = log e = 1/In 2 = 1,44265_. Liczba porownan me zalezy od poczat-

kowego ustawienia obiektow. Jednakze siosowamie dziclenia catkowitego do
potowienia dlugosci przeszukiwancz: iziatu powoduje, Ze rzeczywista
liczba poréwnan potrzebnych dla @ of »w moze byé o 1 wigksza od
spodziewanej. Wynika to stad, ze mle):M wstawienia obiektu w ,,nizszym” konicu
jest przecietnie znajdowane nieco szybcie; od migjsca wstawienia w ,,wyzszym”
koficu; faworyzowane sa wiec takie przx padi:. w ktorych obiekty sa poczatkowo
bardzo nieuporzadkowane. Jest to zatem przypadek nienaturalnego zachowania
sie algorytmu sortowania.

Po=n(logn — loge £+ 0,5)

Niestety, wskutek zastosowania metody przeszukiwania poléwkowego
zmniejszyla si¢ tylko liczba poréwnan, a nie liczba potrzebnych przesunigC.
W rzeczywistosci przesuwanie obiektéw, tzn. kluczy i zwiazanych z nimi
informacji, jest przewaznie o wiele bardziej czasochfonne niz poréwnywanie
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kluczy; ulepszenie nie moze by¢ duze: najwazniejszy sktadnik Pr jest weiaz rzedu
n?. A w dodatku powtérne sortowanie juz posortowane;j tablicy zabiera wigce]
czasu niz proste wstawienie z liniowym przeszukiwaniem! Przyklad ten pokazuje,
e ,,oczywiste ulepszenie” ma Czgsto O wiele mniejsze znaczenie, niz si¢ tego
mozna byto spodziewac, a zdarzaja sie przypadki, W ktorych ;,ulepszenie” moze
mie¢ w rzeczywisto$ci skutek odwrotny do zamierzonego. Podsumowujac, nie
wydaje sig, aby sortowanie przez wstawianie byto metoda odpowiednia dla
maszyn cyfrowych: wstawianie obiektu i nastgpujace po tym przesuwanie catego
wiersza obiektow o jedna pozycje jest nieekonomiczne. Lepszych wynikow
mozna sig spodziewac po metodzie, w kiérej przemieszcza sig tylko pojedyncze
obiekty na wigksza odlegtos¢. Jest to idea metody sortowania przez wybieranie
(selekeje).

792, Sortowanie przez proste wybieranie
W metodzie tej przyjeto nastgpujaca zasadg:

(1) Wybieramy obiekt 0 najmniejszym kluczu.
(2) Wymieniamy go z pierwszym obiektem a,.

Powtarzamy te op_eracje z pozostatymi n—1 obiektami, nastepnie z n—2
obiektami, az pozostanie tylko jeden obiekt — najwigkszy. Metode t¢ pokazano
w tabl. 2.2 na przyktadzie tych samych o§miu kluczy co w tabl. 2.1.

TABLICA 2.2
Przykladowy proces sortowania przez proste wybieranie
Klucze
poczatkowe 44 55 12 42 94 18 06 67
e g
06 55 12 .. 42 94 18 b 67
—

06 12 55 42 94 18 44 67

06 12 18 42 94 55 44 67
06 12 18 42 94 55 44 67
06 12 18 42 44 55 94 67
06 12 18 42 44 55 94 67

—

06 12 18 42 44 56 &7 94

Program jest sformutowany nastgpujaco:

fori-=1ton —1do
begin ,przypisz zmiennej k indeks najmniejszego obiektu sposrod
ali] ... a[n]”; ,wymief a; z a’
end
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Metoda ta, zwana prostym wybieraniem, jest w pewnym sensie odwrotna do
prostego wstawiania; w metodzie prostego wstawiania w kazdym kroku rozwaza
sie tylko jeden, kolejny obiekt ciqgu Zrodtowego 1 v tkie obiekty tablicy
wynikowej, aby znalez¢ miejsce wstawienia nowego obiektu: w metodzie prostego
wybierania rozwaza si¢ wszystkie obiekty tablicy Zrodiowe;. aby rnalezl obiekt
7 najmniejszym kluczem i ustawi¢ go jako kolejny element cigeu wynikowego.

Pelny algorytm prostego wybierania znajduje si¢ w programic _.

PROGRAM 2.3
Sortowanie przez proste wybieranie

procedure prostewybieranie;
var i, j, k: indeks; x: obiekt;
begin for i:= 1 to n—1 do
begin k:= i; x:= a[il;
for j:=j+1 tondo
if a[j].klucz <x.klucz then
begin k:= j; x:= al/]

end;

alk]:= alil; alil:= x;

end
end

Analiza metody prostego wybierania. Widziz= to noioa Po poréwnan

kluczy nie zalezy od poczatkowego ustawienia kluczy 7 1220 wzgledu mozemy te
metode uwazaé za zachowujaca sie mniej natoralmes muI Droste wstawianie.
Otrzymujemy

P 1(2 )
=—I" —n
[ B

Liczba Pr przesunigé réwna sig co najmnie]
Pr.=3(n—1) 2

w przypadku poczatkowo uporzadkowanych klucry. oo marenzer 22

n?
Pr, .= trunc (: ) +3(n—1)

jezeli klucze byly ustawione poczatkowo w odwromme; kolejmoscl. Srednia Pry,
trudno obliczy¢, pomimo prostoty algorytmu. Zalezy ona od t£go, ile razy £, jest
mniejsze od wszystkich poprzedzajacych je hiczb £ & wiedy, gdy przeglada
sie ciag liczb k, ... k,. Warto§¢ ta usredniona dia wszy stiich n! permutacji n kluczy

wynosi
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H,—1
gdzie H, jest n-ta liczba harmoniczna

1 ] 1 1
H=1+—-4+=-4+—-+..4+—- 27
" 2 3+4+ +n i

(zob. Knuth, Vol. 1, s. 95-99).
H, mozna wyrazic jako

1

1
=] P — — —— +... 2.8
f, nn+;+2” 1211'+ (28)

gdzie 9=0,577216... jest stala Eulera. Dla dostatecznie duzych n mozemy
pominaé sktadniki utamkowe i przyblizy¢ srednia liczbe przypisan w i-tym kroku
przez

F=Ini+y+1

Srednia liczba przesunieé Pr, w sortowaniu przez wybieranie jest wiec suma F,
dla / zmieniajacego si¢ od 1 do n.

Pro=Y Fi=n@y+ 1+ Ini
i=1 i=1

Dzigki dalszemu przyblizeniu sumy dyskretnych sktadnikoéw przez catke

fInxdx =x(Inx—1) | =nlnn—n+1
' 1

otrzymujemy wartos¢ przyblizona
Pro=n(lnn+vy) ' (2.9)

Podsumowujac, algorytm prostego wybierania jest przewaznie lepszy od prostego
wstawiania, chociaz w przypadkach, w ktorych klucze sa juz posortowane lub
prawie posortowane, proste wstawianie jest jednak nieco szybsze.

2.2.3. Sortowanie przez prosta zamiang

Metod sortowania nie mozna poklasyfikowa¢ w sposéb catkowicie jedno-
znaczny. Obie omoéwione poprzednio metody moga by¢ takie uwazane za
sortowanie przez zamiang. W tym punkcie przedstawiamy jednakze metode,
w ktorej zamiana dwoch obiektéw jest jej cecha najbardziej charakterystyczna.
Podany ponizej algorytm prostej zmiany opiera si¢ na zasadzie por6wnywania
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i zamiany par sasiadujacych ze soba obiektéw dopoty. dopoki wszystkie obiekty
nie beda posortowane.

Podobnie jak w poprzednich metodach prostego wybierania, powtarzamy
przejécia przez tablice, przesuwajac za kazdym razem najmniejszy z pozostatych
obiektéw na lewy koniec tablicy. Jezeli dla odmiany ustawimy tablice pionowo
zamiast poziomo — przy pewnej dozie wyobrazni — bedziemy uwazac je] elementy
za znajdujace si¢ w naczyniu z woda babelki o ,,wagach” proporcionalnych doich

TABLICA 2.3
Przyklad sortowania babelkowego
Klucze o @ g Te) © ~ ©
poczatkowe — A A A X i il
44 08 06 06 06 06 06 06
55 44 12 12 z ) 12 i2 12
i2 55 f 44 ~—~ 18 18 18 18 18
42 12 55 44 |—* 42 42 42 42
94 42 181 55 | 44 — 44 44 44
18 94 f 42 42J 55 56 —~ 55 55
06 18 94 _l—~ 67 67 67 87— 67
67 67 67 94 94 94 94 94

kluczy, to kazde przejscie przez tablice da w wyniku wypchnigcie babelka na
poziom odpowiadajacy jego wadze (zob. tabl. 2.3). Metoda ta znana jest pod
nazwa sortowania babelkowego (ang. bubbie sori). Jej najprostsza postac
opisano w pfogramie 2.4.

PROGRAM 2.4
Sortowanie babelkowe

procedure sortowaniebabelkowe
var i, j: indeks; x: obiekr:
begin for i := 2 to n do
begin for j :=n downto | do
if alj—1].klucz>a [/ 1.klucz then
begin x:=a[j—11: alj—1]1i=aljl; aljli=x
end
end
end {sortowaniebabelkowe }

Mozna tatwo wprowadzi¢ pewne ulepszenia do tego algorytmu. W tablicy 2.3
pokazano, ze ostatnie trzy przejscia nie maja zadnego wplywu na kolejnos¢
obiektow. poniewaz sg one juz posortowane. Oczywistym sposobem uspraw-
niajacym algorytm bedzie zapamigtanie, czy dokonywano w trakcie przejscia
jakichs zamian. Przejscie, w ktorym nie mozna juz wprowadzi¢ Zadnej zamiany,
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wskazuje, Ze mozna zakoficzy¢ wykonanie algorytmu. Dodatkowym ulepszeniem
tego usprawnienia bedzie zapamigtanie pozycji (indeks k) ostatniej zamiany, a nie
samego faktu jej dokonania. Na przykiad jasne jest, ze wszystKie pary obiektow
sasiadujacych ponizej tego indeksu k sa ustawione w pozadanej kolejnosci.
Nastepne przejécia mozna wiec zakoficzy¢ na tym indeksie, zamiast 1§¢ az do
ustalonej uprzednio dolnej granicy i. Uwazny programista dostrzeze jednakze
osobliwa asymetri¢. Mianowicie pojedynczy, Zle ustawiony babelek z ,,ciez-
kiego” kofica tablicy, ktéra oprdcz tego jednego obiektu jest juz posortowana,
zostanie przeniesiony na miejsce w pojedynczym przejéciu, a Zle ustawiony obiekt
z ,lekkiego” korica bedzie zmierzal w strone wiasciwego miejsca tylko o jeden
krok w kazdym przej$ciu. Na przykiad tablica

12 18 42 44 55 67 94 06

bedzie posortowana ulepszong metoda sortowania babelkowego w pojedynczym
przejsciu, ale tablica

94 06 12 18 42 44 55 67

wymaga do posortowania siedmiu przej$¢. Ta nienaturalna asymetria sugeruje
trzecie ulepszenie: zmiang kierunku kolejnych przejs¢. Stosowna nazwa dla
otrzymanego algorytmu jest sortowanie mieszane (ang. shake sort). W tablicy 2.4
zilustrowano jego dziatanie w przypadku zastosowania go do tych samych o$miu
kluczy co w tabl. 2.3.

TABLICA 2.4
Przyklad sortowania mieszanego
i=2 3 3 4 4
p=8 8 7 7 4
I 1 I |
44 06 06 06 06

55 44 44 12 12
12 55 12 ——J_*-44 18
42 12 42 18 | 42
94 42 55 42 44
18 94 18 55 55

18 67 67

67 94 94

06 67
67 94

Analiza sortowania babelkowego i sortowania mieszanego. Liczba porow-
naf w algorytmie prostej zamiany wynosi

1
Po=Lut—n) @.10)
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a najmniejsza, Srednia i najwicksza liczba przesunig¢ (przypisan) obiektow
wynosi odpowiednio:

3
Pr.=0" Po, s = 5 (77— 1) 2.11)

3
i = =Z(n’—n). Po
4

PROGRAM 2.5
Sortowanie mieszane

procedure sortowaniemieszane;
var j, k, I, p: indeks; x: obiekt;
begin [:=2;p =n; k:=n;
repeat
for j := p downto [ do
ifa[j—l].ktucz>a[j].k!ucz then
begin x :=a[j—11: alj—1:=aljl; aljl:=x;
ki=j
end;
l:i=k+1;
for j:= [ to p do
if a[j— 11 klucz>a[;] klucz then
begin x:=al[j—1]: al/i— 1l'=aljlaljl-=x:
ki=j
end;
p=k=1;
until I>p .
end {sortowaniemieszane|

Analiza metod ulepszonych, zwlaszcza za§ sortowania mieszanego jest
skomplikowana. Najmniejsza liczba poréwnafi wynosi Po,_,=n—1. Knuth
wykazal, ze dla poprawionej metody sortowania babelkowego $rednia liczba
przej$¢ jest proporcjonaina do n—k,/n, a $rednia liczba poréwnan jest

1 § ;
proporcjonalna do 2 [n?—n (k,+In n)]. Zauwazmy jednak, ze wszystkie podane
powyzej usprawnienia w 7aden sposob nie wplywaja na liczbe przesumigc
obiektow: redukuja tylko liczbe zbednych, podwdjnych sprawdzen. Niestety.

samiana dwoch obiektéw jest przewaznie o wiele kosztowmieisia peracja niz
poréwnywanie kluczy; dlatego tez nasze pomystowe ulepszenia maja wbrew
intuicji o wiele mniejszy wplyw na wynik koricowy.
Analiza wykazuje, Ze metoda sortowania przez zamuane 1 j¢j niewielkie
szenia sa gorsze zarébwno od metody sortowania przes wstawianie, jak 1 od

metody sortowania przez wybieranie; W rzeczy wisiosc: Somow anie babelkowe nie
moze nam nic zaoferowaé procz zabawnej nazwy. Algoryim sortowania miesza-
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nego daje korzysci w przypadkach, w ktérych obiekty sa juz prawie uporzad-
kowane — w praktyce sa to rzadkie przypadki.

Mozna wykazac, ze Srednia odleglos¢, jaka kazdy z n obiektow musi prze-
by¢ podczas sortowania, wynosi n/3 miejsc. Ta uwaga podsuwa nam pewien
kierunek poszukiwan ulepszonych, tzn. efektywniejszych metod sortowania. We
wszystkich bowiem prostych metodach sortowania, tak naprawde, przesuwa sie
kazdy obiekt w jednym elementarnym kroku o jedno miejsce. Dlatego tez ich
wykonanie musi wymagac rzedu n- takich krokéw. Kazde ulepszenie musi sie
opieraC na zaloZeniu przesuwania obiekiow w pojedynczym skoku na wieksza
odleglosé.

Ponizej omowimy trzy ulepszone metody, po jednej dla kazdej podstawowe;j
metody sortowania: wstawiania, wybierania 1 zamiany.

2.2.4. Sortowanie za pomoca malejacych przyrostow

Poprawienie metody prostego sortowania przez wstawianie zaproponowat
D.L. Shell w 1959 r. Metode t¢ wyjasnimy na naszym wzorcowym przykladzie
oS§miu obiektow (zob. tabl. 2.5). Poczatkowo grupuje si¢ i sortuje oddzielnie
wszystkie obiekty oddalone od siebie o cztery miejsca (przyrost jest réwny 4).
Proces ten nazywamy sortowaniem ,,co cztery”. W przykladzie o§miu obiektow
kazda grupa zawiera doktadnie po dwa obiekty. Po tej pierwszej fazie tworzy sie
grupy skiadajace si¢ z obiektéw oddalonych o dwa miejsca i od nowa sortuje. Ten
proces nazywamy sortowaniem ,co dwa”. Na koniec — w trzeciej fazie
— wszyskie obiekty sortuje si¢ normalnie, czyli ,,co jeden”.

W pierwszej chwili nasuwa sig pytanie: czy konieczno$¢ wykonania kilku faz
sortowania, z ktorych kazda obejmuje wszystkie obiekty, nie zwigkszy jeszcze

TABLICA 2.5
Sortowanie za pomoca malejacych przyrostéw

44 55 12 42 94 18 06 67

Sortowanie ,,co 4"

A4 18 06 42 94 55 12 67

Sortowanie ,,co 2"

06 18 12 42 44 55 94 67

Seeeathes clbnitiliors ot ok A Jarsd

Sortowanie ,,co 1"

06 12 18 42 44 55 67 94
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bardziej naktadu pracy. Jednakze kazdy krok sortowania taficucha albo obejmuje
stosunkowo malo obiektéw, albo dotyczy obiektéw juz dos¢ dobrze uporzad-
kowanych i wymagajacych wykonania niewielu przestawien.

Jak mozna tatwo zauwazy¢, metoda ta prowadzi do tablicy uporzadkowanej;
jest tez do$¢ oczywiste, ze w kazdym kolejnym kroku zyskuje sie w stosunku do
krokéw poprzednich (poniewaz kazde sortowanie ,,co i~ ltaczy dwie grupy
posortowane w poprzednim sortowaniu ,,co 2i”). Jest takze oczywiste. Ze mozna
zaakceptowaé kazdy ciag przyrostow, jezeli tylko ostatni przyrost bedzie
jednoscia, poniewaz — w najgorszym razie — w ostatniej fazie wykonana zostanie
cata praca. Jednakie o wiele mniej oczywiste jest to, Zze metoda malejacych
przyrostow daje nawet lepsze wyniki wtedy, gdy stosuje si¢ przyrosty rozne od
poteg liczby 2.

Z tego powodu program budujemy bez zatozenia o okre§lonym ciagu
przyrostow. Przyrosty te sq oznaczone przez

BosBoy o Iy
przy czym spetnione jest
h= 1<k (2.12)

Kazde z h-sortowari programujemy metoda sortowania przez proste wstawianie;
aby uprosci¢ warunek konczacy szukanie miejsca wstawienia obiektu, stosujemy
metode z wartownikiem.

Jest oczywiste, e kazde sortowanie musi ustawi¢ wlasnego wartownika oraz
7e program musi jak najprosciej okre§la¢ jego miejsce. Nie wystarczy wigc
rozszerzyé tablice a o pojedynczy obiekt a[0], lecz nalezy ja rozszerzyC o h,
obiektéw. Prowadzi to do nastepujacej deklaracji a:

a: array [—h,. .n] of obiekt

Algorytm ten jest opisany przez procedurg o nazwie sortowanieShella [2.11]
w programie 2.6 dla t=4.

PROGRAM 2.6
Sortowanie metoda Shella

procedure sorrowanicShella:
const 1 =4
var i, j, k, s: indeks: x seki
h: array [1. .1] of mieger:
begin A[1]:=9; h[2]-= 5: &3]
for m:=1 to t do
begin k:= h[m]; s:= —k |muejsce wariownika
for i:=k+1 tondo
begin x:= ali]; j:=1—k:
if s=0then s:= —k;s:=s+1:als]'=x

[f
o
|
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while x. klucz <alj].klucz do
begin a[j+k] =aljlj=j—k
end;
alj+kl'=x
end
end
end

Analiza sortownia metoda Shella. Analiza tego algorytmu prowadzi do
pewnych bardzo trudnych problemow matematycznych, z ktérych wiele nie
doczekalo sie jeszcze rozwiazania. W szczeg6lnosci nie wiadomo, jaki wybor
przyrostéw pozwala uzyskaé najlepsze rezultaty. Zaskakujace jest jednakze, ze
przyrosty nie powinny byé swoimi dzielnikami. Uniknie si¢ wtedy zjawiska
wystepujacego w powyzszym przykiadzie, w ktorym kazda faza sortowania taczy
dwa taficuchy nie majace przedtem ze soba zadnego zwiazku. Pozadane jest, aby
rézne tancuchy oddziatywaly na siebie jak najczeSciej oraz by prawdziwe byto
nastepujace twierdzenie:

Jezeli ciag posortowany ,,co k" posortujemy ,,co i”, to ciag ten pozostaje
posortowany ,,co k.

Knuth [2.8] wykazuje, e trafnym wyborem przyrostow jest ciag (wypisany
w odwrotnej kolejnosci):

1, 4, 13, 40, 121,
gdzie h,_, = 3h,+1, h, =11t =llogyl—1. Zaleca takie ciag
L 3 % 15 3

gdzie h,_,=2h,+1, h=1it=llog,n]l—1.

Analiza matematyczna algorytmu sortowania metoda Shella wykonana dla
drugiego wyboru wykazuje, Ze do posortowania n obiektow konieczny jest naktad
pracy proporcjonalny do n'2 Chociaz jest to znaczny postep w stosunku do n?, nie
bedziemy si¢ diuzej zajmowaé ta metoda, poniewaz znane sg jeszcze lepsze
algorytmy.

2.2.5. Sortowanie drzewiaste

Metoda sortowania przez proste wybieranie polega na wielokrotnym
dokonaniu wyboru najmniejszego klucza sposréd n obiektéw, sposrod n—1
obiektow itd. Jasne, ze znalezienie najmniejszego klucza sposrod n obiektow
wymaga n — | poréwnan, a na znalezienie go wsréd n— 1 obiektow potrzeban—2
poréwnan. A wiec jak mozna poprawi¢ sortowanie przez wybieranie? Moze si¢ to
uda¢ tylko przez zapamigtanie wigkszej ilosci informacji, oprécz zwykle;
identyfikacji pojedynczego najmniejszego obiektu. Na przyklad za pomoca n/2
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poréwnan mozna wyznaczy¢ mniejszy klucz kazdej pary obiektoéw, za pomocg
nastepnych /4 poréwnafi mozna wybra¢ mniejszy z kazdej pary tych mniejszych
kluczy itd, W koficowym efekcie za pomoca tylko 7 —1 poréwnan mozemy
zbudowaé drzewo wyboru takie jak na rys. 2.3 @ jako korzefi wyznaczy¢
najmniejszy klucz [2.2].

g S 06\06
44/ \12 1/ \
i 7

; 0g RYSUNEK 2.3
/ N\ Wiclokrotny wybdr miedzy
57 dwoma kluczami

h

Na drugi krok sklada si¢ teraz zepscie po Scieice wyznaczonej przez

najmniejszy klucz i wyeliminowanie go przez zastapienie kolejno albo przez pusty
my _albo obiekt z alternatywnej galezi

kwadracik (lub klucz —o0) na sam r
w weztach po§rednich (zob. rys. 24 ¢ 25, Znowu obiekt, ktory si¢ pojawil
“ruz 7 kolei) kluez i mozna go w ten sam

w korzeniu drzewa, ma najmnicisis
sposéb usunaé. Po n takich krokach wybierania drzewo jest puste (tzn. peine
kwadracikéw) i proces sortowamiz sl zony. Nalezy zauwazy¢, ze kazdy

oA

a4 12 O
Ao ¥ 1oy / N\ / N\ RYSUNEK 24

44 55 12 42 9a " L 67  Wyb6r najmniejszego klucza

z n krokéw wybierania wymaga tvlko log,n poréwnan. Stad caly proces
sortowania wymaga tylko rzedu 7 - log = podsiawowych operacji oraz dodatkowo
n operacji potrzebnych do zbudowania drzewa. Jest to bardzo powazna poprawa
w stosunku do prostych metod wymagajacych rzedu n? krokéw, a nawet
w stosunku do sortowania metoda Shellz wymagajacej rzedu n'? krokow.

/ N RYSUNEK 25
O

67 Wypelnianie kwadracikow
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Oczywiscie wzrosta liczba operacji pomocniczych zwiazanych z zadaniem
i dlatego w metodzie sortowania drzewiastego pojedyncze kroki sa bardziej
skomplikowane. Przede wszystkim, w celu zapamigtania zwigkszonej porcji
informacji zebranej w pierwszym przejéciu, trzeba stworzyC pewien rodzaj
struktury drzewiastej. Naszym nastgpnym zadaniem bedzie znalezienie metod
efektywnego zorganizowania (ej informacji.

Jest oczywiste, ze szczegllnie pozadana jest eliminacja kwadracikéw (— o),
ktére w koficu zajmuja cale drzewo i sa przyczyna wielu niepotrzebnych
poréwnafi. Ponadto trzeba znalezé sposob reprezentowania n-elementowego
drzewa w n jednostkach pamigci zamiast, jak pokazano powyzej, w 2n—1
jednostkach. Cele te sa faktycznie zrealizowane w metodzie nazwanej przez jej
wynalazce J. Williamsa [2.14] sortowaniem przez kopcowanie (stogowym; ang.
heap sort). Widoczne jest, ze metoda ta jest wielkim ulepszeniem w stosunku do
bardziej znanych rozwiazan sortowania drzewiastego.

Kopiec (stég; ang. heap) definiujemy jako ciag kluczy
|70 SRR
takich, 7e
h.<h,,

h.<h, (2.13)

i 2i+1

dla wszystkich i=[ ... p/2. Jezeli drzewo binarne jest reprezentowane przez
tablice taka, jaka pokazano na rys. 2.6, to wynika stad, ze posortowane drzewa
zrys. 2.7 i rys. 2.8 sa kopcami, a w szczegolnosel, ze obiekt | jest najmniejszym
elementem kopca.

h,=min (h, ... h,)

i WP i G e
hs hg hio hyy hi, hia  hyg Nas
RYSUNEK 2.6

Tablica h przedstawiona jako drzewo binarne

A

55

RYSUNEK 2.7
Kopiec siedmioclementowy
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RYSUNEK 18
Klucz &4 przessewany przez kopiec

Zalézmy teraz, ze dany jest kopiec o elementach A, _, .. A dla pewnych
wartoéci [ i p oraz 7ze do kopca ma by¢ dodany nowy obiekt x tak. ze utworzony
zostanie rozszerzony kopiec ... h,. Wezmy nz przykiad kopiec 4, ... h, pokazany
narys. 2.7irozszerzmy go ,,nalewo” o obick: &, =44 Nowy kopiec otrzymujemy,
wstawiajac najpierw obiekt x na wierzcholek drzewa. a pozniej ,,przesiewajac’
go przez wezly mniejszych elementow kopca. kiore podnosza si¢ dzigki temu
do géry. W podanym przykladzie liczba 44 sest przestawiona najpierw z liczba 06,
a nastepnie z liczba 12, tworzac w ten sposdb drzewo pokazane na rys. 2.8.
Sformutujemy teraz ten algorytm przesacwania nasigpujaco: I, j sa parg indek-
sow wskazujacych na elementy. kifee maa by zamienione podczas kazdego
kroku przesiewania. Czytelnika 7achecamy Jo upewnienia sig, czy zaproponowa-
na metoda przesiewania rzeczvwisowe zachowuje warunki (2.13) definiujace
kopiec.

PROGRAM 2.7
Przesiewanie

procedure przesiewanie ([, 7 imieis
label 13;
var i, J: indeks; x: obiek::
begin i:=1I; j:=2x*i; x:=alil:
while j<p do
begin if j<p then
if a[jlklucz>alj+1]. kiscz them ; =+ 1;
if x. klucz<alj]. klucz then goto >
alil:=alj); i:=j;j:=2%1 |proesiewanie]
end;
13:ali]l:=x
end;

Pewien zreczny sposob budowy kopea w mieiscu zaproponowa! R W. Floyd.
Zastosowal on procedure przesiewania pokazanz w programuc 2.7. Dana jest
tablica h, ... h,; jej elementy h,, ... h, tWOIza juz kopiec. ponicwaz nie ma takich
dwoch indekséw i, j, ze j=2i (lub j=2i+1). Obsckry e tworzg 10, CO MoZna
uwazac za dolny wiersz odpowiedniego drzewa binarmego (zob. rys. 2.6) i nie
musi miedzy nimi zachodzié¢ zadna relacja. Kopiec rozszerzamy obecnie na lewo.
W kazdym kroku jest dolaczany nowy obiekt 1 ustawiany prawidiowo dzigki
przesiewaniu. Proces ten, zilustrowny w tabl. 2.6, daje w wyniku kopiec poka-
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TABLICA 2.6
Budowa kopca

Eis 55 12 94 18 06 67

44 55 42 94 18 06 67
44 55 42 94 18 12 67
i
44 | 42 08 55 94 18 12 &7
, =P T
06 42 12 55 94 18 44 67
ha i b7,

zany na rys. 2.6. W rezultacie proces tworzenia kopca n-elementowego h, ... h,
w miejscu jest opisany nastepujaco:

[:= (ndiv2)+1;

while />1 do
begin [:= [— 1; przesiewanie (L, n)
end

W celu posortowania elementéw kopca trzeba teraz wykonac¢ n krokow
przesiewania; po kazdym kroku kolejny element moze byc¢ zdjety z wierzchotka
kopca. Jeszcze raz powstaja pytania: gdzie trzymac zmieniajace sig elementy
wierzchotkowe i czy bedzie mozliwe sortowanie w miejscu. Oczywiscie, jest
takie rozwiazanie! W kazdym kroku nalezy zdjaé z kopca jego ostatni ele-
ment, powiedzmy x, przechowac wierzchotkowy element w zwolnionym przez
x miejscu i przesiaé x na wiasciwe miejsce. Potrzebne do posortowania
elementéow n—1 krokow pokazano na przykladzie kopca w tabl. 27.

TABLICA 2.7
Przykiad procesu sortowania przez kopcowanie

06 42 12 55 94 18 LES 67

12 42 18 55 94 67 4
, IS it o=

18 42 44 55 94 67
|

42 55 44 67
RIS 2 0 .

06

94 18 12 06

44 67 18 12 06
fubios ob

55 42 18 12 06
| HEREEP

67 42 18 12 06

94 687 55 44 42 18 12 06
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Proces ten jest opisany za pomoca procedury przesiewanie (program 2.7) na-
stepujaco:

p:=1;
while p>1 do
begin x:=a[l]; a[l] :=alpl;alp):=x;
pi= p—1; przesiewanie(l, p)
end

Przyklad z tabl. 2.7 pokazuje. ze korficowy porzadek jest w rzeczywistosci
odwrécony. Mozna to jednakze fatwo usunaé, zmieniajac kierunek relacji
porzadku w procedurze przesiewania. W wyniku otrzymujemy procedurg sor-
towanieprzezkopcowanie przedstawiona w programie 2.8.

PROGRAM 2.8
Sortowanie przez kopcowanie

procedure sortowanieprzezkopcowanie.
var [, p: indeks; x: obiekr:
procedure przesiewanie;
label 13;
var i, j: indeks:
begin i:=[; j:=2=i: x-= a1}
while j<p do
begin if j <p then

if alj).klucz <alj+ 1] kiucz then j = j+1;
if x. klucz=a[j] kisc: them goto 13;
alil:=aljl: i = = 2=
end;
13:alili=x
end;

begin [ := (n div 2)+ 1. p = =
while /> 1 do

begin [:= | — 1: prresiewanie
end;
while p>1 do
begin x:= a[ll: a[l] = a[p]; alpl:i=x;
pi= p—1. przesiewanie
end

end {sortowanieprzezkopcowanie]

Analiza metody sortowania przez kopcowanie. Na pierwszy rzut oka nie
widaé, Ze ta metoda daje dobre wyniki. Przede wszystkim duze obiekty sa
najpierw przesiewane w lewo, a dopiero poZniej przenoszone daleko w prawo.
Rzeczywiscie, nie zaleca sig stosowania tej procedury dla matej liczby obiektow,
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takiej jak przedstawiona w przykiadzie. Jednakze dla duzych n sortowanie przez
kopcowanie jest bardzo efektywne i im wigksze n, tym lepsze daje wyniki —nawet
w poréwnaniu z sortowaniem metoda Shella. W najgorszym przypadku potrzeba
n/2 krokéw przesiewania, w ktérych obiekty sa przesiewane przez log (n/2),
log (n/2—1),..., log (n—1) miejsc, przy czym logarytm jest brany przy pod-
stawie 2 i obcinany do najblizszej, mniejszej wartoSci catkowitej. Nastepnie
faza sortowania wymaga n— 1 przesiewan z co najwyzej log (n—1), log (n—2),
.., 1 przestawieniami obiektéw. Ponadto potrzeba n—1 przestawied, aby
zapamigtaé obiekt przesiany z prawej strony. Rozumowanie to wykazuje, ze
metoda sortowania przez kopcowanie wymaga. nawet w Rajgorszym przy-
padku, liczby krokéw rzedu n-logn. Doskonala efektywnos¢ dla najgorszego
przypadku jest jedna z najwazniejszych zalet metody sortowania przez kop-
cowanie.

Nie jest w zupeinoéci jasne, w jakim przypadku mozna si¢ spodziewac
najgorszej (lub najlepszej) efektywnosci. Ogélnie wydaje sig, Ze sortowanie przez
kopcowanie faworyzuje takie ciagi wejsciowe, ktérych elementy sa w mniejszym
lub wigkszym stopniu uporzadkowane w odwrotnej kolejnosci i dlatego metoda ta
wykazuje zachowanie nienaturalne. Oczywiscie, jezeli obiekty byly uporzad-
kowane odwrotnie, to faza budowy kopca nie wymaga zadnego przesuwania. Dla
o$miu obiektow z naszego przykiadu nastepujgce ciagi poczatkowe wymagaja
odpowiednio najmniejszej i najwigkszej liczby przesunigc:

Pr,

min

94 67 44 55 12 42 18 6

=13 dla ciagu

Pr_ =24 dla ciagu

max

18 42 12 44 6 55 67 9%4

p . . ; ; -
Srednia liczba przesunigé elementéw ciagu wynost w zaokragleniu E-n-]ogn,

a odchylenia od tej wartosci sa stosunkowo niewielkie.

2.2.6. Sortowanie przez podzial

Po oméwieniu dwoch nowoczesnych metod sortowania, dziatajacych na
zasadach wstawiania i wybierania, przedstawimy trzecia, ulepszona metode,
w ktérej stosuje si¢ zasadg zamiany. Pamigtajac o tym, ze sortowanie babelkowe
bylo na ogét najmniej efektywne z trzech prostych metod sortowania, mozna
przewidywaé mozliwo§¢ powaznych ulepszen. Nadspodziewanie ulepszenia
wprowadzone do metody sortowania przez zamiang, ktére bgda oméwione w tym
punkcie, daja najlepsza ze znanych dotychczas metod sortowania tablic. Jej
efektywnos¢ tak si¢ rzucata w oczy, ze wynalazca C.A.R. Hoare nazwal ja
sortowaniem szybkim (ang. quick sort) [2.5] i [2.6].
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W metodzie sortowania szybkiego korzysta si¢ z fakiu. ze w celu zapew-
nienia efektywnosci powinno sie wymienia¢ obiekty pofozone daleko od siebie.
Zal6zmy, 7e danych jest n obiektéw ustawionych w odwrotmym porzadku kluczy.

Mozna posortowaé je, wykonujac tylko n/2 wymian, biorac najpierw obiekty
posuwaé si¢

— skrajny z lewej strony i skrajny z prawej strony, a nasigpnie
stopniowo do §rodka z obu stron. Oczywiscie takie postgpowanic mozliwe jest
tylko dlatego, e uporzadkowanie byto doktadnie odwrotne. Lecz mimo w szystko
czego§ mozna si¢ z tego przyktadu nauczyc.

Sprébujmy uzyé nastgpujacego algorytmu, Wybierzmy losowo jakis obiekt
i nazwijmy go x; przegladajmy tablicg od lewej strony, az znajdziemy obiekt
a,>x, a nastgpnie przegladajmy tablice od prawej, az znajdziemy a <ux.
Wymiefimy teraz te dwa obiekty i kontynuujmy proces ,,przegladania 1 zamiany .
az nastapi spotkanie gdzie§ w §rodku tablicy. W rezultacie otrzymamy tablice
podzielona na lewa cz¢s¢ z kluczami mniejszymi od x oraz prawa czesc kluczami
wickszymi od x. Ten proces dzielenia jest sformutowany w postaci procedury
w programie 2.9. Zauwazmy, ze relacje > i < sa zastapione przez relacje > 1<,
ktérych zaprzeczeniami w instrukcji while sa relacje < i >. Po tej zmianie x
petni funkeje wartownika zaréwno przy posuwaniu si¢ od lewej, jak i od pra-
wej strony.

PROGRAM 2.9
Podziat

procedure podziat;
var I, j: indeks; w, x: obieiz
begin i:=1; j:=n;
wybierz losowo obiekt x.
repeat
while « [{]. klucz < x.klucz do 1 =1
while x. klucz<aljl. klucz do - = - — 1.

if i< j then
begin w:= aq[i]; alil:=aljl- aly] = w;
=i+l =j—1
end
until (>

end
Jezeli na przyklad za x wybierzemy Srodkowy klucz 42, to w tablicy kluczy
44 55 12 42 94 06 18 67

trzeba dokona¢ dwoch wymian, aby otrzymac tablice podzielona

- ]

18 06 12 |42| 94 55 44 67
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Ostanie warto$ci indekséw wynosza ( =5 oraz j =3. Klucze a, ...a, | sa mniejsze
badZ réwne kluczowi x=42, klucze a;_,...a, sa wicksze badZ réwne temu
kluczowi. Wynika stad, Zze otrzymaliSmy podzial na dwie czgici, a mianowicie

ap klucz<x.klucz dla k=1..i—1 (2.14)
a. kluczzx. klucz  dla k=j+1..n

oraz
a. klucz=x.klucz dla k=j+1..i—1

Algorytm ten jest bardzo prosty i efektywny, poniewaz zmienne i, j oraz
x moga by¢ w czasie przegladania tablicy trzymane w szybkich rejestrach
maszyny cyfrowej. Jednakze algorytm moze by¢ tez nieporgczny, jak Swiadczy
o tym przypadek n identycznych kluczy, w ktérym dokonuje si¢ n/2 wymian
elementow. Te niepotrzebne wymiany mozna fatwo wyeliminowaé, zmieniajac
instrukcje przegladania na

while a [i]. Mlucz<x.kluczdo i:=i+1;
while x. klucz <alj). klucz do j:= j—1;

Jednakze w tej sytuacji wybrany element x, ktéry nalezy przeciez do tablicy, nie
moze byé juz wartownikiem podczas przegladania tablicy. Sytuacja, w ktorej
wszystkie klucze bedg identyczne, spowoduje wyjScie poza granice tablicy, chyba
ze zastosujemy bardziej skomplikowany warunek koriczacy przegladanie. Prosto-
ta warunkéw uzytych w progamie 2.9 réwnowazy dodatkowe wymiany, ktére
zdarzaja sie stosunkowo rzadko w przecietnym, ,,losowym” przypadku. Drobna
oszczedno$¢ mozna jednak osiagnaé, zmieniajac warunek sterujacy krokiem
wymiany na

i<j

zamiast {<j. Zmiang tg nie mozna jednakze obja¢ dwdch instrukeji:

=i+l j=j—1

ktore wobec tego wymagaja osobnej instrukcji warunkowej. Potrzebe tej
instrukcji wykazuje nastepujacy przykiad z x=2:

ek S A T I e

Pierwsze przejécie 1 wymiana daje w wyniku

LR T Al ikl

oraz i=5, j=6. Drugie przejScie nie zmienia tablicy oraz i=7, j=6. Jesli
wymiana nie bylaby objeta warunkiem i <j, to wykonana zostataby niepoprawna
wymiand dg z a,.
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Mozna nabraé zaufania do poprawnosci algorytmu podziatu, sprawdziwszy,
e dwa stwierdzenia (2.14) sa niezmiennikami instrukc): repeat. Poczatkowo, gdy
i=1 1 j=n, sa one oczywiscie prawdziwe, a przy Wyjsciu 7 warto$ciami [>]
zapewniaja pozadany wynik.

Przypomnijmy, Ze naszym celem bylo nie fylko zmaiczienie podziatow

-----

clementéw tablicy, lecz takze posortowanie tablicy. Jednasze od podziatu tablicy

do jej posortowania jest tylko jeden maly krok: po pocmeienic tablicy prze-
prowadzamy ten sam proces dla jej obu czeéci, potem dla czgsa tych czesai itd.
— dopéty, dopoki kazda z czgci nie bedzie sie skiadac iko z jednego obiektu.

Taki sposGb postepowania jest opisany W programic 2.10

PROGRAM 2.10
Sortowanie szybkie

procedure sortowanieszybkie;
procedure sortuj(l, p: indeks);
var i, j: indeks; x, w: obieki:
begin i:=1[; j:=p;
x:=al(l+p) div 2]

repeat
while a[i]. klucz <x kiwcz do 1 = i+ 1:
while x. klucz<al;] Hurz do j = j—

if i<j then
begin w:=alil:ali]l =alsl- o jl =w;
ii=i+1;j=5—1
end
until i >j;
if [ <j then sortuj (L, J ):
if i <p then sortuj (i, p)
end,;
begin sortuj (1, n)
end {sorfowanieszybkie}

Procedura sorfuj wywotuje siebie rekurencyime. UZycie rekursji w algoryt-
mach jest bardzo skutecznym narzedziem i bedzie & kiadnie omowione w rozdz. 3.
W niektérych starszych jezykach programowaniz rexursja 7 pewnych technicz-
nych wzgled6éw jest zabroniona. Pokazemy teraz. | ak ten sam algorytm mozna
napisa¢ w postaci procedury nierekurencyjne;. Narzucajacym si¢ rozwiazaniem
jest zastapienie rekursji przez iteracje; beda jednak wiedy potrzebne dodatkowe
operacje pomocnicze.

Sprawa kluczowa dla rozwiazania iteracyjnego jesi przechowywanie listy
7adan podziatow czesci tablicy, ktérych jeszcze me dokonano. Po kazdym kroku
pojawiaja si¢ dwa zadania podziatu. Tylko jedno z nich moze by¢ bezpoSrednio
wykonane przez kolejna iteracje; drugie przechowuje si¢ na te] liScie. Oczywiscie
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wazne jest, aby lista zadar byta ustawiona w okreslonej kolejnosci, a mianowicie
— w odwrotnej kolejnosci. Wynika stad, ze pierwsze zapamigtane Zadanie musi
by¢ wykonane na koricu i vice versa; lista zachowuje si¢ podobnie do pulsujacego
stosu. W ponizszej, nierekurencyjnej wersji sortowania szybkiego, kazde zadanie
jest reprezentowane po prostu przez lewy i prawy indeks podziatu, ktéry ma by¢é
jeszcze dalej dzielony. Tak wigc wprowadzimy zmienna tablicowa o nazwie stos
oraz indeks s zaznaczajacy ostatnie zajete miejsce stosu (zob. progr. 2.11). Wybor
odpowiedniej wielkosci stosu m bedzie przedyskutowany podczas dokonywania
analizy metody sortowania szybkiego.

PROGRAM 2.11
Nierekurencyjna wersja sortowania szybkiego

procedure sortowanieszybkiel;
const m=12;
var i, J, I, p: indeks;
x, w: obiekt
5: 0. .m;
stos: array [1. .m] of
record [, p: indeks end,
begin s:= 1; stos[1].[:=1; stos[1].p:= n;
repeat {we? zqdanie z wierzchotka stosu}
l:=stos[s].l; p:=stos[s].p; s:=5—1,
repeat {dziel a[l]...a[p]}
ir=1; j=p; x:=al[(l+p) div 2];
repeat
while a[i]. klucz <x.kiucz do i:=i+1;
while x. klucz<a[jl.klucz do j:= j—1;
if i</ then
begin w:= a[i]; ali]:= alj]; alj]:=w:
i=i+1;ji=j—1
end
until i >J;
if i <p then
begin {zqdanie posortowania prawej czesci|
5= s+ 1; stos[s].l:= i, stos[s].p:=p
end,
P}
until /=p
until s=0
end {sortowanieszybkiel }

Analiza metody sortowania szybkiego. W celu zanalizowania efektywnosci
sortowania szybkiego musimy najpierw zbada¢ przebieg procesu podzialu. Po
wybraniu ograniczenia x posuwamy si¢ przez calg tablicg. Dokonuje si¢ wigc
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dokiadnie n poréwnafi. Liczbe wymian mozna wyznaczy¢. stosujac nastgpujace
rozumowanie probabilistyczne.

Zal6zmy, ze zbiér danych do podziatu skiada sie z n kluczy 1 ... n oraz ze
wybrali§my ograniczenie x. Po zakoriczeniu podziatu obicki x bedzie zajmowat
x-te miejsce tablicy. Potrzebna liczba wymian jest rowna liczbie elementow
lewego podziatu (x—1) razy prawdopodobiefistwo zamiany klucza. Klucz jest
zamieniany, jezeli jest nie mniejszy niz ograniczenic Prawdopodobieriswo to
wynosi (n—x+1)/n. Spodziewana liczbe wymian otrzymajemy. SUmujac po
wszystkich mozliwych wyborach ograniczenia i dziciac iak oirzymang sume
przez n.

n

2,

x=1

n—x n 1
— ND=—-—— (2.15
e '

Pr =

1
n
Stad spodziewana liczba wymian wynos: oxodo = 8

Jezeli przyjmiemy, ze bedziemy mmel duzo s2czgscia 1 Zawsze jako
ograniczenie uda nam si¢ wybrac mediame. o Koy proces podzialu rozbije
tablice na dwie jednakowe czgsci, @ womczas potrzebna do posortowania liczba
przejéé bedzie réwna log n. Wisdy cafkowa liczba poréwnan bedzie wynosi¢
n-log n, catkowita zas liczha wymsan elementéw n/6-log n. Oczywiscie nie
mozna liczy¢ na to. ze zawsze Wy DecTzemy mediane. W rzeczywistoSci szansa
natrafienia na nia wynosi tylko 1 /n. Zadziwiajace jest jednakze, Ze w przypadku
losowego wyboru ograniczenia Sredmid efektywnosé sortowania szybkiego jest
gorsza od optymalnej tylko 2 In Z razy

Jednakie i metoda sortowamsz szybkiego ma swoje stabe strony. Przede
wszystkim, tak jak i wszystkic nowoczesne metody, niezbyt dobrze dziata dla
matych warto$ci n. Jej przewaga nac pos ostatymi metodami polega na mozliwosci
latwego wstawiania proste] metody sormowania dziatajacej na matych podzialach.
Jest to szczegblnie korzystne diz rekurencyjne] wersji programu.

Pozostala nam jeszcze do omowienia kwestia najgorszego przypadku. Jak
wtedy dziata metoda sortowania sz3 bkiego? Odpowiedz, niestety, rozczarowuje
i odkrywa jedna ze staboSci sortowania sz3 bkiego, ktére w tych przypadkach staje
sie sortowaniem powolnym. Rozwazmy na przykiad nieszczeSliwy przypadek
wyboru za kazdym razem najwicksze] = artosci z podziatu jako ograniczenia x.
Wtedy kazdy krok dzieli segment n obiekiow na lewa czeéé sktadajaca sigzn—1
obiektdw oraz prawa cze$¢ skladajaca sic 2 pojedynczego obiektu. W rezultacie
potrzeba dokonac n, a nie tylko log n podziaiow i stad efektywno$¢ w przypadku
najgorszym jest rzedu n’.

Jak widaé, decydujacym krokiem jest wybor ograniczenia x. W naszym
przyktadowym programie wybierany byl obickt Srodkowy. Zauwazmy, z€ réwnie
dobrze mozna wybiera¢ albo pierwszy, albo ostatni element a[l] lub a[p].
Przypadkiem najgorszym jest wowczas tablica poczatkowo uporzadkowana;
sortowanie szybkie wykazuje zatem zdecydowang ,.,niecheé” do zadafi trywial-
nych i preferuje tablice nieuporzadkowane. Przy wyborze obiektu srodkowego ta
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dziwna whasciwoéé sortowania szybkiego jest mniej widoczna, poniewaz poczat-
kowo posortowana tablica bedzie przypadkiem optymalnym! W rzeczywisto$ci
przecigtna efektywno$¢ jest nieco lepsza przy wyborze obiektu $rodkowego.
Hoare proponuje, aby wyboru x dokonywa¢ ,,losowo” lub wybiera¢ mediane
2 malej probki, powiedzmy trzech kluczy [2.12] i [2.13]. Tego typu racjonalny
wybor prawie zupelnie nie wptywa na Srednia wydajnos¢ metody sortowania
szybkiego, lecz poprawia znaczaco jej wydajnos¢ w najgorszych przypadkach.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze sortowanie oparte na metodzie sortowania
szybkiego jest pewnego rodzaju loteria, na ktérej mozna duzo straci¢, jezeli nie
bedzie sie miato szczgscia.

Bardzo waznych rzeczy mozna si¢ nauczy¢ na podstawie opisanego
doswiadczenia; dotycza one bezposrednio programisty. Jakie bgda skutki opisane-
g0 powyzej wykonania programu 2.11 w najgorszym przypadku? Doszlismy do
wniosku, ze kazdy podziat da w wyniku prawy segment sktadajacy si¢ z jednego
tylko obiektu; zadanie posortowania tego segmentu jest odkladane na stos w celu
pb7niejszego wykonania. Dlatego najwigksza liczba zadan, a wigc catkowita
potrzebna dtugos§¢ stosu wynosi n. Taka sytuacja jest nie do przyjecia. (Zauwaz-
my, Ze w nie lepszej sytuacji — a tak naprawde to nawet w gorszej — jest wersja
rekurencyjna, poniewaz system pozwalajacy na rekurencyjne wywotania proce-
dur bedzie musiat automatycznie przechowywa¢ wartosci zmiennych lokalnych
i parametréw wszystkich wywolanych procedur oraz uzywac do tego celu
niejawnego stosu). Mozna temu zaradzi¢, przechowujac na stosie zadanie
posortowania dluzszego segmentu i kontynuujac dalej dzielenie krétszych czesci.
W takim przypadku wielko§¢ stosu m mozna ograniczy¢ do m=log,n.

Zmiana, ktorej trzeba dokona¢ w programie 2.11, ogranicza si¢ do czesci
zapamietujacej nowe zadanie. Teraz ten fragment wyglada nastepujaco:

if j—/<p—i then
begin if i <p then
begin {zapamietaj na stosie zqdanie podziatu prawej czesei}
s:=s5+1; stos[s].l:=i; stos[s].p:=p
end;
p:= j{sortuj lewq czes¢}
end else
begin if / <j then
begin {zapamietaj na stosie zadanie podziatu lewej czesci}
si= s+ 1; stos[s].l:= [; stos[s].p:=]
end;
l:= i {sortuj prawq czesc¢}
end
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2.2.7. Znajdowanie mediany

Mediana n obiektow jest zdefiniowana jako obiekt mniejszy od potowy (lub
réwny polowie) n obiektow oraz wigkszy (lub réwny) od drugiej potowy
n obiektéw. Na przyktad mediana elementow

16 12 99 95 18 87 10

jest 18.
Zagadnienie znajdowania mediany bywa tradycyjnie taczone z sortowaniem,
poniewaz nieomylnym sposobem okre$lania mediany jest posortowanie zbioru

n obiektéw, a nastepnie wybranie obiektu Srodkowego. Jednakze potencjalnie
o wiele szybsza metode znadowania mediany daja nam podzialy robione przez
program 2.9. Opiszemy metode. ktora fatwo daje si¢ uogéIni¢ do zagadnienia
50 7 n elementéw zbioru. Znajdowanie mediany

znajdowania k-tego najmn

bedzie przypadkiem spec ';_"—;- m dla k=n/2.

Algorytm wynaleziony przez C.AR. Hoare’a [2.4] dziala nastgpujaco.
Najpierw stosuje si¢ operacic podziatu z metody sortowania szybkiego dla /=1
i p=n oraz z a[k] wybranym jako warto$¢ dzielaca (granica) x. Otrzymane
w wyniku wartoéci indeksow 1 oraz J sa takie, ze
(1) a[h]l<x dla wszystkach k<!

) alhlzx dla wszystioch £>; (2.17)
(3) i>jf

Moga wystapic trzy przypaco

(1) Wartos¢ dzielaca x okazaiz sic 7a mata; w wyniku tego granica miedzy
dwoma cze§ciami przebisgz pomize) pozadane] wartosci k. Proces podziatu
musi by¢ powtérzony diz clemeniow ali] ...alp] (zob. rys. 2.9).

L < | > ]

i B
T T t | RYSUNEK 2.9
/ i K p Za mata granica

(2) Wybrana granica x okazzia si¢ za duza; operacja dzielenia musi by¢
powtérzona dla przedziatu al/]... alj] (zob. rys. 2.10).
[ > |

<
T A i
T l T RYSUNEK 2.10
k j i p Za duza granica
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(3) j<k<i:element a[k] dzieli tablice na dwa przedziaty w zadanej proporcji
i dlatego jest juz szukana wielkoscia (zob. rys. 2.11).

AN
W

—
— —

T t RYSUNEK 2.11
i P Granica whasciwa

Proces dzielenia musi by¢ powtarzany dopdty, dopdki nie wystapi przy-
padek 3. Iteracje te¢ opisano w nastgpujacym fragmencie programu:

l:=1; p:=mn,;
while /<p do
begin x: = alk];
podziat (a[l]...alpl); (2.18)

if j <k then [:= i,
ifk<ithenp: =j
end

Polecamy czytelnikowi oryginalny artykut Hoare’a, w ktérym znajduje sig¢
formalny dowd6d poprawnos$ci tego algorytmu. Caly program znajd? mozna
w prosty sposéb z niego wyprowadzic.

PROGRAM 2.12
ZnajdZ k-ty element

procedure znajdi(k: integer);
var [, p, i, j, w, X! integer;
begin [:=1; p:=n;
while /<p do
begin x:=alk]; i:=1[; j:=p;
repeat {dziel}
while a[i]<xdo i:=i+1;
while x<a[j]doj=j—1;
if i</ then
begin w:= ali]; ali]: = alj]; alj] = w;
=i+l j=j—1
end
until i>];
if j<k then [:= i,
if k<ithen p:=j
end
end {znajdz}
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Jezeli zalozymy, e §rednio kazde dzielenie przepotawia dlugos¢ podziatu,
w ktérym znajduje si¢ pozadana wielkosé, to liczba potrzebnych poréwnarn
wynosi

NS (2.19)
n s - oo = J
274 "

tzn. jest ona rzedu n. Pokazalismy w ten sposob, jak wydajny jest program znajdZ
w przypadku szukania mediany 1 analogicznych wielkosci, oraz wykazaliSmy jego
przewage nad bezposrednimi metodami sortowania calego zbioru kandydatow
w celu wybrania k-tego (najlepsze z nich sa rzedu n-logn). Jednakze w najgor-
szym przypadku kazdy krok dzielenia zmniejsza wielko$¢ zbioru kandydatow o 1,
co prowadzi do liczby potrzebnych poréwnar rzedu n”. T tym razem stosowanie
tego algorytmu nie przynosi zadnych korzysci, jezeli liczba elementow jest mata,
powiedzmy mniejsza niz 10.

2.2.8. Poréwnanie metod sortowania tablic

Aby podsumowac powyzszy preeglad metod sortowania, sprobujemy porow-
naé ich efektywnosé. Jezeli n bedzie oznaczac liczbe obiektow, ktore nalezy
posortowaé, to Po i Pr beda nadal oznaczaé, odpowiednio, liczbe potrzebnych
poréwnaf kluczy i przesuniec obiektéw. Scisle wzory analityczne mozna podac
dla wszystkich trzech prostych metod sortowania. S one zestawione w tabl. 2.8.
Nazwy kolumn: min, max, Sr okreSlaja, odpowiednio, wartosci najmniejsze,
najwigksze oraz spodziewane wartoéci usrednione dla wszystkich n! permutacji
n obiektow.

TABLICA 2.8
Poréwnanie prostych metod sortowania
Min Sr Max
Proste wstawianie Po=n—1 (nP+n—2)/4 (Rt=n)/2—1
Pr=2(n—1) (n*—9n—10)/4 (n*+3n—4)/2
Proste wybieranie Po=(n*—n)/2 (nt—n)/2 (n?—n)/2
Pr=3(n—1) n(lnn+0.57) n*/4+3(n—1)
Prosta zamiana Po=(n*—n)/2 (n®—n)/2 (n*—n)/2
(sortowanie babelkowe) | Pr=0 (n?—n)*0,75 (n*—n)=1.5

Nie sa znane wystarczajaco proste, dokiadne wzory dla nowoczesnych
metod. Najwazniejsze jest to, Ze potrzebna praca obliczeniowa jest rtowna ¢, n'”
w przypadku sortowania metoda Shella oraz ¢, n - log n w przypadkach sortowania
przez kopcowanie 1 sortowania szybkiego.
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TABLICA 2.9
Czasy wykonania programéw sortowania
Odwrotnie
Uporzadkowany Losowy uporzadkowany

Wstawianie proste 12 23 366 1444 704 2836
Wstawianie poldwkowe 56 125 373 1327 662 2490
Wybieranie proste 489 1907 509 1956 695 2675
Sortowanie babelkowe 540 2165 1026 4054 1492 5931
Sortowanie babelkowe

ze znacznikiem 5 8 1104 4270 1645 6542
Sortowanie mieszane 5 9 961 3642 1619 6520
Sortowanie metoda Shella 58 116 127 349 157 492
Sortowanie przez :
kopcowanie 116 253 110 241 104 226
Sortowanie szybkie 31 69 60 146 a7 79
Sortowanic przez faczenie® 99 234 102 242 99 232
* Zoh, p. 2.3.1

Wzory te daja zgrubna oceng efektywnosci jako funkcji n oraz umozliwiaja
podzial algorytméw sortowania na metody prymitywne lub proste (n?) oraz
nowoczesne lub , logarytmiczne” (n - log n). Jednakze ze wzgledow praktycznych
dobrze jest moc dysponowaé danymi eksperymentalnymi, ktore umozliwityby
oceng wielkosci wspolczynnika ¢, pozwalajaca na dalsze rozréznienie metod
sortowania. Co wigcej, w powyzszych wzorach nie uwzgledniono pracy ob-
liczeniowej po§wigconej na wykonywanie operacji innych niz poréwnania kluczy
i przesunigcia elementéw, takich jak sterowanie wykonaniem petli itp. Jasne, ze
takie czynniki w pewnym stopniu zalezg od konkretnego systemu, ale i tak wyniki
otrzymane eksperymentalnie sa bardzo pouczajace. W tablicy 2.9 przedstawiono
czasy (w milisekundach) dzialania poprzednio oméwionych metod zaprog-
ramowanych w jezyku Pascal i wykonanych przez maszyne cyfrowa CDC 6400.
Trzy kolumny zawieraja czasy sortowania juz uporzadkowanego ciagu, losowo
wybranej permutacji oraz tablicy uporzadkowanej odwrotnie. Lewa strona kazdej
kolumny dotyczy 256 obiektow, prawa 512 obiektow. Przedstawione wyniki
pozwalaja wyraZnie odr6zni¢ metody rzedu n* od metod n - log n. Godne uwagi sa
nastepujace wnioski.

(1) Usprawnienie wstawiania potowkowego w stosunku do prostego wstawiania
nie ma faktycznie zadnego znaczenia, a nawet wptywa ujemnie w przypadku
istniejacego juz porzadku.

(2) Sortowanie babelkowe jest zdecydowanie najgorsza ze wszystkich poréw-
nywanych metod. Jej ulepszona wersja — sortowanie mieszane — jest nadal
gorsza od metod prostego wstawiania i prostego wyboru oprocz patologicz-
nego przypadku sortowania juz posortowanej tablicy.

(3) Sortowanie szybkie jest lepsze od sortowania przez kopcowanie 2 do 3 razy.
Tablice uporzadkowana odwrotnie sortuje si¢ ta metodg z szybkoscig
praktycznie taka samg jak tablice juz posortowana.
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TABLICA 2.10
Czasy wykonania programéw sortowania (klucze wraz ze 7w iazanymi z nimi danymi)

Odwrotnie
Uporzadkowany Losowy uporzadkowany
Wstawianie proste 12 46 366 1129 704 2150
Wstawianie poléwkowe 46 76 373 1105 | 662 2070
Wybieranie proste 489 547 509 607 | 695 1430
Sortowanie babelkowe 540 610 1026 3212 1492 5599
Sortowanie babelkowe
ze znacznikiem 5 5 - 3237 1645 5762
Sorlowanie mieszane 5 5 | 96 3071 1619 5757
Sortowanie metoda Shella 58 186 27 373 157 435
Sortowanie przez
kopcowanie 116 264 110 246 104 227
Sortowanie szybkie 31 535 60 137 37 75
Sortowanie przez taczenie* 99 196 102 195 99 187

* Zoh, p. 23.1

Trzeba nadmieni¢, ze wyniki uzyskano, sortujac obiekty sktadajace si¢ tylko
7 klucza, bez towarzyszacych danych. Nie jest to zalozenie zbyt realistyczne;
w tablicy 2.10 pokazano, jaki wpiyw na wyniki ma zwigkszenie wielkoSci
obiektéw. W badanym przykiadzie dane zajmowaly 7 razy tyle pamieci co klucz.
W tablicy 2.10 lewa stroma kazde) kolumny zawiera czas potrzebny do
posortowania kluczy bez tow ar7yszacych danych; prawa strona kolumny od-
powiada sortowaniu z [OWarzyszacymi danymi: n=256. Nalezy zwr6ci¢ uwage

la

na nastepujace wnioski:

(1) Metoda prostego wyboru znacznic svskata 1 wyszla na prowadzenie wirod
prostych metod.

(2) Metoda sortowania babelkowezo jest Cale) zdecydowanie najgorsza (stracita
catkowicie znaczenie!) i tylko jej ..ulepszenie” zwane sortowaniem miesza-
nym jest od niej nieco gorsze w prypadsu uporzadkowania odwrotnego.

(3) Metoda sortowania szybkiego umocniia nawel swoja pozycj¢ najszybsze;
metody i jest najlepsza ze znanych obecnic metod sortowania tablic.

2.3. Sortowanie plikow sekwencyjnych

2.3.1. Laczenie proste

Przedstawionych w poprzednim punkcie algorytméw sortowania nie mozna,
niestety, stosowaé wtedy, gdy dane przeznaczone do posortowania nie mieszcza
sie w glownej pamigci maszyny cyfrowej i sa przechowywane np. w peryferyj-
nych pamieciach sekwencyjnych, takich jak tasmy. W tym przypadku dane
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opiszemy jako plik (sekwencyjny), ktérego zasadnicza cecha jest to, ze w kazdej
chwili jest dostgpny bezposrednio jeden i tylko jeden jego skiadnik. Jest to
powazne ograniczenie w poréwnaniu z mozliwosciami oferowanymi przez
strukture tablicy i dlatego tez trzeba stosowaé zupelnie odmienne metody
sortowania. Jedna z najwazniejszych metod jest sortowanie przez laczenie
(scalanie; ang. merge sort). Eaczenie (lub scalanie) oznacza wiazanie dwéch (lub
wigcej) ciagow uporzadkowanych w jeden ciag uporzadkowany przez wybieranie
* kolejnych obiektow sposréd aktualnie dostepnych elementéw tych ciagbw.
Laczenie jest o wiele prostsze od sortowania i jest stosowane jako operacja
pomocnicza w bardziej ztozonym procesie sortowania sekwencyjnego. J ednym ze
sposob6w sortowania opartym na taczeniu jest tzw. laczenie proste, ktére
przebiega wedtug nastepujacego schematu:

(1) Dzielimy ciag a na polowy, nazwane b i c.

(2) Laczymy ciagi b i c, skladajac pojedyncze ich elementy w pary uporzad-
kowane.

(3) Nazywamy pofaczony ciag a i powtarzamy kroki 1 i 2, taczac tym razem pary
uporzadkowane w czworki uporzadkowane.

(4) Powtarzamy poprzednie kroki, taczac czworki w 6semki, i dalej postepujemy
w ten sam sposob, podwajajac za kazdym razem dlugosé taczonych
podciagow dopdty, dopdki caly ciag nie zostanie uporzadkowany.

Jako przyktad rozwazmy ciag
44 55 12 42 94 18 06 67
W kroku 1 otrzymamy po podzieleniu ciagi

44 55 12 42
94 18 06 67

Po potaczeniu pojedynczych elementéw (ktére sg ciagami uporzadkowanymi
o dlugosci 1) w pary uporzadkowane otrzymujemy

44 94 ./ 18 55 " 06 12 ' 42 67

Po ponownym podzieleniu w $rodku i potaczeniu par uporzadkowanych otrzymu-
jemy

06 12 44 94 18 42 55 67

Po wykonaniu trzeciej operacji dzielenia i laczenia otrzymujemy w koricu
pozadany wynik
06 12 18 42 44 55 67 94

Kazda operacja dotyczaca catego zbioru danych nazywa sie faza, a najmnie;j-

szy podproces, ktérego kilkakrotne powtérzenie tworzy proces sortowania,
nazywa si¢ przebiegiem lub etapem. W powyzszym przykladzie sortowanie
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sktada sie z trzech przebiegéw, a kazdy przebieg skiada si¢ z fazy dzielenia i fazy
taczenia. Aby wykonaé sortowanie, sa niezbgdne trzy tasmy, dlatego ten proces
nazywany jest faczeniem tréjtasmowym (ang. three-tape merge).

W obecnej postaci fazy dzielenia nie przyczyniaja sie do sortowania,
poniewaz nie permutuja w zaden sposéb elementéw; w tym sensie sa bezproduk-
tywne, chociaz stanowia polowe wszystkich operacji kopiowania danych. Fazy
dzielenia mozna catkowicie usunaé, wigzac je z fazami taczenia. Zamiast taczenia
w jeden ciag dane wyjSciowe procesu taczenia sa natychmiast rozdzielane na dwie
tasmy, kiére beda wejsciem dla nastepnego przebiegu. W przeciwienstwie do
poprzedniego dwufazowego sortowania przez laczenie metoda ta nazywa si¢
aczeniem jednofazowym lub faczeniem wywazonym (zréwnowazonym; ang.
balanced merge). Jest ona oczywiscie lepsza, poniewaz wymaga o polowg mniej
operacji kopiowania; cena ptacona za tg zaletg jest czwarta taSma.

Omoéwimy teraz doktadnie, jak si¢ tworzy program laczenia. Poczatkowo
niech dane znajduja sie w tablicy, ktéra bedzie jednakze przegladana w spos6b
catkowicie sekwencyjny. Druga wersja programu sortowania przez taczenie
bedzie oparta na strukturze plikowej danych; pozwala to na poréwnanie dwoch
program6w 1 wykazanie, jak bardzo posta¢ programu zalezy od przyjetej
reprezentacji danych.

Mozna tatwo uzy¢ jednej tablicy zamiast dwoch plikdw, jesli tylko bedziemy
rozwazaé tablice jako ciag z dwoma koficami. Zamiast laczenia dwoch plikow
#rédtowych mozemy pobierac obiekty z dwdch koficow tablicy. Tak wiec ogdlna
postaé potaczonej fazy dzielenia i taczenia moina pokaza¢ tak jak na rys. 2.12.
Miejsce przeznaczenia taczonych obiektow zmieniamy po kazdej parze uporzad-
kowanej w pierwszym przebiegu, po kazdej czworce uporzadkowanej w drugim
przebiegu itd.; wypetniamy w ten sposob réwnomiernie oba ciagi wynikowe
reprezentowane przez dwa konce jednej tablicy. Po kazdym przebiegu tablice
zamieniaja sig rolami: Zrédiowa staje si¢ wynikowa i odwrotnie.

Dane zZrodlowe Dane wynikowe
[ [ 1 | [ ]
i i ! !
i J k !
M) o o ’
La_czenie\< ) Dzielenie

RYSUNEK 2.12
Sortowanie przez laczenie proste z dwiema tablicami

Dalsze uproszczenie programu mozna osiagnac. taczac dwie pojeciowo

rozne tablice w jedna tablice o podwéjnej diugosci. Tak wigc dane beda
reprezentowane przez tablice

array [1..2#%n] of obieki (2.20)
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Indeksy i oraz j beda okre§la¢ dwa Zrédiowe obiekty, podczas gdy k oraz [ beda
wyznacza¢ miejsca przeznaczenia danych wynikowych (zob. rys. 2.12). Danymi
poczatkowymi beda oczywiscie obiekty a; ... @, Potrzebna jest zmienna
boolowska gdra okre§lajaca kierunek przeptywu danych; gora = true bedzie
oznaczaé, ze przetwarzane aktualnie dane a, ... a, beda przesuwane ,,w gore” na
miejsce danych a, ... a,, natomiast géra = false bedzie oznaczaé, ze dane
a,., .. a, beda przenoszone ,na dot” —na a, ... a,. Zmienna gora zmienia
warto§¢ po kazdym kolejnym przebiegu. I wreszcie wprowadza si¢ zmienna p,
okreslajaca dtugos¢ taczonych podciagow. Jej wartos¢ wynosi poczatkowo 11 jest
podwajana przed kazdym nastepnym przebiegiem. Aby zagadnienie w pewnym
stopniu uprosci¢, zatozymy, ze n jest zawsze potega liczby 2. Tak wigc pierwsza
wersja programu aczenia prostego przybiera nastepujaca postac:

procedure sortowanieprzezlqczenie;
var i, j, k, I: indeks,
gora: Boolean; p: integer;
begin gora:= true; p:=1;
repeat {inicjuj indeksy}
if gora then
begin i:= 1; j:=n; k:=n+1; l:=2xn
end else
begin k:=1; l:=n;i:=n+1; j:=2%n (2.21)
end;
Llacz p-tki z i-ciagu oraz j-ciagu do
k-ciagu oraz [-ciagu”;
gora:="1gora;, p:= 2%p
until p=n
end

W nastepnym kroku budowy programu rozwiniemy instrukcje napisana
w jezyku naturalnym (ujeta w cudzystow). Oczywiscie kazdy przebieg algorytmu
taczenia obejmujacy n obiektow jest ciagiem operacji taczenia podciagéw, tzn.
taczenia p-tek. Aby zapewni¢ réwnomierne rozmieszczenie obiektow w dwéch
ciagach wynikowych, miedzy kolejnymi czeSciowymi laczeniami zmienia si¢
miejsce przeznaczenia danych z dolnego na gérny koniec tablicy wynikowej
i odwrotnie. Jezeli miejscem przeznaczenia taczonych obiektéw jest dolny koniec
tablicy wynikowej, to indeks k okresla to miejsce oraz zwigksza si¢ 0 1 po kazdym
przesunigciu jednego elementu ciagu. Jezeli obiekty maja by¢ przesunigte na
gérny koniec tablicy wynikowej, to indeks / okresla miejsce ich przeznaczenia
oraz zmniejsza si¢ 0 1 po kazdym przesunigciu. W celu uproszczenia opisu
aktualnego stanu laczenia bedziemy zawsze okreSla¢ miejsce przeznaczenia
indeksem k, zamieniajac warto$ci zmiennych k i [ po pofaczeniu kazdej p-tki,
a uzywany za kazdym razem przyrost bedziemy okresla¢ zmienna h, przy czym
hbedzie rowne 1 albo — 1. Powyzsze rozwazania doprowadzily nas do utworzenia
nastepujacego fragmentu programu:



-3 SORTOWANIE PLIKOW SEKWENCYINYCH 109

ho=1; m:= n; {m=liczba obiektéw do potaczenia;
repeat g:= p; ri=p; mi=m—2xp;
,,potacz g obiektéw z i oraz r obiektow z J.
k jest indeksem ciagu wynikowego z przyrostem h” (2.22)
h:i= —h;
zamied kz [”
until m=0

W kolejnym kroku precyzowania programu nalezy sformutowac¢ instrukcje
opisujace wlasciwe Iaczenie. Musimy w tym miejscu pamigtaé, ze koniec
podciagu, ktéry po laczeniu pozostal miepusty. ma by¢ dotaczony do ciagu
wyjéciowego za pomoca zwyklej operacii kopiowania.
while (¢g#0) A (r#0) do

begin {wybierz obiekt z i lub z j
if a[i).klucz < a[j].klucz then

begin ,,przesun obiekt z i do k. zwieksz ¢ oraz K, qg=qg—1 (2.23)
end else

begin ,,przesuri obiekt z j do k. zwigksz j oraz kKyri=r—1

end

end;

,.skopiuj koniec ciagu 7

,.skopiuj koniec ciagu ;~

koowowaniz kofcow ciagdw program bedzie
=0 w calosci postaramy si¢ wyelimino-

Po zaprogramowaniu Operacy!
catkowicie ukonczony. Przed napisas

waé ograniczenie, ze n ma by¢ potega hezby 2 Kuore fragmenty algorytmu ulegna
modyfikacji po usunigciu tego ogramiczemiz’ Eatwo mozna si¢ przekonaé, ze
najprosciej poradzi¢ sobie z sytuacja bardzie; ogoina. postepujac tak dhugo, jak
tylko to jest mozliwe, wedlug pierwoimnege schemary W tvm przypadku znaczy to

tyle, ze bedziemy dopéty taczyc p-tki, dopok resziki pozostale na ciagach
#rodlowych nie beda krétsze niz p. Jedynym fragmenicm programu. ktory ulegnie
zmianie, beda instrukcje wyznaczajace wartosci ¢ OfEZ T okreslajace diugosci
ciagdéw do polaczenia. Podane ponizej cztery instrukcje zasigpuja nastepujace trzy
instrukcje:

q:p; r::p; = m—-z*p

oraz, o czym czytelnik powinien si¢ sam przekonaC, stanowig efektywna
realizacje opisanej powyZzej strategii; zauwazmy. z& m okresla ogdlng liczbe
obiektow dwoch ciagow zZrédtowych, ktére pozostafy jeszcze do polaczenia:

if m=p then q:= p else g:=m;m:=m—q.
if m=p then r:=p else ri=m; m:=m-—r;
Ponadto, w celu zapewnienia zakoficzenia wykonania programu, warunek p=n
sterujacy ,.zewnetrzng” iteracja musi by¢ zmieniony na p=n. Po tych mody-
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tikacjach mozemy przej$¢ do opisu calego algorytmu w postaci petnego programu
(zob. program 2.13).

PROGRAM 2.13
Sortowanie przez laczenie proste

procedure sorfowanieprzeziqczenie;
var i, j, k, 1, t: indeks;
h. m, p, g, r: integer; gora: Boolean
{zauwaz, se a ma indeksy 1 ... 2xn}
begin gdra:= true; p:=1;
repeat h:= 1; m:=n;
if gdra then
begin i:=1; j:=n; k:=n+1; l:=2*n
end else
begin k:=1; I:=n; i:=n+1;j:= 2%n
end;
repeat {potacz ciagi z i oraz z j do k}
{q=dlugos¢ ciqgu i, r=dlugosc ciqgu J}
if m>p then g:=p else g:=m; m:=m—q;
if m>p then r:=pelse r:=m; m:=m—r,
while (g#0) » (r#0) do
begin {potqcz}
if a[il.klucz < alj).klucz then
begin a[k]:=alil; k:=k+h; i:=i+1;g:=q—1
end else
begin a(k]:=aljl; k:=k+h; ji=j—1,ri=r—1
end
end;
{kopiuj koniec ciagu j}
while r#0 do
begin a[k]:=aljl; k:=k+h; ji=j—1,r= r—1
end; ¢
{kopiuj koniec ciagu i}
while g #0 do
begin a[k]:=alil; k:=k+h; i:=i+1;qg=g—1

end;
hi=—h: =k, b=l li=t
until m=0;
gdra :="1gora; p:= 2%p
until p=n;
if 71 gora then
for i:= 1 to n do ali]l:= ali+n]

end {sortowanieprzeztaczenie}
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Analiza sortowania przez taczenie. Poniewaz kazdy przebieg podwaja
warto§¢ p oraz poniewaz sortowanie koficzy si¢ wiedy. gdy p>n, wymaga ono
"log, n] przebiegéw. Z definicji, kazdy przebieg kopiuje dokiadnie raz caty zbior
obiektéw, stad catkowita liczba przesunigé¢ wynosi dokiadnie

Pr = nllognl (2.24)
Liczba poréwnaf kluczy Po jest nawet mniejsza niz Fr. poniewaz poréwnania nie
wystepuja w operacjach kopiowania koficow ciagow Jednakze, poniewaz metoda
sortowania przez laczenie bywa zazwycza) stosowana przy uzyciu pamigci
zewnetrznych, pracochtonno$¢ opercji przesumiccia jednego elementu ciagu
jest o kilka rzedéw wielkosci wigksza od pracochlonnosci operacji por6wna-
nia. Dlatego tez szczegélowa analiza liczby pordwnan ma male znaczenie
praktyczne.

Algorytm sortowania przez laczemie w7y trzymuje pomySlne proby poréw-
nania nawet z nowoczesnymi metodami soriowania, omawianymi w poprzednim
rozdziale. Jednakze stosunkowo wysok: jest koszt manipulowania indeksami
oraz, co jest wada decydujaca. potrzebna jest pamigé dla 2n obiektéw. To jest
wiasnie przyczyna, ze sortowanic przez laczenie bardzo rzadko stosuje si¢ do
tablic, tj. do danych umieszczonych w pamieci gtéwnej. Wyniki poréwnania
rzeczywistych czasow wykonania zigorytmu sortowania przez laczenie zamiesz-

czono w ostatnich wierszach tabl 2912 10. Sa one lepsze niz wyniki sortowania

2.3.2. Laczenie naturalne

W metodzie faczenia prostego nic korzysia si¢ Z ewentualnego, czeSciowego
uporzadkowania danych Zrédiowych. Diugosc wszystkich podciagédw taczonych
w k-tym przebiegu jest rowna lub mmicisza od 2% tzn. nie korzysta z faktu, ze
w k-tym przebiegu moga wystepowal uporzadkowane podciagi o diugosci
wiekszej od 2¥ oraz ze moga by¢ faczone te diuzsze podciagi. W rzeczywistosci
kazde dwa uporzadkowane podciagi o dfugosciach m i n moga byé bezposrednio
potaczone w jeden podciag (m + n)-clementowy. Sortowanje przez taczenie, ktore
zawsze scala dwa mozliwie najdiuzsze podciagi, nazywa si¢ sortowaniem przez
taczenie naturalne.

Uporzadkowany podciag czesto nazywany jest napisem. Jednakze, ponie-
waz slowa napis o wiele czeSciej uzywa si¢ jako nazwy ciagu znakow,
wprowadzimy (za Knuthem) do nasze] terminologii stowo seria zamiast napis
i bedziemy go uzywac wtedy, gdy mowimy o uporzadkowanych podciagach. Ciag
a; ... a; taki, ze
4 < Gy iq diak=i..j—1

124

(2.25)
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bedziemy nazywac najwieksza seria lub krotko seria. Metoda sortowania przez
laczenie naturalne taczy wigc (najwicksze) serie, a nie ciagi 0 stalej, wczesniej
okreslonej dhugosci. Serie maja tg wiasnosc, ze jezeli taczy si¢ dwa ciagi n serii, to
powstaje jeden ciag doktadnie n serii. Stad catkowita liczba serii zmniejsza si¢ po
kazdym przejéciu o potowe, a wigc potrzebna liczba przesunigc obiektéw wynosi
w najgorszym przypadku n-[log, nl. chociaz przecietnie jest mniejsza. Oczeki-
wana liczba poréwnan bedzie jednakze duzo wieksza, poniewaz oprocz porownail
potrzebnych do wyboru obiektéw konieczne sa poréwnania sasiadujacych
obiektéw kazdego pliku w celu okreslenia konicow seril.

W naszym nastepnym ¢wiczeniu z programowania skonstruujemy algorytm
laczenia naturalnego zgodnie z ta sama metoda stopniowego precyzowania,
z ktorej juz korzystaliSmy przy tworzeniu algorytmu laczenia prostego. Tym
razem zastosujemy strukture pliku sekwencyjnego zamiast tablicy; w wyniku
otrzymamy niewywazone (niezréwnowazone), dwufazowe, trojtaSmowe Sor-
towanie przez laczenie. Zakladamy, ze ciag zrédlowy jest zadany w pliku ¢,
w ktérym znajdzie si¢ tez pGZniej posortowany ciag wynikowy. (Naturalnie,

a a a
b b b
;.N__J \_._v:—:‘-
‘\ Faza lgczenia

Faza rozdzielania

- — —_ ——
Przebieg 1 Przebieg 2 Przebieg n
RYSUNEK 2.13

Fazy sortowania i przebiegi sortowania

w konkretnych zastosowaniach z dziedziny przetwarzania danych, dane Zrodtowe
musza by¢ ze wzgledow bezpieczefistwa najpierw skopiowane z oryginalnej
ta$my do pliku ¢). Dwoma ta$mami pomocniczymi saaib. Kazdy przebieg sklada
sie z fazy rozdzielania, w ktorej serie z pliku ¢ sa réwnomiernie rozdzielane na
aib, oraz z fazy taczenia, w ktorej serie z a i b sataczone w c. Proces ten pokazano
na rys. 2.13.

Jako przyktad w tabl. 2.11 przedstawiono plik ¢ w pierwotnym stanie (wiersz
1) oraz po kolejnych przebiegach (wiersze 2-4) sortowania przez laczenie
naturalne 20 liczb. Zauwazmy, Ze potrzebne byly tylko trzy przebiegi. Sorto-

TABLICA 2.11
Przyklad sortowania przez Iaczenie naturalne

17 31" 5 59 13 41 43 67 11 23 29 47 3 7 71" 2 19 57 37 6l
s 17 31 59 11 13 23 29 41 43 47 677 2 3 7 19 571 71" 37 6l
5 11 13 17 23 29 31 41 43 47 59 67 2. & 7 19 37 57,61 N
2 B 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 57 59 61 67 71
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wanie koficzy si¢ wtedy, gdy w pliku c bedzie juz tylko jedna seria. (Zaktadamy,
7e poczatkowo dana jest przynajmniej jedna niepusta seria w pliku).

Niech zmienna [ stuzy do zliczania serii taczonych w plik c. Jezeli obiekty
globalne zdefiniujemy jako

type tasma = file of obiek:: (2.26)
var c: tasma

to program nasz mozna sformufowac nastgpujaco:

procedure fqczenienaturalne
var [: integer;
a, b: tasma;
begin
repeat rewrite(a); rewrite\b). reser(c);
rozdzielanie;
reset(a); reset(b); rewrite(c).
I:=0; tqczenie
until [ =1
end

(2.27)

Dwie fazy sa dwiema oddzielnymi instrukcjami. Trzeba je teraz sprecyzo-
waé, tzn. dokladniej opisaé. Sprecyzowany opis moze byé albo wstawiony
bezposrednio, albo zapisany w postaci procedur i wtedy te skrocone instrukcje
beda wywotaniami procedur. Tym razem wybierzemy druga metodg i zdefiniu-
Jemy

procedure rozdzielanie; {z ¢ do a i b}
begin
repeat kopiujserie(c, a); (2.28)
if 71 eof(c) then kopiujserie(c, b)
until eof(c)
end

oraz

procedure fqczenie; {z a i b do c|
begin
repeat fqczserie; I'=1+1
until eof(b); (2.29)
if 71 eof(a) then
begin kopiujserie(a, ¢); I:=1+1
end
end
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Powyzsza metoda rozdzielania daje przypuszczalnie w wyniku albo rowna
liczbg serii w plikach a i b, albo o jedna seri¢ wigcej w pliku a. Poniewaz
odpowiadajace sobie pary serii s scalane, mozZe jeszcze pozostac seria w pliku a,
ktora trzeba po prostu skopiowaé. W sformulowaniach procedur {qezenie
i rozdzielanie wystgpuja procedury podporzadkowane fqczserie i kopiujserig,
ktérych funkcji fatwo si¢ mozna domyslic. Procedury te beda teraz sprecyzowane;
wymagaja one wprowadzenia globalnej zmiennej logicznej ks okreslajacej, czy
zostal osiagnigty koniec serii.

procedure kopiujserig(var x, y: tasma),

begin {kopiuj jedng seri¢ z x do y} (2.30)
repeat kopiuj(x, y) until ks

end

procedure fqczserie;
begin {{qcz serie zaibw c}
repeat if al.klucz < bf.klucz then
begin kopiuj (a, c);
if ks then kopiujserie(b, c) (2.31)
end else
begin kopiuj(b, c);
if ks then kopiujserie(a, c)
end
until ks
end

Proces poréwnywania i wyboru kluczy w trakcie aczenia serii kofczy sig
wtedy, gdy tylko zostanie wyczerpana ktéra$§ z dwoch serii. Nastgpnie reszta tej
serii, ktéra nie zostala jeszcze wyczerpana, musi byé po prostu skopiowana do
pliku wynikowego. Stuzy do tego wywotanie procedury kopiujserie.

Powyzsze dwie procedury sa zdefiniowane za pomoca podporzadkowanej
procedury kopiuj, przenoszacej jeden element pliku zrodiowego x do pliku
wynikowego y i sprawdzajacej, czy zostal osiagniety koniec serii. Procedura
kopiuj jest juz opisana za pomoca instrukcji read i write. W celu okreslenia kofica
serii trzeba pamigta¢ klucz ostatniego wezytanego (skopiowanego) obiektu, aby
mozna go bylo poréwna¢ z kluczem nastgpnika. To ,,patrzenie w przéd” jest
zrealizowane przez sprawdzanie zmiennej buforowej pliku x 7.

procedure kopiuj(var x, y: tasma);

var buf: obiekt; (2.32)
begin read(x, buf); write(y, buf);

if eof(x) then ks:= true else ks:= buf klucz > x1.klucz
end
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W ten sposob zakoniczylismy konstrukcje procedury sortujacej przez laczenie
naturalne. Godny ubolewania jest tylko fakt, ze — jak to mogl zauwazy¢ uwazny
czytelnik — program jest niepoprawny. Jest on niepoprawny w tym znaczeniu, Ze
w pewnych przypadkach Zle sortuje. Rozwazmy na przykiad nastgpujacy ciag
danych wejsciowych:

325 11 7 13 19 17 23 31 29 37 43 41 47 59 57 61 7l 67
Rozdzielajac sasiadujace serie, na przemian do plikéw a i b, otrzymujemy

gi=3' 0t plsnevie * 29 37 43 ' 57 61T
pasg gy p ey 23 31 41 47 59 7 67

Ciagi te beda polaczone w jedna semg i sortowanie zakonczy si¢ pomySlnie.
Przykiad ten, chociaz nie powoduje niepoprawnego wykonania programu,

uéwiadamia nam, Ze zwyczaina dysirybucja serii do kilku plikéw moze dac
w wyniku mniejsza liczbe serii. niz xcn oy io poczatkowo. Dzieje sig tak dlatego, ze
pierwszy obiekt i+2 serii moze Dyc W ickszy niz ostatni obiekt i-tej serii, co
powoduje automatyczne polaczense xch w jedna serig.

Pomimo ze procedura rozdzeianie wedlug zalozenia rozktada serig réwno-
miernie do dwéch plikéw, z powyzszych uwag wyplywa wazny wniosek, Ze
rzeczywiste liczby serii w plikach o 1 & moga sic Znacznic rozni¢. Nasza procedura
aczenia bedzie jednakze konczyc Czafame wiedy. gdy tylko osiagnie koniec

pliku b, tracac by¢ moze komwec Crugiego pliku. Rozwazmy nastepujace dane

wejéciowe, sortowane (i obcmans | w dwoch kolejnych przebiegach:

TABLICA 2.12

Z1e wyniki programu sortowania praez laczenie
17 19 13 57 23 29 11 5% 31 37 7 61 41 43 5 67 47 71 2 3
13 17 19 23 29 31 37 £ 43 47 57 71 11 59
11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 57 59 71

Przyklad tego biedu jest typowy dla wielu sytuacji w programowaniu. Biad jest
skutkiem przeoczenia jednej z mozliwych konsekwencji operacji uwazanej za
nieskomplikowana. Blad ten jest typowy takze dlatego, ze istnieje kilka sposobow
jego usunigcia i trzeba jeden z nich wybrac. Czesto istnieja dwie takie mozliwoscl,
rézniace sie w sposob zasadniczy.

(1) Dochodzimy do wniosku, ze operacja rozdzielania jest Zle zaprogramowana,
poniewaznfe spetnia wymagania, aby liczby serii byly réwne (lub roznity sig
co najwyzej o 1). Przerabiamy pierwotny schemat operacji 1 odpowiednio
poprawiamy Zle zaprogramowang procedure.

(2) Dochodzimy do wniosku, ze poprawa wymaga daleko idacych modyfikacji
i staramy sig znalez¢ sposéb, w jaki mozna zmieniC inne czeéci algorytmu
tak, aby je przystosowaé do niepoprawnych w tej chwili czgéci programu.
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Og6lnie, pierwszy sposéb wydaje si¢ bezpieczniejszy, janiejszy, prostszy
i dajacy wieksza gwarancje przed pozniejszymi konsekwencjami spowodowany-
mi niezauwazonymi, powiklanymi efektami ubocznymi. Z tych przyczyn jest to
sposob rozwiazania najczesciej (i stusznie) zalecany. :

Trzeba jednakze podkreslié, ze nie zawsze mozna catkowicie odrzucac drugi
sposob. Z tego tez powodu zbadamy' go dokiadnie w naszym przykifadzie
i rozwazymy mozliwos¢ modyfikacji procedury laczenia, a nie procedury
rozdzielania, ktoéra pierwotnie byta przyczyna bledu.

Dziatanie takie spowoduje, ze schemat rozdzielania pozostanie nietkniety,
lecz zrezygnujemy z warunku, aby serie byty rownomiernie rozdzielone. Moze to
byé przyczyna efektywno$ci mniejszej niz optymalna. Jednakze efektywnoS¢
w najgorszym przypadku nie zmienia sig, a co wiecej, przypadek bardzo nie-
réwnomiernego rozdzielenia jest statystycznie mafo prawdopodobny. Wzgledy
efektywno$ci nie sa wigc powaznym argumentem przeciwko temu rozwigzaniu.

Jezeli nie jest spetniony juz dtuzej warunek réwnomiernego rozdzielenia serii,
to procedura taczenia musi by¢ tak zmieniona, aby po osiagnieciu konca jednego
pliku kopiowata cafy koniec drugiego pliku, a nie tylko co najwyzej jedna serig.

Zaproponowane zmiany sa proste i bardzo tatwe do wprowadzenia w por6w-
naniu z jakakolwiek zmiana w schemacie rozdzielania. (Czytelnik powinien sam
przekonaé sig o prawdzie tego stwierdzenia). Poprawiona wersja algorytmu
laczenia zawarta jest w catosci w programie 2.14.

PROGRAM 2.14
Sortowanie przez taczenie naturalne

program sortowanieprzeziqczenie(input, output);
{3-tasmowe, 2-fazowe sortowanie przez tqczenie naturalne}
type obiekt = record klucz: integer
{inne pola sq zdefiniowane w tym miejscu}
end;
tasma = file of obiekt;
var c: tasma; n: integer; buf: obiekt,
procedure wydruk(var f: tasma);
var x: obiekt;
begin reset(f);
while 71 eof(f) do
begin read(f, x); write(output, x.klucz)
end;
writeln
end {wydruk};
procedure fqczenienaturalne;
var [: integer; {liczba polgczonych serii}
ks: boolean; {znacznik korica serii}
a, b: tasma;
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procedure kopiuj(var x, y: tasma);

var buf: obiekt;
begin read(x, buf); write(y. buf);

if eof(x) then ks = true else ks = buf klucz > x T.klucz
end;

procedure kopiujserig(var x. y: rasma);

begin {kopiuj jednq seri¢ = x do v/
repeat kopiuj(x, y) until &s

end;

procedure rozdzielanie:

begin {z ¢ do a i b}
repeat kopiujserie(c. a).
if 71 eof(c) then kopiujsericic. b)
until eof(c)

end;

procedure fqczserie:
begin {za i bdoc;
repeat
if a T.klucz < b iluc: then
begin kopiujia. ¢ .
if ks then kopmuserielh, c)
end else
begin kopiuj(b. < .
if ks then kopmgserigia. ¢
end
until ks
end;

procedure fqczenie;
begin {za i b do c|
repeat fqczserie; [ = [~
until eof (a) /\ eof (b)-
while 1 eof(a) do
begin kopiujseri¢(a. ¢1. [ =1/+1
end;
while 11 eof(b) do
begin kopiujserie(b, ). | =1 +1
end;
wydruk(c)
end;
begin
repeat rewrite(a); rewrite(b); reset(c);
rozdzielanie;
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reset(a); reset(b); rewrite(c);
[:= 0; {gczenie,
until /=1
end;

begin {program gtéwny; wezytaj ciqg wejsciowy zakoriczony zerem}
rewrite(c): read(buf.klucz);
repeat write(c, buf); read(buf.klucz)
until buf klucz=0;
wydruk(c);
tqczenienaturalne;,
wydruk(c)
end.

2.3.3. Wielokierunkowe laczenie wywazone

Praca wkladana w sortowanie sekwencyjne jest proporcjonalna do liczby
potrzebnych przebiegéw, poniewaz — z definicji — w kazdym przebiegu kopiuje si¢
caty zbi6r danych. Sposobem prowadzacym do zmniejszenia liczby przebiegow
jest rozktadanie serii na wigcej niz dwie taSmy. Z laczenia r serii rOwnomiernie
roztozonych na N ta§mach otrzymuje si¢ 7/N serii. Drugi przebieg redukuje liczbe
serii do r/N?, trzeci do r/N3, a po k przebiegach pozostanie r/N* serii. Ogélna
liczba przebiegdw potrzebnych do posortowania n elementow przez N-kierunko-
we laczenie jest wobec tego réwna k =[logynl. Poniewaz kazdy przebieg
wymaga n operacji kopiowania, wigc w najgorszym przypadku ogolna liczba
operacji kopiowania wynosi

Pr=n-[logynl

Jako nastepne ¢wiczenie z programowania zbudujemy program sortu-
jacy oparty na laczeniu wielokierunkowym. Aby bardziej odrozni¢ go od
poprzedniego dwufazowego laczenia naturalnego, okreslimy nasz program jako
jednofazowe sortowanie przez faczenie wywazone. Wynika stad, ze w kazdym
przebiegu korzysta si¢ z takiej samej liczby plikéw wejSciowych oraz plikow
wyjsciowych, na ktére sa rozkladane kolejne serie. Dlatego tez przy uzyciu
N plikéw algorytm bedzie oparty na N/2-kierunkowym taczeniu przy zaloZeniu,
ze N jest liczba parzysta. Postgpujac wedlug przyjetej poprzednio strategii, nie
bedziemy si¢ kfopota¢ wykrywaniem samoczynnego taczenia si¢ dwoch kolej-
nych serii roztozonych na tg¢ sama tasme. W konsekwencji jesteSmy zmuszeni
zaprojektowaé program bez zakladania rownej liczby serii na taSmach wej-
Sciowych.

W programie tym po raz pierwszy spotykamy si¢ z naturalnym za-
stosowaniem struktury danych o postaci tablicy plikéw. W istocie rzeczy jest
zadziwiajace, jak bardzo ten program rozni si¢ od poprzedniego z powodu zmiany
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laczenia dwukierunkowego na wielokierunkowe. Po pierwsze, roznice wynikaja
7 sytuacji, ze proces laczenia nie moze by¢ tak po prostu zakoficzony po
wyczerpaniu si¢ jednego z plikow wejéciowych. Zamiast tego trzeba prze-
chowywaé liste plikéw wejsciowych ciagle jeszcze aktywnych, tzn. jeszcze
niewyczerpanych. Druga komplikacja bierze sig z potrzeby zamiany po kazdym
przejéciu grup plikow wejsciowych i wyjsciowych.

Rozpoczniemy od zdefiniowania — oprocz wprowadzonych uprzednio typow
obiekt i tasma — typu
nrtasmy=1..N (.2.33)
Oczywiscie numery tasm sfuza do indeksowania tablicy plikéw sktadajacych si¢
7 obiektéw. Zal6zmy, ze poczatkowy ciag obiektow dany jest jako zmienna
f0: tasma (2.34)

oraz ze w procesie Sortowania UZYWwa Sic N tasm. gdzie N jest parzyste:
f: array[nrtasmy] of rasma (2.35)

Zalecana metoda podejscia do zagadnienia zamiany taSm jest wprowadzenie
mapy indekséw tasm. Zamiast odwotywac si¢ do tasmy przez indeks £, bedziemy

sic odwolywac przez mape 1, tzn. za kazdym razem zamiast

f[i] bedziemy pisac f[r[i]]

gdzie mapa zdefiniowana jest jako

t: array [nrtasmy] of nrtasmy (235

Jezeli poczatkowo t[i] = i dla wszystkich i, to zamiana taSm bedzie polegac na
zwyklej zamianie par sktadnikow mapy

t[1] <> t[nh+1]

t[2] <> t[nh+2]

([nh] < 1]

gdzie nh=n/2. Wynika stad. ze zawsze mozemy uwazac
1] ... fltnhll

za taSmy wejsciowe oraz

fltlnh+111 ... flzlnl]

za taSmy wyjSciowe. (W nastgpstwie tego w komentarzach f[7[j]] bedziemy
nazywaé po prostu ,tasma j 7). Algorytm mozna teraz sformutowac¢ w nastepuja-
cej poczatkowej postaci:
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procedure tasmowesortowanieprzeztqczenie;
var I, j: nrtasmy;
I: integer; {liczba roztozonych serii}
t: array [nrtasmy| of nrtasmy;
begin {roztdz poczatkowe serie na t[1] ... t[nh]}
ji=nh; 1i=0;
repeat if j <nh then j:=j+1 else j: = 1;
,.skopiuj jedna seri¢ z fO na taSme j"';
l:=1+1
until eof (f0); (2:37)
for i:= 1 to ndo t[i]:= 1,
repeat {{qcz z t[1] ... t[nh] na t[nh+1] ... t[n]]
,,ustaw taSmy wejSciowe”;
[:= 0,
j:= nh+1; {j=indeks tasmy wyjsciowej}
repeat [:=[+1;
,.potacz serie z taSm wejSciowych na 1[/]";
if j<nthenj-=j+1else j:=nh+1
until ,,wyczerpane sa wszystkie taSmy wejSciowe”;
,,zamien taSmy”
until /=1
{tasmq posortowanq jest 1[1]}
end

Najpierw sprecyzujemy operacj¢ kopiowania uzywang w poczatkowym
rozdzieleniu serii; réwniez tym razem wprowadzimy pomocnicza zmienng, aby
ostatnio wezytany obiekt przechowywaé w buforze:

buf: obiekt
oraz zastapimy zdanie ,,skopiuj jedna seri¢ z f0 na taSme j” instrukcja

repeat read(f0, buf);
write (f[jl, buf) (2.38)
until (buf klucz > f07.klucz) v eof (f0)

Kopiowanie serii koficzy si¢ wtedy, gdy natkniemy si¢ na pierwszy obiekt
nastepnej serii (buf klucz > f01.klucz) lub gdy dojdziemy do korica catego pliku
wejsciowego (eof (f0)).

W rozwazanym algorytmie sortowania pozostaly do sprecyzowania na-
stepujace instrukcje:

(1) ustaw tasmy wejSciowe
(2) potacz serie z taSm wejSciowych na [ ]
(3) zamien taSmy
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oraz predykat
(4) wszystkie taSmy wejSciowe sa wyczerpane.

Najpierw musimy dokfadnie zidentyfikowaé biezace pliki wejsciowe.
Zauwazmy, ze liczba ,,aktywnych™ plikow wejéciowych moze by¢ mniejsza niz
n/2. W rzeczywistosci plikow zrodiowych moze byé co najwyzej tyle, ile jest
serii: sortowanie koficzy si¢ wiedy. gdy pozostanie juz tylko jeden plik. W ten
sposob jest mozliwe, aby podczas imicjowania ostatniego przebiegu sortowania
bylo juz mniej niz nh serii. Wprowadzamy z tego powodu zmienna, powiedzmy
k1, okreslajaca rzeczywisia liczbe uzywanych plikow wejsciowych. Zapoczat-
kowanie zmiennej k1 wstawiamy do instrukcji ,.ustaw tasmy wejSciowe”
w nastgpujacy sposob:

if [ < nh then k1:= [ else kI = nn:
for i:= 1 to k1 do reser( 717

Naturalnie instrukcja (2) bedzie zmmiejszal k1 wiedy. gdy skonczy sie ktorys
z plikow Zrodlowych. Diatego precy kat (4) mozna latwo wyrazi¢ relacja
k1=0

Instrukcje (2) trudmiej sprecyzowacl; sklada si¢ na nia wielokrotny wybor
najmniejszego klucza spomiedzy dostepnych obiektow Zrédtowych, a nas-
tepnie przeniesienie wybranego elementu do pliku wynikowego, tzn. bieza-
cego pliku wyjsciowego. Konieczno$é okre§lania kofica kazdej serii znowu
komplikuje proces. Koniec serii moze wystapi¢ wtedy, gdy (1) nastepny klucz
jest mniejszy niz klucz biezacy lub (2) zostat osiagniety koniec pliku Zrodiowego.
W drugim przypadku zmniejszenie kl powoduje usuniecie ta§my; w pierw-
szym przypadku seri¢ zamyka si¢ przez wylaczenie pliku z dalszego wyboru
elementéw, lecz tylko do chwili, w ktorej zostanie zakoriczone tworzenie biezacej
serii wyjéciowej. Jasne, ze potrzebna jest w takim razie druga zmienna,
powiedzmy k2, okreslajaca liczbe taSm zrodlowych uzywanych w rzeczywis-
tosci do wybierania nastgpnego elementu. Jej warto$¢ poczatkowo okresla sie
jako réwna k1 i zmniejsza wowczas, gdy tylko zakoficzy sig seria z powodu
warunku (1).

Niestety, wprowadzenie k2 nie wystarcza, znajomos¢ liczby tasm to za mafo.
Musimy wiedzie¢ dokladnie. kzdre taSmy sa jeszcze uzywane. Oczywistym
rozwiazaniem jest zastosowanie tablicy zmiennych boolowskich, okreslajacych
uzycie ta$m. Wybierzemy jednakze inng metode, ktora doprowadzi nas do
procedury dokonujacej wyboru efektywniej, poniewaz pomimo wszystko jest to
najczeéciej wykonywana czes¢ catego algorytmu. Zamiast tablicy boolowskiej
wprowadzamy druga mape tasm, powiedzmy fa. Mapa ta bedzie uzywana zamiast
mapy 1, a jej wartosci ra[1] ... ta[k2] beda indeksami uzywanych ta§m. Dlatego
instrukcje (2) mozna sformulowac nastgpujaco:
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k2:=kl;

repeat ,,wybierz najmniejszy klucz, niech ta[mx] bedzie numerem jego taSmy”;
read( f[ra[mx], buf);
write(ft71], buf); (2.39)
if eof (f[ta[mx]]) then ,usufi taSme” else
if buf klucz > f[ta[mx]]1 klucz then .,zamknij serig”

until k2=0

Poniewaz liczba jednostek ta$mowych dostepnych w dowolnej maszynie cyf-
rowej jest zazwyczaj do§¢ mata, wigc algorytm wyboru okreslony szczegotowo
w nastepnym kroku precyzowania programu moze by¢ prostym przeszukiwaniem
liniowym. Instrukcja ,,usufi taSme™ obejmuje zmniejszenie k1, a takze k2 oraz
przepisanie indekséw w mapie fa. Instrukcja ,,zamknij seri¢” zmniejsza jedynie
warto§¢ k2 i odpowiednio przestawia indeksy w mapie fa. Szczegoly pokazano
w programie 2.15, bedacym ostatnim po (2.39) krokiem precyzowania programu
(2.37). Zauwazmy, ze procedura rewrite przewija taSmy, skoro tylko zostanie
przeczytana z nich ostatnia seria. Instrukcja ,,zamien taSmy” jest opracowana
zgodnie z podanymi wczesniej wyjasnieniami.

PROGRAM 2.15
Sortowanie przez laczenie wywazone

program fqczeniewywazone(output);
{sortowanie n-kierunkowe przez tqczenie wywazone}
const n=6; nh=3; {liczba tasm}
type obiekt =record
klucz: integer
end;
tasma =file of obiekt;
nrtasmy=1..n;
var dl, los: integer; {uzywane przy generacji pliku}
kt: boolean; {koniec tasmy}
buf: obiekt;
f0: tasma; {fO jest tasmq wejsciowq z liczbami losowymi}
f: array [1..n] of tasma;

procedure wydruk(var f: tasma; n: nrtasmy);
var z: integer,
begin writeln( TASMA', n: 2); z:= 0;
while 77 eof (f) do
begin read(f, buf); write(output, buf.klucz: 5); z:=z+1;
if z=25 then
begin writeln(output); z:=0
end
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end;
if 7520 then writeln(ourpur); reset(f)
end {wydruk};

procedure tasmowesortowanieprzeztqezenie;
var i, j, mx, tx: nrtasmy:
k1, k2, [: integer:
X, min: integer;
t, ta: array [nrtasny] of nrtasmy;

begin {rozdziel poczatkowe serie na i(1] ... t{nh]}
for i:= 1 to nh do rewrite( f[i]);

Jji=nh; I:=0;

repeat if j <nh then ; =~ 1 else j:=1;
{skopiuj jedna serie = 70 na tasme j}
I=1+1;

repeat read(f0. buf ). write(f[j]. buf)
until (buf klucz > 707 klucz) v eof (f0)
until eof (f0):
fori:=1tondo:[i] =::

repeat {fqcz z t[1] ... :[nh] na tlnh+1] ... t[n]}
if | <nh then k1 = [ else k1 = nh;
{k1 =liczba tasm wejsciowych w tej fazie
for i-=1 to k1 do
begin reser(fz[i1]): wydruk(fIr [1]]. dil); rali]-= t[i]
end;

l:= 0; {I=liczba potaczomych seru
ji= nh+1; {j = indeks 1asmy wyjsciowej;

repeat {polqcz serie z 1[1] . 1[k1] na 1[J1}
K2:= k1; {k2 =liczba aktvwnych tasm wejsciowych}
L=1+1;

repeat {wybierz obiekr najmniejszy}
i:=1; mx:=1; min-= f[ta[1]]7.klucz;
while [ < k2 do
begin i:= i+ 1; x-= f[rali]]T klucz;
if x < min then
begin min: = x; mx:=1i
end
end:
{ta[mx) ma obiekt najmniejszy, przesuri go na t[j]}
read(f(ta[mx]], buf); kt:= eof (f[ta[mx]]):
write (f[t 11, buf);
if k¢ then
begin rewrite(f[ta[mx]]); {usuri tasme}

123
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ta[mx):= ta[k2]; ta[k2]:= talkl];
kl:=kl—1; k2:=k2—1

end else

if buf.klucz > f[ta[mx]]].klucz then

begin tx:= [ta[mx]; ta[mx]:= ta[k2]; talk2] = tx;

k2:=k2—1
end
until £2=0;
if j <n then j:=j+1 else j:= nh+1
until k1 =0;
for i:= 1 to nh do
begin zx:= t[i]; t[i]:= t[i+nh]; tli+nh]:=tx
end

until /=1;
reset(fIt[11]): wydruk(f[#1]], t[1]);  {posortowane wyjscie jest na 11}
end {tasmowesortowanieprzeztqczenie} ;

begin {generuj losowo plik f0);
di:= 200 los:= 7789; rewrite(f0);
repeat [os:= (131071 *los) mod 2147483647,
buf klucz: = los div 2147484 ; write(f0, buf); dt: = di—1
until dt=0;
reset(f0); wydruk(f0, 1);
tasmowesortowanieprzezlqczenie
end.

2.3.4. Sortowanie polifazowe

Omowilismy juz podstawowe metody oraz zdobyliSmy wiasciwe przygoto-
wanie, mozemy wiec teraz zbada¢ i zaprogramowac jeszcze jeden algorytm
sortowania, efektywniejszy od sortowania wywazonego. Widzielismy, ze faczenie
wywazone eliminuje czyste operacje kopiowania, poniewaz operacje dystrybucji
i laczenia sq zespolone w jednej fazie. Pojawia si¢ pytanie, czy taSmy moga by¢
jeszcze lepiej wykorzystane. Jest to naprawde trudny problem: kluczem do
nastepnego usprawnienia jest rezygnacja ze sztywnego pojecia, jakim jest prosty
przebieg. Oznacza to, 7e bedziemy uzywac tasm w sposéb bardziej skom-
plikowany, niz przeznaczajac N/2 taSm na Zrodiowe i drugie tyle na wynikowe
oraz zamieniajac tasmy Zrédlowe z wynikowymi na koficu kazdego oddzielnego
przebiegu. W zamian rozszerzamy pojecie przebiegu. Metode t¢ wynalazt
R.L. Gilstad [2.3] i nazwal ja sortowaniem polifazowym (wielofazowym; ang.

- polyphase sort).

Metode sortowania polifazowego zilustrujemy na przykiadzie trzech tasm.

Za kazdym razem obiekty taczone z dwoch tasm odsyla si¢ na trzecia taSme. Skoro
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tylko jedna z tasm Zrodtowych si¢ wyczerpie, staje si¢ natychmiast tasma
wynikowa dla operacji taczenia z jeszcze niewyczerpanej taSmy Zrédlowej oraz -
z tasmy, ktora uprzednio byla taSma wynikowa.

Poniewaz wiemy, Ze n serii na kazdej ta$mie wejsciowej jest transfor-
mowanych w n serii na tasmie wyjSciowej, wystarczy wypisac liczby serii
znajdujacych si¢ na taSmach (zamiast okre$la¢ ustawienie kluczy). Na rysunku
2.14 przyjeto, ze poczatkowe dwie tasmy wejéciowe f1 12 zawieraja odpowied-
nio 13 i 8 serii. Tak wiec w pierwszym ,,przebiegu” dokona si¢ polaczenia 8 serii
z f11i f2 i przestania ich na /3. w drugim ,.,przebiegu” — pozostatych 5 serii z f1
i f3 bedzie po potgczeniu przesianych na £2 itd. W koficu na tasmie f1 znajdzie
sie posortowany plik.

f2
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RYSUNEK 11+

Sortowamse polfizowe

}

i
o
o

| seri z trzema ta$mami

Drugi przyklad pokazme metnde polifazowa z szescioma tasmami. Niech
poczatkowo na taSmie f | znadue i< 16 serii, 15 serii —naf2, 14naf3, 12 naf4
oraz 8 naf5; w pierwszym czesciowym przebiegu 8 serii zostanie potaczonych na
taSmie f6; ostatecznie tasma 72 bedzie zawieraé posortowany zbidr (zob. rys.
2.15):

Sortowanie polifazowe jest efektywniejsze niz laczenie wywazone, ponie-
waz — przy uzyciu N taSm — dziala zawsze jako taczenie (N 1)-kierunkowe, a nie
jako laczenie N/2-kierunkowe. Poniewaz liczba potrzebnych przebiegéw wynosi
w przyblizeniu logyn, gdzie = jest liczba elementéw do posortowania, N za$
stopniem operacji taczenia, metoda polifazowa zapowiada istotny postgp w sto-
sunku do taczenia wywazonego.

Oczywiscie w powyzszych przyktadach poczatkowe rozdzielenie serii
zostato starannie dobrane. Aby znalez¢ poczatkowe rozdzielenie serii prowadzace
do wlasciwego dziatania metody, zaczniemy analize od korica, poczawszy od
rozdzielenia koficowego (ostatni wiersz na rys. 2.15). Wpisujac w tablice dwa
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Tasma f1 f2 f3 f4 f5 f6

16 15 14 12 8

| | | | | *
8 7 6 4 0 8

| ] ] | * |
4 3 2 0 4 4

L ] 1 ‘ I J

2 1 0 2 2 2

| | ‘ | | i |

1 0 1 1 1 1

] ] ] ] | RYSUNEK 2.15

; Sortowanie polifazowe 65 serii z sze$cioma

0 1 0 0 0 0 tasmami

powyzsze przyklady i przesuwajac kazdy wiersz o jedna pozycje w stosunku do
wiersza poprzedniego, otrzymujemy w tabl. 2.13 i 2.14 dane dla szesciu
przebiegdéw oraz, odpowiednio, trzech i szeSciu tasm.

TABLICA 2.13

Idealne rozdzielenie serii na dwie tasmy
! ! at 340

1 2 i

0 | 0 1
1 1 1 2
2 2 1 3
3 3 2 5
4 5 3 8
5 8 5 13
6 13 8 21

Z tablicy 2.13 mozemy wydedukowaé relacje

az(:+1) a3 alu)

} dla[>0 (2.40)

af.‘+l} . 01“) 4 az(t}

oraz a{® = 1, a9 = 0. Kladac af = f;, otrzymujemy

ﬁ+1:.ﬂ+ﬁ~1 dlai=1

J1 =4 (2.41)

fo=0
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TABLICA 2.14
Idealne rozdzielenie serii na piec tasm

! a® a® a® a® a® Za®
0 1 0 0 0 0 1
1 | 1 1 1 1 5
2 2 2 2 2 1 9
3 4 - 4 3 2 17
4 8 8 7 6 4 33
3 16 15 14 12 8 65

Sa to wzory rekurencyjne (inaczej: relacje rekurencyjne) definiujace tzw. ciag
Fibonacciego:

o L 3. 5 8 13 2L 34 23

Kazdy element ciagu Fibonacciego jest suma swoich dwéch poprzednikow.
liczby serii na dwéch tasmach musza by¢ dwoma

Fihonacciego; wtedy sortowanie polifazowe z trze-

kolejnymi elementami ciag
ma ta§émami dziata wiasciwse
A co z drugim przykizdem (1z2bl. 2.14) z szeScioma taSmami? Wzory na

kolejne liczby mozna takze fztwo wyprowadzi€:
a(ﬁw 1) a(f’
V=40 +4f =af +4a;"
A 4 o) — o+ Y ol
a;””:ﬂ‘f’+a(;}=ﬂ{*—'-_" _;:'3 __;1‘3‘ (2.42)
adl*V =gl 4 g = aP + a7 + 4] B S
Podstawiajac f; na a, otrzymmery
fsi=fitficitficat iz Thia dlai=4
(2.43)

fa=1

f=0 dlai<4
Sa to tzw. liczby Fibonacciezo rzedu 4. Ogélnie, liczby Fibonacciego rzedu

p sa zdefiniowane nastgpujaco

D AT ot i S Y dlaizp
=1 (2.44)

fP=0 dla0<i<p

Zauwazmy, ze zwykle liczby Fibonacciego sa rzedu 1.
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TABLICA 2.15
Liczby serii dajace sie idealnie rozdzieli¢
" 3 4 5 6 7 8
[
1 2 3 4 5 6 7
2 3 5 7 9 11 13
3 5 9 13 17 21 25
4 8 17 25 33 41 49
5 13 31 49 65 81 97
6 21 57 94 129 161 193 °
7 34 105 181 253 321 385
8 55 193 349 497 636 769
9 89 355 673 977 1261 1531
10 144 653 1297 1921 2501 3049
11 233 1201 2500 3777 4961 6073
12 377 2209 4819 7425 9841 12097
13 610 4063 9289 14597 19521 24097
14 987 7473 17905 28697 38721 48001
15 1597 13745 34513 56417 76806 95617
16 2584 25281 66526 110913 152351 190465
17 4181 46499 128233 218049 302201 379399
18 6765 85525 247177 428673 599441 755749
19 10946 157305 476449 842749 1189041 1505425
20 17711 289329 918385 1656801 2358561 2998753

W ten sposéb pokazalismy, ze poczatkowe liczby serii dla idealnego
sortowania polifazowego z n taSmami s sumami dowolnych n—1, n-2, ..., 1
(zob. tabl. 2.15) kolejnych liczb Fibonacciego rzedu n—2. Wynika z tego, ze
metode mozna stosowaé tylko wtedy, gdy liczba serii jest suma n—1 takich
sum Fibonacciego. Powstaje istotne pytanie: co robi¢ wtedy, gdy poczatko-
wo liczba serii nie jest taka idealna suma? Odpowiedz jest prosta i typowa w takich
sytuacjach: zasymulujemy istnienie hipotetycznych, pustych serii w ten sposoéb,
aby suma serii rzeczywistych i hipotetycznych byfa suma idealng. Puste serie
zwane sa seriami fikcyjnymi. Nie jest to jednak w pelni zadowalajaca odpo-
wiedZ, poniewaz natychmiast powstaje dalsze i trudniejsze pytanie: jak pod-
czas taczenia rozpoznawaé fikcyjne serie? Zanim odpowiemy na to pytanie,
musimy najpierw zbadaé wazniejszy problem rozdzielania poczatkowego serii
i zdecydowaé si¢ na sposob rozdzielenia rzeczywistych i fikcyjnych serii na
n—1 taSm.

Aby znalezé wiasciwy sposob dokonywania rozdzielania, musimy jednakze
wiedzie¢, jak sa laczone rzeczywiste i fikcyjne serie. Jasne, ze wybor fikcyjnej
serii z ta§my i znaczy tyle, ze taSma i nie bierze udzialu w tym faczeniu, co
powoduje, Ze laczenie odbywa si¢ z mniej niz n—1 Zrédel. Laczenie serii
fikcyjnych ze wszystkich n— 1 tasm Zrédtowych powoduje, Ze w rzeczywistoSci
nie wykonuje si¢ operacji taczenia, tylko na tasmie wynikowej zapisuje seri¢
fikcyjna. Wnioskujemy z tego, ze serie fikcyjne powinny byc¢ roziozone mozliwie
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réwnomiernie, poniewaz sainteresowani jeste§my aktywnym taczeniem seril
, mozliwie najwigkszej liczby tasm.

Zapomnijmy na chwilg o seriach fikcyjnych i zastanowmy sie nad zagad-
nieniem rozdzielenia nieznanej liczby serii na n—1 taém. Jasne, ze liczby
Fibonacciego rzedu n—2, okreslajace pozadane liczby serii na kazdej taSmie,
moga by¢ generowane podczas trwania operacji rozdzielania. Zaktadajac na
przyktad n = 6 oraz odwolujac si¢ do tabl. 2.14, zaczniemy od roztozenia serii
tak, jak podano w Wierszu Z indeksem /=1 (1, 1, 1, 1, 1); jezeli pozostaty
jeszcze jakies serie, przechodzimy do drugiego wiersza (2, 2, 2, 2, 1); jezeli ciagle
sq jeszcze dostepne serie, to rozdzielanie przebiega wedlug trzeciego wiersza
(4, 4, 4, 3, 2) itd. Indeks wiersza nazwiemy pozioniem. Oczywiscie im wigksza
liczba serii, tym wyzszy bedzie poziom liczb Fibonacciego, ktéry notabene jest
rowny liczbie przebiegow lub przestawienl tasm potrzebnych do pOZniejszego
sortowania.

Mozna teraz sformutowac pierwsza wersje algorytmu rozdzielania.

(1) Celem rozdzielania niech beda liczby Fibonacciego rzedu n—2, poziomu 1.

(2) Dokonaj rozdzielenia wedlug zadanego celu.

(3) Jezeli cel zostal osiagniety, oblicz nastepny poziom liczb Fibonacciego;
réznica miedzy nimi a liczbami z poprzedniego poziomu tworzy nowy cel
rozdzielania. Wro¢ do kroku 2. Jezeli cel nie moze by¢ osiagniety Z powodu
wyczerpania danych w ejsciowych, to zakoficz proces rozdzielania.

Wzory na obliczanie nast¢pnego poziomu liczb Fibonacciego sa zawarte
w definicji (2.44). Mozemy wicc <koncentrowaé uwage na kroku 2, w ktorym przy
zadanym celu kolejne serie maja by¢ jedna po drugiej rozdzielone na n—1 tasm.
W tym miejscu musza powtornie pojawic sie w naszych rozwazaniach serie
fikcyjne.

Zalozmy, ze przy zwigkszaniu poziomu zapisujemy nastepny cel za pomocad
roznic d,dlai=1..n—1, gdzie d; oznacza liczbe serii, ktére maja by¢ w tym
kroku przestane na tasme i. Mozemy teraz zatozy¢, Ze natychmiast odsytamy d;
fikcyjnych serii na tasme i; dalsze rozdzielanie bedziemy wtedy uwazaé za
zastepowanie serii fikcyjnych seriami rzeczywistymi, zaznaczajac kazde za-
stapienie przez odjecie 1 od d,. Tak wigc d; bedzie wskazywaé liczbe fikcyjnych
serii na tasmie i w chwili, gdy wejscie bedzie puste.

Nie wiadomo, ktéry algorytm daje optymalne rozdzielenie serii. Bardzo
dobra metodg okazato sie tzw. rozdzielanie poziome (zob. Knuth, vol. 3. s. 270).
Okreslenie to mozna zrozumied, jezeli serie bedzie si¢ uwazaé za sterty w postaci
siloséw, jak pokazano to na rys. 216 dla n = 6 i poziomu 5 (zob. tabl. 2.14).

Aby uzyska¢ mozliwie najszybciej rowne rozdzielenie pozostatych fikcyj-
nych serii, zastgpujemy je seriami rzeczywistymi, redukujac wymiar stert przez
zdejmowanie fikcyjnych serii poziomami, postgpujac z lewa na prawo. Tym
sposobem serie sa rozdzielone na taSmy tak, jak wskazuja ich kolejne numery na
rys. 2.16.
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Phaly
AR
! 1 L Tk B
4__9____19__11___12__
B g e O
Sl 18 |19 |20 | 21 | 22
(| 28 | 24 | 25 | 26 | 27 | RYSUNEK2.16
28 29 30 31 32 ..Poziomy rozkiad” serii

Mozemy teraz opisa¢ algorytm w postaci procedury o nazwie wybierztasme,
ktéra bedzie wywolywana za kazdym razem, gdy zostanie skopiowana seria
i nalezy wybra¢ nowa taSme dla nastgpnej serii. Zakladamy istnienie zmienne;j
i oznaczajacej indeks biezacej taSmy wynikowej. Wielkosci g; oraz d, okreslaja
idealna liczbe serii i liczbe fikcyjnych serii dla taSmy 1.

J: nrtasmy;
a, d: array [nrtasmy] of indeks; (2.45)
poziom: integer

Zmienne te sa inicjowane nastgpujacymi wartoSciami:

1, dp=1 dlai=1,..,n—1
=0, d=20 (fikcyjne)
1

Zauwazmy, ze zawsze wtedy, gdy zwigkszany jest poziom, procedura wybierztas-
me musi obliczy¢ wartosci nastgpnego wiersza tabl. 2.14, tzn. wartosci a{ ... a .
.Nastepny cel”, tzn, réznice d; = a®¥ — a!'~ " musza takze by¢ policzone w tym
czasie. W opisywanym algorytmie korzysta si¢ z faktu, ze otrzymane d,
zmniejszaja si¢ wraz ze wzrostem indeksu (obnizajace si¢ schodki na rys. 2.16).
(Zauwazmy, e wyjatkiem jest przejscie z poziomu 0 do poziomu 1; dlatego
algorytm mozna stosowa¢, poczawszy od poziomu 1). Procedura wybierztasme
koficzy si¢ zmniejszeniem d; o 1; operacja ta wystepuje zamiast operacji
zastapienia serii fikcyjnej na ta$mie j serig rzeczywista.

procedure wybierztasme;
var [: nrtasmy; z. integer;
begin
if d[j] <d[j+1] then j:=j+1 else
begin if 4[j]1=0 then -
begin poziom: = poziom+1; z:= a[l];
fori:=1ton—1do (2.46)
begin d[i]:= z+ali+ 1]—ali]; alil:= z+ali+1]
end
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end;

ji=1
end,;
dljl:=4dl[jl—1

end

Przy zalozeniu, ze dostgpna jest procedura kopiujaca serig z tasmy 7rod-
towej f0 na f[j], mozemy opisac poczatkowa faze rozdzielania nastepujaco
(zaktadamy zawsze, ze na taSmie sroédlowej znajduje si¢ przynajmniej jedna
seria):

repeat wybierziasme; kopiujserie (2.47)
until eof(f0)

W tym miejscu musimy si¢ jednakze zatrzymac na moment. Przypomnijmy sobie
zjawisko, jakie wystgpowalo przy rozdzielaniu serii w omawianym poprzednio
algorytmie taczenia naturalnego: chodz mianowicie o fakt, Ze dwie serie zapisane
kolejno na ta$mie wynikowe] mozZa stworzy¢ jedng serig, powodujac, ze
nieprawdziwa staje sie zakiadana liczba serii. Wtedy tatwo poradziliSmy sobie
z tym efektem ubocznym. zmienidjac algorytm sortowania tak, aby jego
poprawno$¢ nie zalezalz od Liczby serii. Jednakie w metodzie sortowania
polifazowego jesteSmy szczegdinie zainteresowani §ledzeniem dokladnej liczby
serii na wszystkich tasmach. Wynika stad, ze nie mozemy przeoczy¢ efektow
takiego przypadkowego pofaczenia

Nie mozna wiec ominac dodatkowej komplikacji algorytmu rozdzielania.
Staje si¢ konieczne pamigtanie KucZy ostatnich obiektéw z ostatniej serii z kazdej

tasmy. Do tego celu wprowadzamy zmienna
ostatni: array [nrtasmy] of integer
Nastepna proba opisu algorytmu dysiry bucji moze by¢ fragment programu

repeat wybierztasme;
if ostatni| j] <f07.klucz then
,,ciag dalszy starej serii” ;
kopiujserig; ostatni j]:= f01 klucz
until eof(f0)

(2.48)

Popetilismy oczywisty blad: zapomnieliSmy, ze ostami[J] otrzymuje
sdefiniowana warto§¢ dopiero po skopiowaniu pierwsze] serii! W poprawnym
rozwiazaniu najpierw rozdziela si¢ po jedne; serii na kazda z n—1 ta§m bez
sprawdzania zmiennej ostatnil j]. Pozostale serie s3 rozdzielane wedlug programu
(2.49).
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while 1 eof(f0) do
begin wybierztasme;
if ostatni[ j] < f01.klucz then

begin {ciqg dalszy starej serii} (2.49)
kopiujserig;
if eof (f0) then d[j]:=d[j]+ 1 else kopiujseri¢
end
else kopiujserig
end

Zaktadamy tutaj, ze przypisanie wartosci zmiennej ostatni[ j] jest zawarte
w procedurze kopiujserig.

Znajdujemy si¢ w koficu w sytuacji umozliwiajacej zmierzenie si¢ z zasad-
niczym algorytmem sortowania przez laczenie polifazowe. Jego podstawowa
struktura podobna jest do gléwnych czg$ci programu taczenia n-kierunkowego:
zewnetrznej petli taczacej serie do chwili, w ktdrej wyczerpia sig taSmy Zrodtowe;
wewnetrznej petli taczacej po jednej serii ze wszystkich taSm Zzrédtowych;
wreszcie, najbardziej wewnetrznej petli wybierajacej poczatkowy kluez i przepi-
sujacej odpowiedni element na tasme wynikowa. Zasadnicze rdznice sg na-

stepujace:

(1) Zamiast n/2 jest teraz tylko jedna taSma wynikowa w kazdym prze-
biegu.

(2) Zamiast zamiany n/2 ta§m wejsciowych i n/2 wyjsciowych taSmy sa

zmieniane kolejno. Uzyskuje si¢ to dzigki zastosowaniu mapy indeksow
taSm £,

(3) Liczba taém wejéciowych zmienia sie z serii na seri¢; na poczatku kazdej serii
okregla si¢ ja na podstawie licznikow serii fikcyjnych d;. Jezeli d;> 0 dla
wszystkich i, to n— 1 serii fikcyjnych ,taczy si¢” w jedna serig fikcyjna przez
zwiekszenie licznika d, dla taSmy wyjSciowej. W przeciwnym przypadku
laczy si¢ jedna seri¢ ze wszystkich tasm, ktérych d; = 0, oraz dla wszystkich
innych ta$m zmniejsza si¢ wartos¢ d;, co oznacza, ze zostala zabrana jedna
fikcyjna seria. Liczbe taSm wejSciowych bioracych udzial w laczeniu
oznaczamy zmienna k.

(4) Nie mozna zdefiniowa¢ zakoficzenia fazy przez sprawdzanie warunku konica
pliku na n—1 tadmie, poniewaz moga byC jeszcze potrzebne operacje
taczenia, dla ktérych z tej taSmy beda pobierane serie fikcyjne. Mozna za to
okreslié potrzebna teoretycznie liczbe serii na podstawie wspotczynnikow a;.
Wspétezynniki a'” byly obliczone podczas fazy rozdzielania; teraz mozna je
powtdrnie policzy¢ ,,0d tylu”.

Mozna teraz na podstawie tych regut sformutowac gléwna czg¢sS¢ algorytmu
sortowania polifazowego przy zatozeniu, ze wszystkich n—1 taSm jest juz na
nowo ustawionych, a mapa taSm ma poczatkowe wartosci 7; = .

\
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repeat {fqcz z t[1] ... t[n—1] na t[nl}
zi=aln—1]; dIn]:=0; rewrite (f[t[n]]):
repeat k:= 0; {fqcz jednq serig}
{okres liczbe k aktywnych tasm wejsciowych|
fori:=1ton—1do
if d[i]> 0 then d[i]:= d[i]—1 else

begin k:= k+1; talk]-= tli] (2.50)
end;
if k=0 then d[n]:= d[n] +1 else
acz jedna serig rzeczywista z f[1] .. k]
zi=2—1
until z:=0;
reset(f[tn]]);
,,zamien kolejne taSmy w mapic 7. “hlicz alf] dla nastgpnego poziomu™;
rewrite(f[t[n]1); poziom = poziom — 1
until poziom=0;
{posortowane dane wyjsciowe najduja sie na t[1]}
Rzeczywista operacja iaczema jest niemal identyczna z operacja laczenia
w programie sortowania ;—7—; t2-zenie n-kierunkowe; jedyna réznica polega na
tym, ze algorytm usuwania tasm jest troche prostszy. Kolejna zamiang w mapie
indeksow tasém i odpowiedmich I cznikow d. (oraz powtdrne obliczenie nizszego

konuje sie w prosty sposéb i mozna to

poziomu wspéiczynnikow
Frami Z 16. ktory reprezentuje catos$é algorytmu

szczegbtowo obejrzec w programic
sortowania polifazowego.

PROGRAM 2.16
Sortowanie polifazowe

program sortowaniepolifazowel ouizi
{sortowanie polifazowe z n tasmami
const n=06; {liczba tasm;
type obiekt = record

klucz: integer

end;
tasma = file of obiekt;
nrtasmy =
var df, los: integer; luzywane przy generacji pliku}
kt: boolean,
buf: obiekt;

£0: tasma; { fO jest tasma wejsciowq z losowymi liczbami)
f: array [1..n] of rasma;

procedure wydruk(var f: tasma; n: nrtasmy);
var z. integer;
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begin z:= 0;
writeln( TASMA', n: 2);
while 71 eof (f) do
begin read(f, buf); write(output, buf.klucz: 5);

gi=z+1;
if z=25 then
begin writeln(output); z:= 0
end
end;

if z#0 then writeln(output); reset(f)
end {wydruk};

procedure sortpolifazowe;
var [, j, mx, tn: nrtasmy;
k, poziom: integer;
a, d: array [nrtasmy] of integer;
{al jl=idealna liczba serii na tasmie j}
{d| j] =liczba fikcyjnych serii na tasmie j}
dn, x, min, z: integer;
ostatni: array [nrtasmy] of integer;
{ostatnil j] = klucz ostatniego obiektu na tasmie j}
t, ta: array [nrtasmy] of nrtasmy;
{mapy numerdéw tasm}

procedure wybierztasme,
var [: nrtasmy; z. integer;
begin
if d[j] <d[j+1] then j:=j+1 else
begin if d[j]=0 then
begin poziom:= poziom+1; z:= a[l];
fori:=1ton—1do
begin d[i]:= z+ali+1]1—alil;
alil'=z+ali+1]

end
end;
sl
end;
dljl:=dljl1—1

end;

procedure kopiujseri¢;

begin {skopiuj jednq seri¢ z fO na tasme j|
repeat read(f0, buf); write(f[jl, buf);
until eof(f0) v (buf-klucz > f01.klucz);
ostatni| j] = buf klucz

end;

2. SORTOWANIE
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begin {rozdziel poczatkowe serie}
for i:=1ton—1do
begin ali]:=1; dli]:= 1: rewrite(f[i])
end;
poziom:=1; ji=1; aln}:=0; d[n]:=0:
repeat wybierztasme; kopiujserie
until eof (f0) v (j =n—1);
while 11 eof(f) do
begin wybierztasme;
if ostarni[ j]1 <f01.klucz then
begin {dalszy ciqg starej serii |
kopiujserie,
if eof(f0) then d[j] —d[ /]~ else kopiujseri¢
end
else kopiujseri¢
end;
for i:= 1 to n—1 do reser( fl1]):
for i:=1tondo[i] =

repeat {fqcz z t[1] ... 1ln— 1] na t[n]}
z:=al[n—1]; d[n] = 0; rewrite( f [t{n]]);
repeat k = 0: {{gcT jeana serie|

fori=1ton—1do

if d[i] >0 then d[i] = dli]—1 else
begin k = k= 1. 1alk] = t[1]
end:

if k=0 then d[n] = d[n] +! else
begin {lqcz jedna rectywisiq serie z t[1] ... tIk]}
repeat i = 1. 7% = s
min:= flra{11]7 klucz:
while i < k do
begin i:=i+1.x = flrali]]lT.klucz;
if x < min then
begin min = x. mx =i
end
end;
{ta|mx] zawiera obiekr najmniejszy;
przesuri go na 1[nl;
read(f[ta[mx]], buf): k1 = eof( flta[mx]]);
write(ft[n]], buf):
if (buf.klucz > flta [mx]]1 klucz) v kt then
begin { pomiri te tasme;
talmx] = talk]; k-= k—1
end

135
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until k=0
end;
zi=z—1
until z=0;
reset(f[t[n]]); wydruk(f[t[n]], t[n]); {zamieri kolejno tasmy}
tn:=t[n]; dn:=d[n]; z:= aln—1];
for i:= n downto 2 do
begin t[i]:= t[i—1]; d[i]:=d[i—1]; ali]:=a[i—1]—z
end;
t[11:=m:; d[1]:=dn; a[l]:= z;
{posortowane wyjscie jest na t[1]}
wydruk (f1¢[11], 1[1]); poziom:= poziom — 1
until poziom=0;
end {sortpolifazowe};

begin {generuj losowo plik}
dt:= 200; los:= 7789;
repeat los:= (131071 % los) mod 2147483647,
buf klucz: = los div 2147484 write( f0, buf);
dt:=dt—1
until dt=0;
reset(f0); wydruk(f0, 1);
sortpolifazowe
end.

2.3.5. Rozdzielanie serii poczatkowych

Przedstawione powyzej rozwiazania doprowadzity nas do skomplikowanych
programéw sortujacych, poniewaz prostsze metody dzialajace na tablicach
opieraly si¢ na zatoZeniu, ze pamigé o dostgpie swobodnym jest wystarczajaco
duza na to, aby zmiescic¢ caly zbiér danych do sortowania. Bardzo czesto tak duza
pamieé jest nieosiagalna i trzeba stosowac pamigci sekwencyjne, takie jak taSmy.
Zauwazmy, ze w skonstruowanych do tej pory metodach sortowania sekwencyj-
nego nie potrzeba praktycznie Zadnej pamigci operacyjnej, z wyjatkiem pamigci
na bufory plikéw i oczywiscie dla samego programu. Jednakze faktem jest, Ze
nawet male maszyny cyfrowe maja pewna pamie operacyjna o dostgpie
swobodnym, ktéra prawie zawsze jest wigksza niz ta, ktdra jest potrzebna dla
skonstruowanych tutaj programéw. Nie mozna usprawiedliwiC rezygnacji z op-
tymalnego wykorzystania tej pamigci.

Rozwigzanie polega na polaczeniu metod sortowania tablic i plikow.
W szczegdlnosci mozna zastosowaé w fazie rozdzielania serii poczatkowych
odpowiednio przystosowang metode sortowania tablic, tak aby te serie miaty juz
dhugosc [ réwna, w przyblizeniu, wielkoSci dostgpnej pamigci operacyjnej. Jasne
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jest, ze dodatkowe sortowanie tablic w kolejnych przebiegach taczenia nie moze
zwickszy¢ efektywnosci, poniewaz przetwarzane serie beda coraz diuzsze, a wigc,
beda zawsze wigksze od dostepnej pamigci glownej. W rezultacie mozemy
z powodzeniem skoncentrowaé uwage na usprawnieniu algorytmu generujacego
serie poczatkowe.

Rzecz jasna poszukiwania skoncentrujemy na logarytmicznych metodach
sortowania tablic. Najodpowiedniejsza z nich to metoda sortowania drzewiastego,
czyli przez kopcowanie (zob. p. 2.2.5). Kopiec mozna traktowac jako tunel, przez
ktéry musza przejsc wszystkie sktadniki pliku — jedne szybciej, drugie za$ wolniej.
Najmniejszy klucz pobiera sie z wierzchotka kopca, a zastgpowanie go jest
procesem bardzo efektywnym. Proces przechodzenia sktadnika z taSmy wejs-
ciowej fO przez caty ,,tunel kopcowy” h na taSme wyjsciowa f[j] mozna prosto

opisa¢ w nastgpujacy sposob:

write(f[j1, h[1D);
read(f0, h[11); (2.51)

przesiewanie(1, n)
_Przesiewanie” jest to opisany W p. 2.2.5 proces przesiewania w dét kopcana

odpowiednie migjsce ostatnio wstawionego sktadnika h[1]. Zauwazmy, Ze h[1]
jest obiektem najmniejszvm W Kopcu. Przyktad pokazano na rys. 247,

Stan przed przeniesieniem:

il fo
____——--‘J
o
18 2
) Yy -
29 33 24 30

Stan po przeniesieniu kolejnego elementu:

ek [ EIm|

29 20

31 i I 33 24 30
RYSUNEK 2.17
Przesicwanic klucza przez kopiec
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Ostatecznie program staje si¢ bardziej skomplikowany z nastepujacych
powodow:

(1) Kopiec h jest poczatkowo pusty i trzeba go wypelnic.

(2) Pod koniec kopiec jest wypetniony tylko czeSciowo i ostatecznie staje si¢
pusty.

(3) Musimy §ledzi¢ poczatki nowych serii, aby we wiasciwym czasie zmienié
indeks ta§my wyjsciowej J.

Zanim przejdziemy dalej, zadeklarujemy formalnie zmienne, ktore na pewno
beda dalej uzywane:

var f0: tasma;
f: array [nrtasmy] of tasma;
h: arry [1..m] of obiekt;
I, p: integer

m jest wielkoscia kopca h. Bedziemy uzywaé statej mh do oznaczeniam/2; lipsa ,
indeksami tablicy h. Proces przechodzenia sktadnikéw mozna podzieli¢ na pigé |
rozlacznych czesci.

(1) Weczytaj pierwszych mh obiektow z f0 i umies¢ je w gornej potowie kopca,
gdzie nie jest potrzebne zadne uporzadkowanie kluczy.

(2) Weczytaj nastgpnych mh obiektow 1 umie$¢ je w dolnej polowie kopca,
przesiewajac kazdy obiekt na wiaSciwe mu miejsce (budowanie kopca).

(3) Ustaw [ réwne m i powtarzaj nastgpujacy krok dla wszystkich pozostatych
obicktéw z 0. Umiesé i [ 1] na wlasciwej tasmie wynikowe). Jezeli ten klucz
jest mniejszy lub réwny kluczowi kolejnego obiektu na tasmie wejéciowej, to
ten element nalezy do tej samej serii i moze by¢ przesiany na wiasciwe mu
miejsce. W przeciwnym przypadku zmniejsz wymiar kopca oraz umiesc
nowy obiekt na drugim, ,,wyzszym” kopcu, ktory jest tworzony w celu
gromadzenia nastgpnej serii. Rozgraniczenie migdzy dwoma kopcami
zaznaczamy indeksem /. Tak wigc ,.dolny” lub biezacy kopiec sktada sie
7 obiektow A[1]..h[l], ,gémy” lub nastepny kopiec skiada si¢
7 h[[+1]... h[m]. Jezeli [=0, to zmiefi taSme wyjsciowa i ustaw [ rGwne m.

(4) Teraz plik Zrodtowy jest wyczerpany. Najpierw ustaw p rowne m; nastepnie
wypisz dolna cz¢$¢ koriczaca biezaca serie oraz w tym samym czasie tworz
gorna czgs$¢ i stopniowo przesuwaj ja na miejsce s [{+1]...h[pl

(5) Ostatnia seria jest generowana z pozostatych elementéw kopca.

Znalezliémy si¢ w sytuacji, w ktérej mozemy juz szczegblowo opisac tych
pigé etapéw w postaci petnego programu wywotujacego procedure wybierztasme
zawsze wtedy, gdy zostanie wykryty koniec serii i muszg by¢ wykonane pewne
czynnosci, aby zmienic indeks taSmy wyjsciowej. W programie 2.17 wywoluje si¢
w tym miejscu pusty podprogram, ktory tylko zlicza generowane serie. Wszystkie
elementy odsyla si¢ na taSme f1."
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PROGRAM 2.17
Rozdzielanie serii poczatkowych przez kopiec

program rodziel(f0, f1, output);
{rozdzielanie poczqtkowe serii za pomocq sortowania przez kopcowanie)
const m=30; mh=15; {rozmiar kopcal]
type obiekt=record
klucz: integer

end;
tasma =file of obiekt;
indeks=0. .m;

var [, p: indeks;
10, f1: tasma;
licznik: integer; {licznik serii;
h: array [1. .m] of obiekr. |kopiec}

procedure wybierztasme:
begin licznik:= licznik — 1.

{pusta; zlicza rozdzielane serie }
end {wybierztasme};

procedure przesiewanie! . p. indeks);
label 13;
var i, j: integer; x. obieki .
begin i:=1[; j:=2%1.x =~
while j<p do
begin if j <p then

if h[jl.klucz>h[j~ 1] tiuc: then j =j+1;
if x. klucz <h[j) kluc: then goto 13;
Eli):=hljl; i:=j: ] = 2%i
end;
13: hli]:=x
end;
begin {utwdrz serie poczatkowe za pomocq sortowania przez kopcowanie
licznik:= Q; reset (fO): rewrite (f1);
wybierztasme;
{krok 1: wypetnij gorna potowe kopca h}
li=m;
repeat read (0, h[!]): [ =1—1
until [=mh ;

{krok 2: wypetnij dolna potowe kopca h}

repeat read(f0, h[l]): przesiewanie(l, m); l:=1—1
until [ = 0,

{krok 3: przechodzenie serii przez zapetniony kopiec}
L=
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while 1 eof (f0) do
begin write (f1, h[1]];
if h[1]. klucz<f07. klucz then
begin {nowy obiekt nalezy do tej samej serii}
read (f0, h[1)); przesiewanie(1, [);
end else
begin {nowy obickt nalezy do nastepnej serii}
h[1]:= h[ll; przesiewanie(l, [—1);
read(f0, h[1]); if [ < mh then przesiewanie( I, m),
i=1—F;
if /=0 then
begin {kopiec jest peten; zacznij nowa serig}
[:= m; wybierztasme
end
end
end;
{krok 4: wypisz dolnq czes¢ kopcay
pi=m;
repeat write (f1. h[1]);
h[1]:= h[l]; przesiewanie(l, [-1);
hll]:=hlplipi=p—L
if [<mbh then przesiewanie(l, p); I:=1—1
until /=0;
{krok 5: wypisz gérnq czesS¢ kopca; generuj ostatniq serig}
wybierztasme;
while p >0 do
begin write (f1, h[1]);
h[1]:= h[p]; przesiewanie (1, p); p=p—1
end;
writeln (licznik)
end.

Jezeli teraz sprobujemy polaczy¢ ten program na przykiad z sortowaniem
polifazowym, to napotkamy powazne trudnosci. Pojawia si¢ one z nastgpujacych
powodéw. Program sortujacy w czgsSci poczatkowe) sktada sig z do$¢ skom-
plikowanej procedury zamiany tasm i jest napisany przy zatozeniu, ze dostgpna
jest procedura kopiujserie, dostarczajaca dokladnie jedna serig na wybrana taSme.
7 drugiej strony, program sortowania przez kopcowanie jest ztozona procedury
dziatajaca przy zatozeniu, Ze jest dostgpna zamknigta procedura wybierztasme,
ktéra po prostu wybiera nowa ta$me. Nie byloby zadnego kiopotu, gdyby
w jednym lub w dwoch programach omawiane procedury byly wywolywane
w jednym miejscu; w rzeczywistosci wywotuje si¢ je w kilku miejscach w obu
programach.
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Tego rodzaju sytuacje najlepiej opisuja tzw. procedury wspotbiezne; maja
one zastosowanie w tych przypadkach, w ktérych wspétistnieje kilka procesow.
Najbardziej typowym reprezentantem bedzie potaczenie procesu produkujacego
ciag informacji w oddzielnych porcjach oraz procesu konsumujacego te informa-
cje. Relacje migdzy producentem i konsumentem mozna wy razi¢ w postaci dwoch
procedur wspétbieznych. Jedna z nich moze by¢ rownie dobrze programem
glownym.

Procedure wspotbiezng mozna uwazaé za procedure zawierajaca jeden lub
kilka punktow przerwania. Po napotkaniu takiego punktu przerwania sterowanie
wraca do programu, ktéry wywotal procedurg¢ wspoibiezna. Gdy procedura
wspotbiezna zostanie ponownie wywotana, wtedy wykonanie jej bedzie podjete
w punkcie przerwania. W naszym przykiadzie sortowanie polifazowe mozemy
uwazaé za program gltéwny wolajacy kopiujseri¢ sformuiowana w postaci
procedury wspétbieznej. Sklada si¢ ona z glownego tekstu programu 2.17,
w ktorym kazde wotanie procedury wybierziasme bedzie reprezentowac punkt
przerwania. Sprawdzenie, czy zostal osiagnigty koniec pliku. trzeba wszedzie
zastapi¢ sprawdzeniem, czy procedura wspéibiezna skonczyla si¢ wykonywac.
Logicznie brzmiacym sformufowaniem bedzie kks (kopiujserie) zamiast eof (f0).

Analiza i wnioski. Jakiej efektywnosci mozna sie spodziewac po sortowaniu
polifazowym z poczatkowym rozdzielaniem serii za pomoca sortowania przez
kopcowanie? Oméwimy najpierw spodziewane zyski z w prowadzenia kopca.

W ciagu losowo roziozonych kluczy spodziewana srednia dlugodé serii
réwna sie 2. Ile wynosi ta dhugo$¢ po przejéciu ciagu przez kopiec o wymiarze m?
Chciatoby si¢ odpowiedzie¢, ze m, lecz — na szczgscie — rzeczywisty wynik
analizy probabilistycznej jest o wiele lepszy, a mianowicie wynosi 2m (zob.
Knuth, vol. 3, s. 254). Stad wsp6tczynnik usprawnienia jest rowny m. Przyblizona
efektywnos¢ sortowania polifazowego mozna odczytac z tabl. 2.15, gdzie sa
zaznaczone najwicksze liczby serii poczatkowych, kiore moga by¢ posortowane
w zadanej liczbie czeSciowych przebiegdéw (poziomow) z zadang liczba n taSm.
W przykiadzie z 6 taSmami i wymiarem kopca m= 100 plik zawierajacy do
165680 100 serii poczatkowych moze by¢ posortowany w 20 czeSciowych
przebiegach. Jest to juz godna podkreSlenia efektyw nos¢.

Przegladajac ponownie polaczenie sortowania polifazowego z sortowaniem
przez kopcowanie. mozna si¢ tylko zdumiewac zlozonoScig tego programu.
A przeciez wykonuje on to samo, W prosty sposdb zdefiniowane, zadanie
uporzadkowania zbioru obiektéw co kazdy z krétkich programikéw opartych na
prostych zasadach sortowania tablic. Morat cafego tego rozdzialu mozna
traktowac jako ilustracje:

(1) Scistego zwiazku migdzy algorytmem i zatozonymi strukturami danych,
a w szczegdlnosci wplywu struktur danych na algorytm;

(2) udoskonalenia zwigkszajacego efektywnoSC programu nawet wtedy, gdy
dostgpne dla tego programu struktury danych (ciagi zamiast tablic) nie sg
dostosowane do zadania.
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Cwiczenia

241
Ktére z algorytméw podanych w programach 2.1 do 2.6, 2.8, 2.10 oraz 2.13 sg stabilnymi

metodami sortowania?

2.2
Czy program 2.2 bedzie wciaz dobrze dzialal, jezeli w instrukcji while /<p zastapi sie
przez [<p? Czy program bedzie dalej poprawny, jezeli instrukcje p:=m—1 oraz
instrukcje I: = m + 1 uproéci si¢ do p: = moraz [ : = m? Jezeli nie, to znajdz zbiory wartosci
a,...a,, dla ktérych zmieniony program si¢ nic wykona.

2.3
Zaprogramuj dla dostepnej Ci maszyny cyfrowej i zmierz czasy wykonania trzech prostych
metod sortowania. ZnajdZ wagi, przez ktére nalezy mnozy¢ wspotezyniki Po i Pr, aby
otrzymaé oszacowania czasu wykonania.

24
SprawdZ dzialanie programu 2.8 sortowania przez kopcowanie na réznych losowych
ciagach oraz wyznacz, ile razy jest $rednio wykonywana instrukcja goto 13. Poniewaz jest
to stosunkowo matla liczba, interesujace staje si¢ pytanie: czy istnieje sposéb usunigcia
sprawdzenia

X klucz=zalj] klucz
poza petle while?

2.5
Rozwiaz nastepujaca ,,oczywista” wersje procedury podzial (program 2.9):

i:=1;ji=n;

x:=al(n+1) div 2].klucz;

repeat
while a[i].klucz<x do i:=i+1;
while x<a[j |.klucz do j:=j—1;
wi=alil;alil'=aljl;aljli=w

until i >j

ZnajdZ zbiér wartosci 4, ... g, dla ktérych ta wersja wykona si¢ Zle.

2.6
Napisz program laczacy ze soba algorytmy sortowania szybkiego i sortowania babel-
kowego w sposdb nastgpujacy. Uzyj metody sortowania szybkiego, aby otrzymac
(nieposortowane) podzialy o diugoSci m (1 <m<n); nastepnie zakoficz zadanie, stosujac
metode sortowania babelkowego. Zauwaz, Zze druga metode mozna zastosowal do calej
tablicy n elementéw, minimalizujac w ten spos6b konieczna ,,buchalteri¢”. Znajdz warto§é
m minimalizujaca catkowity czas sortowania.

Uwaga. Jasne, Ze optymalna warto§¢ m bedzie nieduza. Moze sie wigc oplacac,
aby sortowanie babelkowe przeszio dokladnie m—1 razy przez tablice, zamiast aby
bylo wykonywane do momentu, gdy w ostatnim przebiegu nie wystapito zadne prze-
stawienie.
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2.7
Wykonaj takie samo doswiadczenie co w éwiczeniu 6, stosujac metode sortowania przez
proste wybieranic zamiast metody sortowania babelkowego. Naturalnie sortowanie przez
wybieranic nie moze by¢ rozciagniete na cala tablicg; dlatego najprawdopodobniej
zwickszy sie liczba operacji wykonywanych na indeksach.

2.8
Napisz rekurencyjny algorytm sortowania szybkiego w ten sposob. aby sortowanie
krotszego podziatu wykonato si¢ przed sortowaniem diuzszego podziatu. Pierwsza
czynno$§¢ wykonaj instrukcja iteracyjna, druga wywotaniem rekurencyjnym.
(Tak napisany program bedzie wicc zawieral jedno wywolanie rekurencyjne zamiast
dwoch wywolait w programie 2.10 i zadnego wywolania w programie 2.11).

29
Znajdz permutacje kluczy 1. 2. .. n. dla kiérej sortowanie szybkie dziafa najgorzej
(najlepiej); (n=3, 6, 8).

2.10

Zaprogramuj metode faczenia naturalnego analogicznie do metody faczenia prostego
z programu 2.13, tzn. tak. aby program dziatat na tablicy o podwéjnej dtugosei, poczynajac
od jej obu koficow i posuwajac sie do srodka. Poréwnaj efektywno$c dziatania z programem
2.13.

2.11
Zauwaz, ze¢ w dwukierunkowym laczeniu naturalnym najmniejszy sposréd dostgpnych
kluczy nic jest wybierany bez sastanowienia. Natomiast, po napotkaniu kofica serii,
pozostale elementy drugiej seni s3 juz po prostu kopiowane do ciagu wyjéciowego. Na
przyklad taczenie

2,4 5, 12,
3.6, 18Dl s

daje w wyniku ciag
2.3,4,:5,6,8 9, 1,2, -
zamiast
2,3,4,5,1,26,8,9. ...

ktéry, jak si¢ moze wydawac, jest lepiej uporzadkowany. Jaki jest powdd przyjecia takiej
strategii?

2.12
Czemu stuzy zmienna ra w programie 2.15? W jakiej sytuacji jest wykonywana instrukcja

begin rewrite(f[ta[mx]): ...
a kiedy instrukcja
begin tx:= fa[mx]; 7

2.13
Dlaczego potrzebna jest zmienna ostatni w programie 2.16 sortowania polifazowego, a nie

jest ona potrzebna w programie 2.157
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2.15
Metoda sortowania podobna do polifazowej jest tzw. sortowanie przez faczenie

kaskadowe [2.1] i [2.9]. Zasosowano w niej odmienny wzor faczenia. Majac na przyktad
danych sze$¢ tasm T1, ... T6, laczenie kaskadowe takze rozpoczyna si¢ od ,idealnego
rozdzielenia” serii ma T1 .. T5, nastgpnie wykonuje si¢ pigciokierunkowe taczenie
2z T1 ... T5 na T6 do chwili, gdy T5 stanie si¢ pusta, nastgpnie (nic korzystajac z T6)
czterokierunkowe taczenie na 75, trzykierunkowe aczenie na T4, dwukierunkowe taczenie
na 73 i w koficu kopiuje sie T1 na T2. Nastepny przebieg odbywa si¢ w ten sam sposob,
rozpoczynajac sie od pieciokierunkowego taczenia na 71 itd. Chociaz schemat ten wydaje
sie gorszy od sortowania polifazowego, ponicwaz w pewnych momentach nie korzysta sig
z wszystkich ta§m oraz wykonuje si¢ zwykle operacje kopiowania, jest on jednak
niespodziewanie lepszy od sortowania polifazowego dla (bardzo) duzych plikéw i dla
szesciu lub wiecej tasm. Napisz dobrze zbudowany program dla metody faczenia
kaskadowego.
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Algorytmy rekurencyjne

3.1. Wprowadzenie

Obiekt zwany jest rekurencyjnym (ang. recursive), jezeli czgSciowo skiada
sie z siebie samego lub jego definicja odwoluje sie do jego samego. Rekursje (ang.
recursion) spotykamy nie tylko w matematyce, ale takze w zyciu codziennym. Kto
2 nas nie widzial obrazka reklamowego, ktérego czeScia jest ten sam obrazek?

RYSUNEK 3.1
Obrazek rekurencyjny

Rekursja jest szczegdlnie silnym narzedziem w definicjach matematycz-
nych. A oto kilka przykiadow:

(1) Liczby naturalne:
(a) 1 jest liczba naturalna:
(b) nastepnik liczby naturalnej jest liczba naturaina.
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(2) Struktury drzewiaste:
(a) O jest drzewem (zwanym drzewem pustym);
(b) jesli ¢, 17, sq drzewami, to

!

jest drzewem (narysowanym ,,do géry nogami”).

(3) Funkcja silni n! (dla argumentéw catkowitych, nieujemnych):
(a) 0! =1;
(b) jeSlin>0,ton! =n-(n—1)!

Sita rekursji wyraza sig w mozliwosci definiowania nieskoficzonego zbioru
obiektéw za pomoca skoficzonego wyrazenia. W ten sam sposob nieskoriczong
liczbe obliczefi mozna opisa¢ za pomoca skoficzonego programu rekurencyjnego,
nawet je$li program nie zawiera jawnych iteracji. Algorytmy rekurencyjne sa
jednakowoz szczegdlnie przydatne, jeSli problem, ktéry rozwiazujemy, funkcja,
ktérej wartosci obliczamy, czy tez struktury danych, na ktoérych dzialamy, sa
zdefiniowane w sposéb rekurencyjny. Mowiac ogélnie, program rekurencyjny
P moze by¢ wyrazony jako zlozenie 7 instrukcji podstawowych S; (nie
zawierajacych P) i samego programu P.

P=2[S,;, P] (3.1)

Narzedziem umozliwiajacym tworzenie programéw rekurencyjnych jest
pojecie procedury (podprogramu). Pozwala ono nada¢ instrukcji nazwe, za
pomoca ktorej mozna uaktywnié te instrukcje. Je§li procedura P zawiera
bezposrednie odwotanie do samej siebie, to P nazywa sig procedura bezposrednio
rekurencyjng. Jesli P zawiera odwolanie do innej procedury Q, ktéra zawiera
bezposrednie lub posrednie odwotanie do P, to P nazywa sig procedurg posrednio
rekurencyjng. Uzycie rekursji nie musi wigc by¢é natychmiast dostrzezone
w tekscie programu.

Zazwyczaj wiaze si¢ z procedurg pewien zbior obiektow lokalnych, tj.
zmiennych, statych, typéw i procedur zdefiniowanych lokalnie dla tej procedury
inie istniejacych lub nie majacych pozanig znaczenia. Za kazdym razem, gdy taka
procedura jest uaktywniana rekurencyjnie, tworzy si¢ nowy zbiér zmiennych
lokalnych. Chociaz te zmienne maja takie same nazwy jak odpowiadajace im
elementy w zbiorze utworzonym przy poprzednim uaktywnieniu tej samej
procedury, jednakze maja one inne wartosci, a konfliktéw zwigzanych z ich
nazywaniem unika si¢ dzigki regule zakresu identyfikatorow: identyfikatory
zawsze odnosza sie do ostatnio utworzonego zbioru zmiennych. Ta sama regula
obowiazuje w stosunku do parametréw procedury, ktére — z definicji — znane sa
tylko w tej procedurze.

Podobnie jak instrukcje iteracyjne, procedury rekurencyjne dopuszczaja
mozliwos¢ wykonywania nieskorficzonych obliczen. Wiaze si¢ z tym konieczno$§é
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rozwazenia problemu stopu (zakofczenia). Zasadniczym wymaganiem w takie;]
sytuacji jest uzaleznienie rekurencyjnego wywotania procedury P od warunku B,
ktory w pewnym momencie przestaje byc spetniony. Dlatego tez schemat
algorytmow rekurencyjnych mozna doktadniej wyrazi¢ jako

p=if B then /[S;, P] (3.2)
lub jako
p=.7[S,, if B then P] (3.3)

W celu wykazania, ze proces iteracji si¢ skonczy, definiuje si¢ zazwyczaj
pewna funkcje f (%) (x jest zbiorem zmiennych programu) taka, ze f(x)<0
implikuje warunek zakofczenia powtarzania (instrukcji while — dopdki lub repeat
— powtarzaj), a nastepnie dowodzi si¢, 2€ warto§é f(x) zmniejsza si¢ przy kazdym
powtorzeniu. W taki sam sposob — wykazujac, 2€ kazde wykonanie P zmniejsza
f(x) — dowodzi si¢ zakohczenia wykonywania programu rekurencyjnego. Szcze-
golnie oczywistym sposobem zapewnienia zakofczenia programu jest zwigzanie
z procedura P parameiru 7 (przekazywanego przez warto§é), a nastgpnie
wywotanie procedury P 7 wartoécia tego parametru réwna n— 1. Zastapienie
warunku B warunkiem n>0 gwarantuje wtedy zakonczenie obliczen. Mozna to
wyrazi¢ za pomoca nastepujacych schematoéw programow:

P(n)=if n>0 then #[S,. Pin—1)] (3.4)
P(n)=7[S,, if n>0 then P(n— D] (3.5)

W praktycznych zastosowaniach nie wystarczy pokaza¢, e glebokos§¢
rekursji jest skoficzona, ale rowniez, ze jest wzglednie mata. Przyczyna tego jest
fakt, ze kazde rekurencyjne naktywnienie procedury P wymaga pewnego obszaru
pamigci stuzacego do ulokowania zmiennych procedury. Oprocz tych zmiennych
lokalnych musi by€ zanotowany biezacy stan obliczenia po to, aby mozna go bylo
odzyskac z chwila sakoficzenia wykonywania kolejnego uaktywnienia procedury
P. Mieliémy juz do czynienia z taka sytuacja przy omawianiu procedury
sortowania szybkiego w rozdz. 2. Stwierdzilismy wtedy, ze dla ,naiwnej’” wersjl
programu sortujacego. sktadajacego si¢ 2 instrukcji dokonujacej podziatu n obiek-
t6w na dwie grupy oraz z dwéch rekurencyjnych wywotan procedur sortujacych te

grupy, glebokosc rekursjl najeorszym przypadku byla bliska n. Dzigki

zreczniejszemu podejsciu 4o =20 yadnienia mozna bylo okreshc ograniczenie
tej glebokosci przez log n. Réznica migdzy n i log n jest & vstarczajaco duza, aby
sytuacje wysoce nieodpowiednia dla rekurs): 7astapic raka w kiore) rekursja jest

idealnym rozwiazaniem praktycznym
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3.2. Kiedy nie stosowac rekursji

Algorytmy rekurencyjne sa szczegolnie odpowiednie wtedy, gdy rozwazany
problem lub przetwarzane dane sa zdefiniowane w sposob rekurencyjny. Nie
oznacza to jednak, ze algorytm rekurencyjny musi by¢ najlepszym sposobem
rozwigzania danego zagadnienia. W rzeczywistosci objasnianie pojecia algoryt-
moéw rekurencyjnych na takich nieodpowiednich przykitadach byto gléwna
przyczyna rozprzestrzeniania si¢ obaw i niecheci do uzywania rekursji w pro-
gramowaniu oraz utozsamiania rekursji z nieefektywnos$cia. Dzialo sie tak
rowniez i z tego powodu, ze szeroko rozpowszechniony jezyk programowania
Fortran zakazuje rekurencyjnego uzycia podprogramoéw, zmuszajgc do szukania
innych rozwigzan nawet wéwczas, gdy sformutowanie rekurencyjne jest najod-
powiedniejsze.

Programy, w ktérych mozemy unikna¢ rekursji, mozna scharakteryzowac za
pomoca nastgpujacego schematu, uwidaczniajacego zasade ich budowy:

P=if B then (S; P) (3.6)
i rGwnowaznego mu
P=(S; if B then P) G ]

Schematy te sa naturalne w sytuacjach, gdy obliczane wartosci zdefiniowano
za pomoca prostych relacji rekurencyjnych. Spéjrzmy na dobrze znany przyktad
obliczania kolejnych wartoéci funkcji silnia f; = !

3 A8 3.8)

=0, , 1; 2,
2, 6, 24, 120,

fi=L 1
Wartos¢ ,,zerowa” zdefiniowana jest explicite jako f, = 1. podczas gdy kolejne
liczby sa zazwyczaj definiowane rekurencyjnie za pomoca ich poprzednikow:

Jixg = CGH1) 0 (3.9)

Formuta ta sugeruje zastosowanie algorytmu rekurencyjnego przy przejéciu do
obliczania n-tej wartosci funkcji. Wprowadzajac dwie zmienne I i F oznaczajace
wartosci i 1 f; dla i-tego poziomu rekursji, ponizsze obliczenie (3.10) pozwoli
znaleZ¢ kolejnag liczbe w ciagu (3.8):

I'=I+1; F:=1IxF (3.10)

Zastepujac § w schemacie (3.6) formuta (3.10), uzyskujemy nastgpujacy program
rekurencyjny:

P=ifI<nthen (I:'=1+1; F:=[%F, P) (3.11)
=0, F:=1;P
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Pierwszy wiersz programu mozemy wyrazi¢ w przyjetym przez nas jezyku
programowania jako

procedure P;
begin if / <n then

begin [:=I1+1; F:=1+F. P (3.12)
end

end
Czesciej uzywa sig¢ w istocie réwnowaznej postaci (3.13). Procedura

P zostata zastapiona tzw. ':"_'_"‘..\,JU'Q funkcyjna

function F(I: integer): imicger.

begin if />0 then F = 7+F/—1) (3.13)
else F =1

end

(zwana tez funkcja) . procsdurd. Z ktéra jest zwigzana explicite warto$c

wynikowa okre§lonego typ. oo =dura funkcyjna moze dzigki temu wystgpowac

bezposrednio jako skladnik w3 ~.72f. Zmienna F staje si¢ wtedy zbyteczna, a rolg

I odgrywa parametr procecury. Jest oczywiste, ze w tym przypadku mozna

rekursj¢ zastapic iteracja. <o prow adzi do programu

['=0;, F:=1;

while [ < n do (3.14)

begin [:=I1+1: F-=1=F
end

Na og6t programy ocpow \adajace schematom (3.6) lub (3.7) ) powinno si¢

przeksztatcaé do powy z.~::_ postaci, korzystajac ze schematu (3.15):
P=(x:= x,; while B do 5 S (3.15)
Istnieja bardziej skomplikowane schematy rekurencyjne, ktére moga i po-

winny byé przeksztaicone do postaci iteracyjnej. Jako przyklad mozna podac
obliczanie kolejnych liczb Fibonacciego, zdefiniowanych za pomoca relacy

rekurencyjnej
fib, . = fib, + fib, dlan>1 (3.16)
gdzie fib, =1, fiby =10 Bezposrednie, ,naiwne” podejécie do tego zadania
prowadzi do programu
function Fib (n: integer): inieger;
begin if n = 0 then Fib =0 else
if n =1 then Fib =1 else (3.17)
Fib:= Fib(n—1) + Fib(n—2)
end
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Obliczanie wartosci fib, za pomoca wywotania procedury funkcyjnej Fib(n)
powoduje jej rekurencyjne uaktywnienie. Jak czesto? Zauwazmy, ze kazde
wywolanie zn > 1 powoduje dwa dalsze wywolania, tj. catkowita liczba wywotan
rosnie wyktadniczo (zob. rys. 3.2). Taki program jest wigc niepraktyczny.

RYSUNEK 3.2 '
15 wywolan funkcji Fib spowodowa-
nych przez wywolanie Fib(5)

Liczby Fibonacciego mozna jednak obliczac, postugujac si¢ schematem
iteracyjnym. Unika si¢ wtedy ponownego obliczania tych samych wartosci dzigki
wprowadzeniu zmiennych pomocniczych x i y takich, ze x =fib;iy = fib;_,.

{oblicz x = fib, dla n >0}
= L= y=1;
while i < n do (3.18)
begin z:=x; i:=i+1;
Xi=x+y;yi=2
end

(Zauwazmy, Ze trzy przypisania warto§ci zmiennym x, y i z mozna wyrazi¢ za
pomoca tylko dwoch przypisari, bez potrzeby wprowadzania zmiennej pomoc-
niczej z:x:=x+y; yi=x—Yy).

Whiosek jest nastepujacy: unikajmy rekursji, jesli istnieje oczywiste roz-
wigzanie iteracyjne.

Nie powinno to jednak by¢ utozsamiane z unikaniem rekursji za wszelka
cene. Istnieje wiele sensownych zastosowan rekursji, z ktorych kilka przed-
stawimy w nastepnych punktach. Fakt, ze procedury rekurencyjne realizuje sig
w maszynach w istocie nierekurencyjnych dowodzi, ze w praktyce kazdy program
rekurencyjny mozna przeksztalcié na program czysto iteracyjny. Wymaga to
jednak jawnego postugiwania si¢ stosem rekursji. Operacje dotyczace obstugi
stosu zaciemniaja zasadnicza ideg programu do tego stopnia, ze na ogét staje si¢
ona bardzo trudna do zrozumienia. Wniosek z tego jest nastgpujacy: algorytmy,
ktére w swej istocie sa rekurencyjne, a nie iteracyjne, powinny by¢ formulowane
jako procedury rekurencyjne. Aby wihadciwie oceni¢ ten wniosek, czytelnik
powinien poréwna¢ programy 2.10 1 2.11.

Pozostala cze$é tego rozdziatu po§wigcimy opracowaniu pewnych pro-
graméw rekurencyjnych w sytuacjach, gdy rekursja jest w pelni uzasadniona.
Liczne przyktady zastosowania rekursji w przypadkach, w ktérych podstawowe
struktury danych sugeruja oczywiste i naturalne rozwiazanie rekurencyjne, mozna
znalezé rowniez w rozdz. 4 1 5.
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3.3. Dwa przyktady programow rekurencyjnych

Atrakcyjny uktad graficzny pokazany narys. 3.5. powstat ze ztozenia pigciu
krzywych. Regularny ksztait tych krzywych sugeruje mozliwos¢ kreslenia ich za
pomoca pisaka sterowanego przez komputer. Celem naszym jest odkrycie
schematu rekursji, zgodnie z kiorym mdgltby by¢ skonstruowany program
kreSlacy. Trzy spoéréd pieciu nakladajacych si¢ krzywych maja ksztalt przed-
stawiony na rys. 3.3; oznaczmy ¢ przez H,, H, i H;. Po blizszym przyjrzeniu
okazuje sig, ze krzywa H,., otrzymano z€ zlozenia 4 krzywych H, dwukrotnie
zmniejszonych, odpowiednio obroconych i powiazanych razem trzema liniami.
Zauwazmy, 7e H, moze by¢ traktowana jako ztozenie 4 pustych krzywych Hg,
powiazanych ze soba trzema liniami prostymi. H, jest zwana Krzywa Hilberta
rzedu i, od nazwiska wynalazcy krzywej D. Hilberta (1891).

= RYSUNEK 3.3
H, 2 H, Krzywe Hilberta rzedu 1,213

Zalozmy, ze nasze podstawowe narzedzia do kreslenia stanowia: dwie

zmienne wspoirzedne x 1 v. procedura ustawpidro (ustawiajaca pioro pisaka
w punkcie 0 wspéirzednych £1y) i procedura kres! (przesuwajaca pioro z jego
pozycji biezace) do pozycn = skazanej przez x 1 y).

Poniewaz kazda krzvwa H, skitada si¢ z 4 dwukrotnie zmniejszonych kopii
krzywej H; _ ,, wydaje sig naturalne podzielenie procedury rysujacej H; na cztery
czesci, z ktérych kazda ryswe krzywa H, odpowiednio zmniejszona i obrdconag.
Jesli te cztery czesci oznaczymy priez A, B. Ci D, a procedury kreslace linie

laczace bedziemy oznaczac <r7zlkami odpowiednio zorientowanymi, to uzys-
kamy nastepujacy schemat rekursji (zob. rys. 3.3):

[ A: D—AlA—B

MB: CIB—BlA

9c¢: B->CICeD

UUD: AlD<DIC

(3.19)

Oznaczmy diugosc odcinka jednostkowego przez /1. Procedure odpowiadaja-
ca cze$ci A mozna latwo zdefiniowaé za pomoca wywolan rekurencyjnych
analogicznie zbudowanych procedur B, D i jej same;j.
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Procedura ta bedzie wywolywana przez program giowny po jednym razie dla
kazdej z naktadanych na siebie krzywych Hilberta. Program gléwny okresla
rowniez punkt poczatkowy krzywe, tJ. poczatkowe warto$ci zmiennych x i y oraz
przyrost jednostkowy h. Przez hO jest oznaczona petna szeroko§¢ strony, przy
czym dla pewnego k > n musi zachodzié h0 = 2F (zob. rys. 3.4). Caty program
kresli n krzywych Hilberta H, ... H, (zob. program 3.1 i rys. 3.5).

PROGRAM 3.1
Krzywe Hilberta

program Hilbert( pisak. output);
{wykresl krzywe Hilberta rzedu od 1 do n}
const n =4; h0 =512;
var i, h, x, y, x0, y0: integer;
pisak: file of integer:

procedure A(i: inieger)
begin if { > 0 then

begin D(i— | : x = x—h; kresl;
A(i—1): y = y—h; kresl;
A(i— 1) x = x+h; kresl,
B(i—11

end

end;

procedure B(i: integer).
begin if i > 0 then

begin C(i—1): y = v+ kresl;
B(i—1); x-= x+h; kresl;
B(i—1); y:= y—h; kresl,
Ai—1)

end

end;

procedure C(i: integer);
begin if i > 0 then
begin B(i—1); x:= x+h: kresl:
C(i—1); y:=y+h: kresl:
C(i—1); x:= x—h; kresl;
D@i—1)
end
end;

procedure D(i: integer);
begin if i > 0 then
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begin A(i—1); y:= y—h; kresl,
D(i—1); x:= x—h; kresl,
D(i—1); y:= y+h; kresl;
C(i—1)
end
end;
i:=0; h:= h0; x0:= h div 2; y0:= x0;
repeat {kresl krzywq Hilberta rzedu i}
i:=i+1; h:= hdiv 2;
x0:=x0+ (h div 2); y0:= y0+(h div 2);
x:=x0; y:= y0; ustawpidro;

A()
until i = n;
zakorczpisanie

end.

Podobny, ale nieco bardziej ztozony i bardziej wymysiny estetycznie
przyktad przedstawiono narys. 3.7. Jest to uklad otrzymany z natozenia na siebie
kilku krzywych, z ktérych dwie pokazano na rys. 3.6. Krzywa §; jest zwana
krzywa Sierpiriskiego rzedu i. Jaki jest schemat rekursji? Na pierwszy rzut oka
wydaje sie, ze krzywa S; z odcigta ewentualnie jedng krawedzia stanowi
podstawowy klocek budowlany. Nie prowadzi to jednak do rozwiazania.

S, S,

RYSUNEK 3.6
Krzywe Sierpiiiskiego rzedu 112

W odréznieniu od krzywych Hilberta krzywe Sierpifiskiego sa zamknigte (bez
punktéw przecigé). Wynika stad, ze podstawowy schemat rekursji sprowadza si¢
do kreslenia krzywych otwartych, natomiast powigzanie czterech czgsci sklado-
wych za pomoca potaczen nie nalezy juz do schematu rekursji. W rzeczywistosci
polaczenia te skladaja si¢ z czterech odcinkéw, lezacych w skrajnych rogach,
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RYSUNEK 3.7
Krzywe Sierpifiskiego S, .. Ja

wyréznionych na rys. 3.6 tustym drukiem. Traktowaé je mozemy jako krzywe
tworzace niepustq krzywa S, bedaca kwadratem ustawionym na jednym wierz-
chotku.

7Zbudowanie schematu rekursji jest teraz proste. Cztery uklady skiadowe
oznaczamy ponownie przez A, B. € i D, a odcinki laczace beda, jak poprzednio,
kre§lone explicite. Zauwazmy, 7€ uktady sktadowe réznia sie migdzy soba jedynie
obrotem o 90°.

Podstawowy wzorzec dla krzywych Sierpifiskiego jest nastepujacy:

S:ANB v CN D7 (3.21)
a schematy rekursji sa postaci:

A:ANB=D/A
B:B/sC || A\NB (3.22)
C:cxD&BvC
D:D,AN CRD

(Strzatki podwéjne oznaczaja linie 0 podwdjnej dhugosci jednostkowej).
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Jezeli do kreslenia uzyjemy tych samych operacji podstawowych co w przy-
kladzie z krzywa Hilberta, to powyzszy schemat rekurencyjny mozemy latwo
przeksztalcié na nastgpujacy algorytm (bezposrednio i posrednio) rekurencyjny:

procedure A(i : integer);
begin if { > 0 then
begin A(i—1); x:=x+h; y:= y—h; kresl;
B(i—1); x:=x+2*h; kresl; (3.23)
D(Gi—1); x:=x+h; y:=y+h; kresl,
A(i—1)
end
end

Powyizsza procedure otrzymuje si¢ z transformacji pierwszego wiersza schematu
rekursji (3.22). Procedury odpowiadajace uktadom B, C i D tworzy si¢ W sposob
analogiczny. Program gléwny jest zbudowany zgodnie z wzorcem (3.21).
Zadaniem programu gléwnego jest nadanie warto$ci poczatkowych zmiennym
(wspolrzednym) oraz okreslenie diugosci jednostkowej zgodnie z wymiarami
papieru (program 3.2). Wynik wykonania tego programudlan = 4 przedstawiono
na rys. 3.7. Zauwazmy, Ze nie narysowano krzywej .

PROGRAM 3.2
Krzywe Sierpinskiego
program Sierpiriski( pisak, output),
{wykresl krzywe Sierpiriskiego rzedu od 1 do n}
const n = 4; h0 = 512;
var i, h, x, y, x0, y0: integer;
pisak: file of integer;

procedure A(i: integer);
begin if i > 0 then
begin A(i—1); xi=x+h; y:= y—h; kresl,
B(i—1); x:=x+2#h; kresl;
D(i—1); xi=x+h; y:=y+h; kresl;
A(i—1)
end
end;

procedure B(i: integer);
begin if { > 0 then
begin B(i—1); x:=x—h; y:=y—h; kresl;
C(i—1); yi=y—2xh; kresl;
A(i—1); x:=x+h; y:= y—h; kresl,
B(i—1)
end
end;
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procedure C(i: integer);
begin if i > 0 then
begin C(i—1); x:=x—h:y-= v+ h; kresl;
D(i—1); x:=x—2 = h; kresl;
B(i—1); x:=x—h.y'=y—h kresl;
C(i—1)
end
end;

procedure D(i: integer):
begin if i >0 then
begin D(i—1): x'=x+h; y:= y+h; kresl;

A(i—=1); yi=y+2%h; kresl,
Cli—1); x=x—h; y:=y+h kresl;
D(i—1)

end
end;
begin inicjujpisanie:
j:=0; h:=h0 div 4: x0 =2xh; y0:=3 xh;
repeat i:=i+1:x0 = x0—h;

hi=hdiv2; v0 = vO+h;
xi=x0; yi= v ia\'.’.ia:'pf(j!‘o;
AGD); xi=x+h; vy =v—h; kresl,
B(i); x:=x—h: v = v —h; kresl,
Cli); x:=x—h:y =v+h kresl;
DG); x:=x+h,y =v+h; kresl;

until [ = n;

zakonczpisanie

end.

Rozwiazanie rekurencyjne uzyte w obu przykiadach jest eleganckie, a przy
tym oczywiste i przekonywajace. Poprawno§¢ programow mozna tatwo wykazac
na podstawie ich struktury 1 uzytego schematu rekursji. Ponadto, dzieki
wprowadzeniu w spos6b jawny parametru i zgodnie ze schematem 3.5, uzyskalis-
my gwarancj¢ zakoficzenia dzialania programu, jako ze glebokos¢ rekursji nie
moze byé wieksza niz n. W przeciwienstwie do tego sformulowania rekurencyj-
nego programy rownowazne, W ktérych uniknigto rekursji, sa wyjatkowo
niezgrabne i nieczytelne. Czytelnikowi nie przekonanemu o stusznoSci tego
stwierdzenia radzimy sprobowac zrozumie€ programy przedstawione w arty-
kule [3.3].
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3.4. Algorytmy z powrotami

Tematem szczegdlnie intrygujacym w programowaniu jest ,,automatyczne
rozwiazywanie probleméw”. Zadanie polega na znalezieniu algorytmow szukaja-
cych rozwiazar dla specyficznych probleméw nie za pomoca okreslone; reguly
obliczania, ale metoda préb i bledéw. Zwykle stosowanym tu sposobem jest
podzial rozwiazywanego zadania na ,,podzadania”. Dla zadan tych czesto
najbardziej naturalnym opisem jest opis rekurencyjny. Caty proces rozwiazywa-
nia problemu mozemy wiec traktowac jako proces prob 1 poszukiwan, w ktérym
jest stopniowo rozbudowywane i przegladane drzewo podzadan. W wielu
zastosowaniach drzewo to rosnie bardzo szybko, zazwyczaj wyktadniczo,
w zaleznoéci od zadanego parametru. Rownie szybko wzrasta ilo§¢ pracy
zwiazanej z przegladaniem drzewa. Najczgéciej drzewo mozna Stopniowo
obcinaé, stosujac reguty heurystyczne, co pozwala zredukowac obliczenia do
rozmiaréw mozliwych do przyjecia.

Celem naszym nie jest analizowanie ogélnych regui heurystycznych.
Zamierzamy natomiast om6éwi¢ ogélne zasady podzialu zadan, zwiazanych
z rozwiazywaniem pewnej klasy probleméw, na podzadania oraz mozliwosci
stosowania rekursji. Zaczniemy od przedstawienia omawianej metody na przy-
ktadzie dobrze znanym — znalezienia drogi skoczka szachowego.

Zatézmy, 7e dana jest szachownica n x n 0 n? polach. Skoczek, ktéry moze
porusza¢ si¢ po niej zgodnie z regutami szachowymi, jest umieszczony na polu
o wspolrzednych x,, yo. Problem polega na obiegnigciu catej szachownicy, tzn. na
znalezieniu takiej drogi o dlugosci n® — 1 ruchdw, ze kazde pole bedzie dokladnie
raz ,,odwiedzone”.

Zagadnienie obejécia n* p6l szachownicy w sposéb oczywisty reduku-
je si¢ do zadania wykonania nastgpnego ruchu lub ewentualnego wykaza-
nia, Ze taki ruch nie jest mozliwy. Zajmijmy si¢ wigc algorytmem probu-
jacym wykonaé nastepny ruch. Pierwsza wersje algorytmu przedstawia proce-
dura (3.24).

procedure prdobuj nastepny ruch;
begin zapoczatkuj wybieranie ruchow;
repeat wybierz nastepnego kandydata z listy nastepnych ruchow;
if dopuszczalny then
begin zapisz ruch; (3.24)
if na szachownicy sq wolne pola then
begin probuj nastepny ruch;
if nieudany then
wykresl ostatni zapis ruchu
end
end
until (ruch byt udany) v (nie ma nastepnego kandydata)
end
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Cheac usciSlié pojecia wystepujace W opisie tego algorytmu, jesteSmy
zmuszeni podjaé pewne decyzje dotyczace reprezentowania danych. Nie budzi
watpliwosci reprezentowanie szachownicy za pomoca macierzy, powiedzmy h.
Do oznaczania warto$ci indeksowych wprowadzamy typ indeks:

type indeks = 1..n;
var h: array [indeks, indeks] of integer; (3.25)

Reprezentowanie kazdego pola przez liczbe catkowita zamiast wartosci
logicznej (moéwiacej o tym, CZy pole jest zajgte) pozwala nam zapisa¢ histori¢
kolejnych posunigé na szachownicy. Wprowadzamy nastepujace ustalenie:

hix, yl = 0: pole <x, y) nie zostato jeszcze odwiedzone
hlx, y] = i: pole {x,y) zostato odwiedzone w i-tym ruchu (3.26)
(1<i<n?)

Kolejna decyzja dotyczy wyboru parametrow. Powinny one okreslac
warunki poczatkowe dla nastepnego ruchu, a takze przekazywac informacje
o tyin, czy ruch byl poprawny. W celu realizacji pierwszego zadania wprowadza-
my wspotrzgdne x, y okreslajace biezaca pozycje skoczka oraz zmienna i bedaca
numerem kolejnego ruchu (w celu jego zapisania). W zwiazku z drugim zadaniem
wprowadzamy parametr logiczny ¢ przekazujacy wynik dziatania procedury:
g = true oznacza sukces; ¢ = false oznacza porazkg.

Ktére instrukcje moga by¢ sprecyzowane na podstawie tych decyzji?
Z pewnoscia warunek ,,na szachownicy sa wolne pola” mozemy wyrazi¢ jako
_i<n?". Ponadto, jesli wprowadzimy dwie zmienne lokalne u i v na oznaczenie
wspoirzednych nastgpnego pola (okreslonego zgodnie z zasadami poruszania si¢
skoczka), to predykat .,dopuszczalny” moze byé wyrazony jako logiczne
potaczenie warunkow: (1) to nowe pole lezy na szachownicy, tzn. 1 < u < noraz
1 < v<n; (2) to pole jeszeze nie zostato odwiedzone, tzn. h [u, v] = 0. Operacj¢
zapisania ruchu poprawnego mozemy wyrazi¢ za pomoca instrukcji przypisania
h[u, v]:= i, usunigcie za$ tego zapisu jako hlu, v]:=0. Jezeli wprowadzimy
zmienna lokalng g1 i uzyjemy jej jako parametru wynikowego w rekurencyjnym
wywotaniu procedury realizujacej ten algorytm, to warunek ,,ruch byt udany”
mozemy zastapi¢ zmienng gl. Uzyskujemy w ten sposdb nastepujace sfor-
mutowanie algorytmu:

procedure probuj(i: integer; X, y: indeks; var q: boolean);
var u, v: integer; ql: boolean;
begin zapoczatkuj wybieranie ruchow,
repeat niech u, v beda wspotrzednymi nastepnego ruchu okreslonego
regutami szachowymi,
i (1<u<sn) A (1<v<n) A (hlu, vl = 0) then
begin & [u, v]:= i (3.27)
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if i <sqr(n) then
begin prébuj(i+1, u, v, ql1);
if 1 g1 then Alu, v]:=0
end else gl := true
end
until g1 Vv (nie ma nastgpnego kandydata);
q:=ql
end

Kolejny krok precyzowania algorytmu doprowadzi nas do programu wyrazo-
nego catkowicie w terminach przyjetego przez nas jezyka programowania.
Zauwazmy, ze do tej pory program byl konstruowany w sposé6b niezalezny od
regul przesuwania skoczka po szachownicy. Odlozenie na pdZniej rozwazan
takich szczeg6tow bylo rozmyslne; teraz jednak nalezy je juz uwzglednié.

Dla pary {x, ), okreSlajacej biezaca pozycje skoczka, istnieje potencjalnie
osiem par {u, v) opisujacych nastepna pozycje. Na rysunku 3.8 zostaly one
ponumerowane liczbami od 1 do 8.

P 2

T RYSUNEK 3.8

X Osiem mozliwych ruchéw skoczka

Prostym sposobem obliczenia u i v w zaleznosci od x i y jest dodanie do
x iy réznic wspétrzednych, zapamigtanych uprzednio parami w jednej tablicy lub
pojedynczo w dwdéch tablicach. Oznaczmy przez a i b te dwie odpowiednio
zapoczatkowane tablice roznic. Licznika k uzyjemy do zliczania ,.kolejnych
kandydatéw”. Program 3.3 stanowi koficowa wersj¢ programu ,,droga skoczka
szachowego”.

PROGRAM 3.3
Droga skoczka szachowego

program drogaskoczkaszachowego(output);
const n=>35; nsq=25;
type indeks=1..n;
var [, j: indeks;
q: boolean;
s: set of indeks;
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a, b: array [1..8] of integer;
h: array [indeks, indeks] of integer,

procedure probuj(i: integer; X, y: indeks; var g: boolean);
var k, u, v: integer; gl: boolean;
begin k:= 0;
repeat k:= k+1: gl := false;
w:=x+alkl]; vi=y+ blkl;
if (u in 5) A (v in 5) then
if h|w. v] = 0 then
begin hlu, v]:= 1,
if 1 < nsg then
begin probuj(i+1, u, v, ql);
if 71 ¢1 then hAlu, v]:=0
end else gl:= true

end
until ¢! v (k=8);
q = q]

end {probujj;

begin s = [1, 2, 3, 4, 5];
alll = 2; b[1]:= 1
a2l = 1; b[2]'= 2
al3]:= —1; b[3]:'= 2
ald] = —2; bl4l:'= 1,
al5]'= —2; b[5]1:=—1;
al6]-= —1; bl6]:= —2;
a[7l:= 1 b[7]:= -2
al8]:= 2; b[8):=—1;
for i-= 1 to n do

for j = 1 to ndo hli, j1:=0;
R[1, 11:= 1: prébuj(2, 1, 1, q);
if ¢ then
fori =1tondo
begin for j = 1 to n do write(hli, Jl: 5);
writeln
end
else writeln('NIE ISTNIEJE ROZWIAZANIE')
end.

Procedure rekurencyjna wywoluje sig po raz pierwszy Z parametrami Xo, Yo
okreslajacymi wspéirzedne pola poczatkowego. Polu temu musi by¢ przypisana
warto$¢ 1; pozostate pola musza by¢ oznaczone jako wolne.

h [":0! _Y{:] =1, P-"dbuf (2, Xo» Yoo g)
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TABLICA 3.1
Trzy drogi skoczka szachowego
1] 6(15|10}21 23|10|15] 4|25
14| 9/20| 5|16 16| 5|24| 9|14
19) 2| 7122|111 11{22| 1|18 3
8|13(24(17| 4 6|17)|20|13| 8
25(18| 3|12|23 2112 7| 2|18

1(16| 7(26(11|14
34|25|12|15| 6|27
17| 2|33| 81310
32|35(24(21|28| 5
23|18| 3(30| 920
36|31 (22(19| 4129

Nie mozemy przeoczy¢ jeszcze jednego szczegdtu: zmienna hfu, v] jest
okre§lona tylko wtedy, gdy uiv maja wartoSci w przedziale 1...n. W konsekwencji
wyrazenie z formuly (3.27), wstawione na miejsce warunku ,,dopuszczalny”, jest
okreslone, jesli dwa pierwsze czynniki koniunkcji sa prawdziwe. W programie 3.3
uwzgledniono juz poprawne sformutowanie tego warunku. Co wigcej, podwéjna
relacja 1 < u < n zostala zastapiona przez wyraZenie u in [1, 2, ..., n], ktore dla
dostatecznie matej warto$ci n moze by¢ efektywniejsze (zob. p. 1.10.3). W tablicy
3.1 przedstawiono rozwiazania dla n=>5 i pozycji wyjsciowych (1, 1> 1 (3, 3>
oraz dla n=6 i pozycji wyjsciowej <1, 1).

Parametr wynikowy ¢ i zmienng lokalna g1 mozZna zastapi¢ zmienna
globalng, co uproscitoby nieco program.

Jakiego rodzaju ogdlne wnioski mozna wyciagnac z tego przyktadu? Jakie
jego cechy sprawiaja, ze jest on typowy dla omawianej klasy algorytméw? Czego
ten przykiad nas nauczyt? Jego cecha charakterystyczna jest to, ze kolejne kroki,
ktére moglyby doprowadzi¢ do rozwiazania koficowego, sa zapisywane, p6Zniej
zas, w chwili ujawnienia faktu, ze konkretny krok nie zmierza do rozwigzania
koncowego (prowadzi w ,.Slepa uliczke”), odpowiednie zapisy s usuwane.
Algorytmy dziatajace wg powyzszej zasady s3 nazywane algorytmami z po-
wrotami (ang. backtracking algorithms). Wzorzec ogdlny algorytmu (3.28)
uzyskuje sie z procedury (3.24) przy zalozeniu, ze liczba potencjalnych
kandydatéw w kazdym kroku jest skoficzona.

procedure probuj;
begin zapoczatkuj wybieranie kandydatow;
repeat wybierz nastepnego kandydata;
if dopuszczalny then
begin zapisz go;
if rozwiqzanie niepetne then
begin probuj wykonac nastepny krok; (3.28)
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if préba nieudana then usuri zapis
end
end
until préba udana \/ nie ma nastgpnego kandydata
end

Programy rzeczywiste moga oczywiécie przybiera¢ postaci pochodne od
schematu (3.28). W jednym z czgsto spotykanych schemat6w pochodnych uzywa
si¢ parametru jawnie okreslajacego gleboko$é rekursji, co pozwala na proste
sformutowanie warunku zakonczenia.

Jesli ponadto w kazdym kroku liczba kandydatéw badanych jest ustalona
i wynosi, powiedzmy, m, to uzyskujemy schemat dziatania okreslony przez
algorytm (3.29); jest on uaktywniany za pomoca instrukcji ,,prébuj(1)”.

procedure probuj(i: integer);
var k: integer,
begin k= 0;
repeat k:= k+ 1; wybierz k-tego kandydata;
if dopuszczalny then
begin zapisz go;
if i < n then
begin prébuj(i+1); (3.29)
if proba nieudana then usuri zapis
end
end
until préba udana v (k=m)
end

W dalszej czeéci tego rozdziatu oméwimy trzy inne przyktady. Ujawniaja
one rézne weielenia schematu abstrakcyjnego (3.29) i moga stuzy¢ jako ilustracje
wlaéciwego uzycia rekursji.

3.5. Problem o$miu hetmanow

Problem oémiu hetmanéw jest dobrze znanym przyktadem zastosowania
metody prob i bledow oraz algorytméw z powrotami. Zajmowat si¢ nim C.F.
Gauss w 1850 r., lecz nie znalazt pelnego rozwiazania. Nie powinno to jednak
nikogo dziwi¢. Charakterystyczna wlhasciwoscia omawianych probleméw jest to,
7e nie daja si¢ rozwiazac analitycznie. Wymagaja one natomiast duzo mozolnego
wysitku, cierpliwosci i doktadnosci. Algorytmy z powrotami uzyskaly znaczenie
prawie wytacznie dzigki maszynom cyfrowym, ktére z wymienionymi wiasciwos-
ciami radza sobie znacznie lepiej niz ludzie (nawet genialni).
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Problem oémiu hetmanéw mozna sformutowaé nastgpujaco (zob. takze
[3.4]): ustawi¢ na szachownicy osiem hetmanéw w taki sposob, aby Zaden z nich
nie szachowat zadnego innego.

Uzywajac jako szablonu schematu (3.29), fatwo otrzymujemy nastepujace,
,.surowe” jeszcze rozwigzanie programowe:

procedure probuj(i: integer);
begin
zapoczatkuj wybieranie pozycji i-tego hetmana;
repeat dokonaj nastepnego wyboru pozycji,
if bezpieczna then
begin ustaw hetmana;
if 1 <& then (3.30)
begin probuj(i+ 1),
if préba nieudana then usuri hetmana
end
end
until préba udana v nie ma wigcej pozycji
end

Przed dalszym precyzowaniem programu konieczne jest podjecie pewnych
decyzji dotyczacych reprezentowania danych. Poniewaz zgodnie z regutami
szachowymi hetman szachuje wszystkie inne figury ustawione w tej samej
kolumnie, wierszu lub na przekatnej, mozna wnioskowac, ze kazda kolumna moze
zawieraé dokladnie jednego hetmana oraz ze wybor pozycji i-tego hetmana jest
ograniczony do i-tej kolumny. Parameir i jest wigc indeksem kolumny, a wybrana
(sposrod mozliwych o$miu wartosci) pozycje w tej kolumnie oznaczamy za
pomoca indeksu wierszy j. Pozostal jeszcze problem reprezentowania o$miu
hetman6éw na szachownicy. Narzucajacym si¢ rozwigzaniem jest znowu macierz
kwadratowa, ale po blizszej analizie okazuje si¢, ze prowadzitoby to do dos¢
nieporgcznego testowania mozliwosci ustawienia hetmana na szachownicy.
Byloby to wielce niepozadane, jesli weZzmiemy pod uwage fakt, Ze jest to
najczg$ciej wykonywana operacja. Dlatego tez powinnismy wybra¢ taka re-
prezentacje danych, ktéra maksymalnie uproscitaby operac je testowania. Najlep-
s74 recepta na to jest reprezentowanie calej informaciji istotnej 1 czesto uzywanej
w sposéb pozwalajacy na bezposredni dostep. W naszym przypadku informacja ta
nie sa pozycje hetman6w, ale fakt, czy w odpowiednim wierszu lub na przekatnej
zostal juz ustawiony hetman. (Wiemy juz, ze dokladnie jeden hetman bedzie
umieszczony w kazdej kolumnie k, gdzie 1 <k < 1). Rozwazania te prowadza do
deklaracji nastgpujacych zmiennych:

var x: array [1..8] of integer;
a: array [1..8] of boolean;, (3.31)
b: array [b1..b2] of boolean;
c¢: array [cl..c2] of boolean;
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gdzie

x[i] oznacza pozycje hetmana w i-tej kolumnie;

a[j] oznacza brak hetmana w j-tym wierszu;

b[k] oznacza brak hetmana na k-tej przekatnej o kierunku /;
c[k] oznacza brak hetmana na k-tej przekatnej o kierunku ™.

Wybér granic indeksow bl, b2, cl, 2 jest podyktowany sposobem
obliczania indeksow tgblic b i ¢; zauwazmy, Ze wszystkie pola lezace na
przekatnej o kierunku  maja stataxgume wspotrzednych i+, podczas gdy pola
lezace na przekatnej o kierunku  maja stala r6znice wspoirzednych i—j.
Odpowiednie rozwiazanie mozna znalez¢ w programie 3.4.

Przy powy zszych zatozeniach instrukcja ,,ustaw hetmana” jest sprecyzowa-
na jako

xli] = j; aljl = false; bli+j]:= false; cli —jl:= false (3.32)

Instrukcja ,.usuri hetmana” przybiera postac

aljl:= true: bli+j]:= true; cli—jli= true (3.33)

a warunek ..bezpieczna” jest spetniony, jesli pole (i, j> lezy w wierszu i na

przekatnych. ktére sa wolne (odpowiada to wartoéci true). Dlatego warunek ten

moze by¢ zapisany w postaci wyrazenia

aljl AblLi+ A~ eli—]] (3.34)
Koriczy to proces tworzenia algorytmu, ktérego wersje koncowa stanowi

program 3.4. Znalezione przez ten program rozwiazanie x = (1, 5,8,6,3,7,2,4)
przedstawiono na rys 3.9.

111

RYSUNEK 3.9
1 2 3 4 % 6778 Jedno z rozwiazan problemu o$miu hetmanow
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PROGRAM 3.4
Osiem hetmanow

program osiemhetmanow(output);
{znajdz jedno rozwiqzanie problemu osmiu hetmandéw}
var i: integer; q. boolean;,

a: array [ 1..8] of boolean;

b: array [ 2..16] of boolean;

c: array [—7..7] of boolean;

x: array [ 1..8] of integer;

procedure probuj(i: integer; var g. boolean);
var j: integer;
begin j:= 0;
repeat j:=j+1; q:= false;
if a[j] A bli+jl A cli—j] then
begin x{i]:=j;
alj]: = false; bli+j]:= false; cli—j]:= false;
if i <8 then
begin probuj(i+1, q);
if 71 ¢ then
begin a[ j]:= true; bli+j]:= true; cli—jl:= true
end
end else g = true
end
until ¢ V (j:=8)
end {prébuj};

begin
fori:= 1to 8 do ali]l:= true,
for i:= 2 to 16 do b[i]:= true;
for i:= —7 to 7 do c[i]:= true;
probuj(1, q);
if ¢ then

for i:= 1 to 8 do write(x[i]: 4);

writeln

end.

Przed przejéciem do omawiania innych zagadnief,, nie zwiazanych juz
2 szachownica, uzyjmy przykiadu z o$mioma hetmanami w celu zilustrowania
waznego rozszerzenia metody prob i bledow. Wprowadzimy to rozszerzenie
w celu znajdowania przez odpowiedni algorytm nie jednego, ale wszystkich
rozwiazan.

Rozszerzenie metody nie sprawia wigkszych ktopotow. Przypomnijmy sobie
fakt, ze wybieranie nowych kandydatéw musi przebiega¢ w sposOb systematycz-
ny, gwarantujacy, ze Zaden z kandydatow nie bedzie wybrany wigcej niz jeden raz.
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Ta whasciwosé algorytmu odpow iada takiemu przegladaniu drzewa kandydatow,
w ktérym kazdy wierzchotek jest odwiedzany doktadnie raz. Pozwala ona — po
znalezieniu kolejnego rozwiazania i zanotowaniu go — na bezposrednie kon-
tynuowanie procesu wybierania. Schemat og6lny (3.35) wyprowadzono z algoryt-
mu (3.29).

procedure probuj(i: integer):
var k: integer;
begin
for k:= 1 to m do
begin wybierz k-1ego kandydata; (3.35)
if dopuszczalny then
begin zapisz £0.
if i <n then probuj(i+1) else wydrukuj rozwiqzanie;
usui zapis
end
end
end

Zauwazmy, Ze uproszczenie warunku zakoficzenia procesu wybierania kolejnego
kandydata do pojedynczego cztonu k = m pozwolito zastapic instrukcj¢ repeat
odpowiednia instrukcja for. Swojego rodzaju niespodzianke stanowi fakt, ze
znalezienie wszystkich rozwiazaf jest realizowane przez program prostszy od
programu znajdujacego tylko jedno rozwigzanie.

Rozszerzony algorytm znajdujacy wszystkie 92 rozwigzania problemu
oémiu hetmanéw przedstawiono w postaci programu 3.5. W rzeczywistosci
istnieje tylko 12 istotnie roznych rozwiazan; program 3.5 nie rozpoznaje
rozwiazan symetrycznych. Pierwszych 12 rozwiazan znalezionych przez program
zamieszczono w tabl. 3.2. Liczby N znajdujace si¢ W kolumnie po prawej stronie
tablicy oznaczaja czestosé wykonywania warunku testujacego bezpieczeiistwo
ustawienia hetmana. Srednia warto$¢ N dla wszystkich 92 rozwiazan wynosi 161.

TABLICA 3.2

Dwanaécie rozwiazan problemu osmiu hetmanow
x, X3 X5 Xe  Fs.o ke ;s N
1 5 8 6 3 7 2 4 876
1 6 8 3 7 o 2 5 264
1 7 4 6 8 2 5 3 200
1 7 5 8 2 4 6 3 136
2 - 6 8 3 1 7 5 504
2 5 7 1 3 8 6 4 400
2 5 7 4 1 8 6 3 72
z 6 1 7 4 8 3 5 280
2 6 8 3 1 & 7 5 240
R 3 6 8 5 1 4 264
2 7 5 8 1 4 6 3 160
2 8 6 1 3 5 7 4 336
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PROGRAM 3.5
Osiem hetmanow

program osiemhetmanéw(output);
var . integer,
a: array [ 1.. 8] of boolean;
b: array [ 2..16] of boolean;
c: array [—7.. 7] of boolean;
x:array [ 1.. 8] of integer;

procedure drukuy;
var k: integer,

begin for k:= 1 to 8 do write(x[k]: 4);
writeln

end {drukuj};

procedure probuj(i: integer);
var j: integer,
begin
for j:= 1 to 8 do
if a[j] A bli+j] A cli—j] then
begin x[i] = J;
aljl: = false; bli+j]:= false; cli—]] .= false;
if i <8 then probuj(i+1) else drukuj;
al j1:= true; bli+j]:= true; c[i—Jltrue;
end
end {probuj};

begin
for i:= 1 to 8 do a[i]:= true;
for i:= 2 to 16 do b[i]:= true;
for i:= —7 to 7 do c[i]:= true;
probuj(1)

end.

3.6. Problem trwalego malzenstwa

Zal6zmy, ze dane sa dwa zbiory A i B o tej samej mocy 2. Problem: znalezé
zbiér npar{a, b takich, ze ain A i bin B oraz a i b spetniaja pewne ograniczenia.
Istnieje wiele réZznych kryteriow ograniczajacych; jednym z nich jest ,reguta
trwalego matzefistwa”.

Zaltézmy, Ze A jest zbiorem mezczyzn, B za$ zbiorem kobiet. Kazdy
mezczyzna i kazda kobieta maja ustalone preferencje dotyczace swoich part-
neréw. Jesli n par zostato dobranych tak, ze istnieje mezczyzna i kobieta, ktorzy
nie stanowia malzefistwa, ale mezczyzna przedklada te kobiete nad aktualna Zong,
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a kobieta przedklada tego mezczyzng nad aktualnego meza, to dobdr matzenstw
bedziemy nazywa¢ nietrwatym. Jezeli zadna taka para nie istnieje, to dobor
bedziemy nazywaé trwalym.

Sytuacja taka jest charakterystyczna dla wielu podobnych probleméw,
w ktorych trzeba przyja¢ pewne ustalenia (dob6r) na podstawie istniejacych
preferencji, np. wybor szkoty przez studentow, dobér rekrutéw do réznych
jednostek wojska itd. Przyktad z malzefistwami jest szczegblnie intuicyjny;
zauwazmy jednak, Ze okreslona lista preferencji nie zmienia si¢ po doko-
naniu kolejnego ustalenia (przypisania). Zatozenie to wprawdzie upraszcza
problem, ale z drugiej strony przedstawia wypaczony obraz rzeczywistosci.

Jednym ze sposobow snalezienia rozwiazania jest proba laczenia w pary
elementow obu zbiorow dopéty, dopdki sie ich nie wyczerpie. Przystapmy do
znalezienia wszystkich trwatych matzenstw. Korzystajac ze schematu programu
(3.35), z fatwoscia mozemy naszkicowaé rozwigzanie. Przez probuj(m) oznaczmy
algorytm znajdujacy partnerke dla mezczyzny m i niech szukanie to przebiega wg
listy ustalonych weczesniej preferencji mezczyzny. Pierwsza wersja programu
oparta na tych zatozeniach ma postaé nastgpujaca:

procedure probuj(m: mezezyzna),
var p: pozycja;
begin
for p:=1to n do
begin wybierz p-1a preferencje mezczyzny m;
if dopuszczalna then
begin zanoruj matienstwo; (3.36)
if m nie jest ostatnim meiczyzng then prébuj(succ(n))
else zanotuj zbior trwatych matzenstw;
wykresl matzeristwo
end
end
end

Ponownie znale7lismy sig w sytuacji, w ktorej dalszy proces precyzowania
jest niemozliwy bez podjecia pewnych decyzji dotyczacych reprezentowania
danych. Wprowadzimy trzy typy skalarne i, w celu uproszczenia, wartosci ich
bedziemy oznaczac za pomoca liczb catkowitych od 1 do n. Chociaz te trzy typy sa
formalnie identyczne, dla uzyskania wiekszej czytelnosci bedziemy je oznaczac
roznymi nazwami, W szczegblnoéei bedzie mozna dzieki temu latwiej zauwazyc,
co dana zmienna 0znacza.
type mezczyzna=1..n;

kobieta =1..1; (3.37)

pozycja =1..m;
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Dane poczatkowe sa reprezentowane za pomocg dwoéch macierzy okres-
lajacych preferencje mezezyzn 1 kobiet.

var kmp: array [mezczyzna, pozycjal of kobieta, (3.38)
mkp: array [kobieta, pozycjal of mezczyzna; f

I tak, kmp[m) stanowi liste preferencji mezczyzn m, tzn. kmp[m] [p] = kmp[m, p]
jest kobieta o pozycji p na liscie preferencji mezczyzny m. Podobnie, mkplk] jest
lista preferenciji kobiety k, a mkp[k, p] okresla jej p-ty wybor.

Wyniki beda reprezentowane za pomoca tablicy kobiet — x, gdzie x[m]
oznacza partnerke mezczyzny m. W celu zachowania symetrii — zwanej takze
,réwnouprawnieniem” — pomiedzy mezczyznami i kobietami wprowadzono
dodatkowa tablice y, przy czym y[k] oznacza partnera kobiety k.

var x: array [mezczyzna) of kobieta,
: : d (3.39)
y: array [kobieta] of meiczyzna;

Jest oczywiste, e tablica y nie jest koniecznie potrzebna, skoro stuzy do
przechowywania informacji dostepne;j juz posrednio z tablicy x. W rzeczywistosci
dla wszystkich zonatych mezczyzn m i zameznych kobiet k speinione sa
nastepujace relacje:

x[ylkl] =k, ylx[m]l=m (3.40)

Warto§é y[k] mozna wigc obliczyC przez proste przejrzenie tablicy x; wprowadze-
nie tablicy y zwigksza jednak istotnie efektywnos¢ algorytmu. Informacja
reprezentowana przez x iy jest potrzebna do okre§lenia trwatosci proponowanego
zbioru matzefstw. Poniewaz zbiér ten jest konstruowany Stopniowo przez
wybranie pary dwojga ludzi, a nastepnie testowanie trwatosci ewentualnego
malzefistwa, wiec tablice x iy sa potrzebne nawet wtedy, gdy nie sa jeszcze w pelni
sdefiniowane. W celu zaznaczenia, ktore elementy tych tablic zostaty okreSlone,
wprowadzimy dwie tablice logiczne:

kawaler: array [mezczyzna) of boolean (341)
panna: array [kobieta] of boolean '

przy czym

-1 kawaler [m] oznacza, ze x[m] jest okreslone,
- panna [k] oznacza, ze y[k] jest okreslone.

Blizsza analiza proponowanego algorytmu ujawnia jednak, ze stan cywilny
mezczyzny jest okre§lony przez wartoS¢ m w prosty sposob, mianowicie

1 kawaler[i]l = i<m _ (3.42)

Pozwala to nam uniknaé wprowadzenia tablicy kawaler.



171

1.6, PROBLEM TRWALEGO MALZENSTWA

Dochodzimy zatem do sprecyzowania programu (3.43). Predykat dopusz-
czalna mozemy zastapi¢ koniunkcja wartosci logicznych panna i trwate; doktadna
definicje funkcji trwate podamy poZniej.

procedure prébuj(m: mezczyzna),
var p: pozycja; k: kobieta.
begin for p:= 1 to n do:
begin k:= kmp[m, pl.
if panna [k] » rrwale then
begin x[m] = k. v[k]: = m; pannalk]:= false;

if m <n then probuj(succ(m)) (3.43)
else zanotuj zbior trwatych matzeristw;
pannalk] = true
end
end
end

Warto tutaj zwrocic uwage na duze podobiefistwo powyZszego programu do
programu 3.5.

Kluczowym zadaniem jest teraz sprecyzowanie pojecia trwatosci. Pojecia
tego nie mozna jednak wyrazi€ za pomoca tak prostego wyrazenia jak w przypad-
ku definiowania bezpieczenstwa pozycji hetmana w programie 3.5. Pierwsza
rzecz, jaka powinnismy zauwazyd, to fakt, ze trwatos¢ wynika na podstawie
definicji z porownania preferencji lub pozycji. Pozycje meZczyzn lub kobiet nie sa
jednak dostgpne W sposéb jawny za poérednictwem zadnej Z dotychczas
wprowadzonych struktur danych. Oczywiscie mozna obliczyé pozycje kobiety
k w $wiadomosci mezczyzny m, ale wymaga (o kosztownego odszukania
k w tablicy kmp[m].

Poniewaz obliczanie trwatoSci jest operacja wykonywang bardzo czgsto,
wydaje si¢ celowe przec howywanie tej informacji w spos6b bardziej bezposredni.
Z tego powodu wprowadzimy dwie tablice:

pmk: array [meZczyzna, kobieta) of pozycja;
: . ; (3.44)
pkm: array [kobieta, mezczyzna) of pozycja

takie, ze pmk[m, k] oznacza pozycje kobiety k na liscie preferencji mezczyzny m,
a pkmlk, m] oznacza pozycje mezczyzny m na liscie kobiety k. Jasne jest, z€
wartosci tych pomocniczych tablic sa stale i mozna je obliczy¢ na poczatku na
podstawie warto$ci kmp i mkp.

Okre§lajac predykat trwafe, skorzystamy Z jego poczatkowej definicji.
Przypominamy, Ze badamy mozliwoé¢ powiazania mezczyzny m i kobiety &,
gdzie k=kmp[m, pl, tj. k ma pozycje p na liScie mezczyzny m. Zatézmy
optymistycznie, Ze trwato§é calego zbioru zostaje zachowana, a nastepnie
sprébujmy znaleZé mozliwe przyczyny klopotow. Gdzie one moga by¢ ukryte?
Istnieja dwie symetryczne mozliwosci:
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(1) Moze istnie¢ kobieta pk, ktéra przedktada mezczyzne m nad swojego meza
i ktéra m przedktada nad kobiete k.

(2) Moze istnie¢ mezczyzna pm, ktory przedkiada kobietg k& nad swoja Zone
i ktérego k przedktada nad mezczyzne m.

W przypadku (1) poréwnujemy pozycje pkm{pk, m] i pkm|[pk, y[pk]] dla
wszystkich kobiet przedkiadanych nad k przez m, tj. dla wszystkich pk = kmp[m, i]
takich, ze i <p. Zauwazmy, ze wszystkie te kobiety-kandydatki sa juz zamezne
(jesliby ktoras z nich byta jeszcze panna, to m by ja wybrat). Testowanie trwalosci
mozemy w tym przypadku sformutowaé w postaci prostego przegladania
liniowego; r oznacza trwatos¢.

to=true; 1:=1;
while (i<p) A t do
begin pk:= kmp[m, i]; i:-=i+1; (3.45)
if 71 pannalpk] then t:= pkm[pk, m] <pkm[pk, y[pk]]
end

W przypadku (2) musimy zbada¢ wszystkich kandydatow pm, ktérych
k przedkiada nad aktualnego meza m, tj. wszystkich mezczyzn pm =mkplk, i]
takich, ze i<pkmlk, m]. Przez analogi¢ do przypadku (1), nalezy poréwnac
pozycje pmk[pm, k] i pmk{pm, x[pm]]. Musimy jednak zachowaé ostroznos¢é
i omijaé poréwnania pociagajace za soba odwotania do x[pm], gdzie pm jest
jeszcze kawalerem. Trzeba w tym celu sprawdzié, czy pm<m (wszyscy
mezczyZni poprzedzajacy m sa juz zonaci).

Pelny algorytm przedstawiono w programie 3.6. Tablica 3.3 zawiera
przykladowe dane wejSciowe reprezentujace tablice kmp i mkp. Dziewieé
trwatych rozwiazan obliczonych przez ten program pokazano w tabl. 3.4.

PROGRAM 3.6
Trwale malzeristwa

program matierdstwo(input, output);
{problem trwatych matzeristw}
const n=8§;
type meziczyzna=1..n; kobieta=1..n; pozycja=1..n;,
var m: meiezyzna; k: kobieta; p: pozycja;
kmp: array [meZczyzna, pozycjal of kobieta;
mkp: array [kobieta, pozycja) of meiczyzna,;
pmk: array [mezczyzna, kobieta)] of pozycja,
pkm: array [kobieta, mezczyzna) of pozycja;
x: array [meZczyzna) of kobieta;
y: array [kobieta) of mezczyzna;
panna: array [kobieta] of boolean;
procedure drukuj,
var m: mezczyzna, pm, pk: integer;
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begin pm:= 0; pk:=0;
for m:= 1 to n do
begin write(x[m]: 4);
pm: = pm -+ pmkl(m, x{m]]; pk:= pk+pkm[x[m], m]
end;
writeln( pm: 8, pk: 4).
end {drukuj}:

procedure probujim: mezezyzna),
var p: pozvcja: ki kobieta;
function rrwate: boolean;
var r- boolean; i, lim: pozycja;
pm: mezezyzna; pk: kobieta;

begin 1 = rrue; =iy
while (i<p) A t do
begin pk:= kmp[m, i]; i:=1+ 5
if 1 pannalpk] then t:= pkm| pk, m] < pkm[pk, y[pkl]
end:
i = 1; lim:= pkmlk, m];
while (i <lim) A t do
begin pm:= mkplk, i]; i:= i+k
if pm <m then t:= pmk[pm, k] > pmk[pm, x[pm]]
end;
mwate- =t
end [irwale};
begin |probuj}
forp =1 tondo
begin k= kmp[m, p};
if pannalk] then
if trwate then
begin x[m]:= k; y[k]:= m; pannalk] := false;
if m<n then prébuj(succ(m)) else drukuj;
pannalk]:= true
end
end
end {probuj|:
begin {program gtéwny}
for m:= 1 to n do
for p:= 1 to n do
begin read(kmp|m, pl); pmk[m, kmplm, pll:=p
end;
for k:=1to ndo
for p:=1 to n do

173
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begin read(mkplk, pl); pkmlk, mkplk, pl]:= p

end;
for k:= 1 to n do pannalk] := true;
probuj(1)
end.
TABLICA 3.3
Przykladowe dane wejsciowe dla programu trwatych malzenstw
Pozycja 1 7 RS A TR Taols
Mezczyzna 1 wybiera kobiete ¥ 3 276 &5 1 3 8 4
2 4 3 2 6 8 1 7 5
3 3 2 4 1 8 o) 5 ]
4 3 B 4 2 5 6 7 1
- 8 3 4 5 6 1 7 2
6 8 7 5 2 4 3 1 6
7 2 4 ] 3 1 7 5 8
8 6 1 4 2 F § 5 3 8
Kobieta 1 wybiera mezczyzng o 8 2+i8-18 1 3 7
2 8 5 3 1 6 7 4 2
3 6 B 1 2 3 4 7 5
4 3 2 4 7 6 8 5 1
S 6 3 1 4 5 T 2 8
6 2 1 3 8 ¥ 4 6 5
7 3 5 7 2 4 1 8 6
8 7 2 8 4 5 6 3 1
TABLICA 3.4
Rozwiazania znalezione przez program trwalych malzenstw
Xy Xy Xy E X Xg XglliXg PH pk c*
Rozwiazanie 1 7 4 3 8 1 5 2 6 16 32 21
7 2 4 3 8 1 5 7 6 22 27 449
3 2 4 3 3 7 5 8 6 31 20 59
4 l@ 4 3 #01 & FoR 260 227 82
5 6 4 3 1 7 5 8 2 35 15 47
Galrettig = 4N g s VPt 2 200 20 148
T | gengh ggie Quipagiovgt 2 38 130 47
8 @aeps g8 o1 B e i3 B4 18,758
g a8 4 A 5 & 9 43 11 R

#¢ = liczba testowari warunku trwatodci

Rozwigzanie 1 = optymalne meskie rozwiazanie
Rozwiazanie 9 = optymalne kobiece rozwiazanie

Przedstawiony algorytm zbudowano na podstawie prostego schematu al-
gorytmu z powrotami. Jego efektywno$¢ zalezy w sposéb zasadniczy od
,,zmy§Inoci” schematu ograniczajacego rozrost drzewa rozwigza. Nieco szyb-
szy, ale bardziej ztozony i mniej przejrzysty algorytm zostat przedstawiony przez
McVitiego i Wilsona [3.1] i [3.2], ktérzy takze rozszerzyli ten algorytm na
przypadek zbioréw (kobiet i mgzczyzn) nieréwnolicznych.
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Dwa ostatnie przyklady byly zwiazane ze znalezieniem wszystkich roz-
wiazan probleméw (przy podanych pewnych ograniczeniach). W praktyce czgsto
stosuje si¢ algorytmy wybierajace jedno lub kilka rozwigza, w pewnym sensie
optymalnych. Na przyktad byloby interesujace znalezienie rozwiazania, ktore
przecigtnie najlepiej zadowala mezezyzn jub kobiety, lub wszystkie osoby.

Zauwazmy, ze w tabl. 3.4 pokazano sumy pozycji wszystkich kobiet na listach
(preferenciji) ich mezow oraz sumy pozycji wszystkich mezczyzn na listach
(preferencji) ich zon. Sato

pm = Z": pmk[m. x[ml]], pk = i pkm[x[m], m] (3.46)

m=1 m=1

Rozwiazanie o najmniejszej warto$ci pm zwane jest optymalnym meskim
rozwiazaniem trwalym: rozwiazanie O najmniejszej wartosci pk zwane jest
optymalnym kobiecym rozwigzaniem trwatym. Charakterystyczng cecha obra-
nej strategii szukania rozwiazan jest to, ze rozwiazania dobre z mgskiego punk-
tu widzenia znajduja si¢ na poczatku, a rozwiazania dobre z kobiecego punktu
widzenia pojawiaja si¢ na kofcu. Przyjety algorytm jest stronniczy w stosunku
do meskiej populacji. Mozna to latwo zmienié, stosujgc systematyczna za-
miane roli mezczyzny 1 kobiety, tj. wzajemna zamiang jedynie mkp i kmp oraz
pmk i pkm.

Powstrzymamy si¢ od dalszego rozszerzania tego programu, a poszukiwanie
optymalnego rozwizzania Jostanie zrealizowane dla kolejnego, ostatniego juz
przykiadu algorytmu z powrotami.

3.7. Problem optymalnego wyboru

Ostatni przyklad algorytmu z powrotami jest logicznym rozszerzeniem
dwoch poprzednich przykiadow o ogblnym schemacie (3.35). Poczatkowo
stosowali§my regul¢ powracania w celu znalezienia pojedynczego rozwiazania
danego problemu. Odpowicdnie przyktady to okreSlenie drogi skoczka sza-
chowego i rozmieszczenie oSmiu hetmanéw. Nastepnie postanowiliSmy zna-
lezé wszystkie rozwiazania danego problemu; przyklady — osiem hetmanow
i trwale matzefistwa. Teraz zaleze¢ nam bedzie na znalezieniu rozwiazania
optymalnego.

W celu znalezienia tego rozwiazania nalezy generowaé wszystkie mozliwe
rozwiazania i w trakcie tej czynnosci wy bra¢ jedno, w pewnym sensie optymalne.
Zakladajac, Ze optymalno§C jest zdefiniowana za pomoca pewnej funkcji fx)
o wartoéciach dodatnich, mozna uzyskac odpowiedni algorytm, zastgpujac
w schemacie (3.35) instrukcje drukuj rozwiqzanie instrukcja

if f(rozwiqzanie)> f(optimum) then optimum:= rozwiqzanie (3.47)
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Zmienna optimum stuzy do zapamietania najlepszego z dotychczas znalezio-
nych rozwiazan. Rzecz jasna nalezy jej nadaé poprawng warto§¢ poczatkowa;
ponadto, aby uniknaé wielokrotnego obliczania wartosci f (optimum), warto§c te
pamieta si¢ zazwyczaj za pomocg innej zmiennej.

Przykiadem ogélnego problemu znajdowania rozwigzania optymalnego jest
nastepujace zagadnienie — do$¢ czesto spotykane i majace duze znaczenie
praktyczne: dla okre§lonego zbioru obiektow znalez¢ podzbiér (wybor) opty-
malny, uwzgledniajac pewne ograniczenia. Podzbiory stanowiace rozwiazania
tworzy si¢ stopniowo, rozwazajac pojedyncze obiekty ze zbioru podstawowego.
Procedura prébuj opisuje proces badania mozliwosci dofaczenia do podzbioru
pojedynczego obiektu; wywoluje si¢ ja rekurencyjnie (w celu zbadania nastep-
nego obiektu) dopéty, dopoki nie przejrzy si¢ wszystkich obiektow.

Zauwazmy, ze przegladanie kazdego obiektu (nazywanego kandydatem
w poprzednich przyktadach) moze da¢ dwa wyniki: wigczenie badanego obiektu
do aktualnego podzbioru lub jego wykluczenie. Poniewaz te dwa przypadki nalezy
rozpisaé explicite, uzycie instrukcji repeat lub instrukcji for jest niewlasciwe.
Odpowiedni schemat rekursji pokazano w procesie (3.48) (zaktadamy, ze obiekty
sq ponumerowane liczbami I, DAl H)

procedure probuj(i: integer);
begin
11 if wlqczenie obiektu jest akceptowalne then
begin dotqcz i-ty obiekt;
if i <n then prébuj(i+ 1) else sprawdZ optymalnosc; (3.48)
usur i-ty obiekt
end;
2: if wykluczenie obiektu jest akceptowalne then
if i <n then probuj(i+ 1) else sprawdZ? optymalnosc
end

Ze schematu tego wyraZznie widac, ze istnieje 2" mozliwych podzbiorow;
w celu radykalnego zmniejszenia liczby badanych elementow musimy za-
stosowaé wlasciwe kryterium akceptowalnosci. Chcac wyjasni¢ ten proces,
zajmiemy si¢ konkretnym przykiadem problemu optymalnego wyboru. Niech
kazdy z n obiektéw ay, ..., a, bedzie scharakteryzowany za pomocg optymalnej
wagi w i wartoéci v. Przez podzbiér optymalny bedziemy rozumie¢ podzbidr
o najwigkszej sumie wartoci jego sktadowych, spetniajacy jednoczesnie ograni-
czenie natozone na taczna wage tych skladowych. Jest to problem dobrze znany
wszystkim podréznym, ktérzy pakujac swoje walizki, dokonuja wyboru sposréd
n przedmiotéw w taki sposéb, aby ogélna wartosc przewozonych rzeczy byla
optymalna, a faczna ich waga nie przekraczata dopuszczalnego limitu.

Nadszed! moment podjecia decyzji dotyczacej sposobu reprezentowania
opisanych faktéw za posrednictwem danych. Na podstawie poprzednich rozwazan
wprowadzamy nastgpujace deklaracje: ¢
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type indeks = 1..n}
obiekt = record w, v: integer end;

var a: array [indeks) of obiekt; (3.49)
limw, catkv, maxv: integer;
s, opts: set of indeks,

Zmienne limw i catkv oznaczaja limit wagowy i warto$¢ catkowita wszystkich
n obiektéw. Wartosci tych zmiennych nie ulegaja zmianie podczas calego procesu
wybierania. Zmienna s reprezentuje aktualnie zbudowany podzbior obiektow,
w ktérym kazdy obiekt jest reprezentowany przez jego nazwg (indeks). Zmienna
opts stuzy do pamigtania optymalnego z dotychczas zbadanych wyboréw, maxv
za§ oznacza warto§¢ tego wyboru.

Co bedzie stanowi¢ kryterium akceptowalnosci kolejnego obiektu? Jesli
rozwazamy wiqczenie. 1o obiekt bedzie wybrany wtedy, gdy nie wystapi
przekroczenie limitu wagowego. W przypadku przekroczenia mozemy przerwac
dotaczanie dalszych obiektow. Jeshi jednak rozwazamy wykluczenie, to kryterium
akceptowalnosci, decydujace o tym, czy warto rozszerzy¢ aktualny podzbidr,
mozemy okresli¢ nastepujaco: faczna warto$é obiektow, ktéra mozna uzyskac po
wykluczeniu, powinna byC nie mniejsza niz do tej pory znaleziona wartos$¢
optymalna. Jesli jest mniejsza, to kontynuowanie rozszerzania aktualnego
podzbioru, aczkolwick moze doprowadzi¢ do znalezienia jakich§ rozwiazar, nie
da na pewno rozwiazania optymalnego. Dlatego tez dalsze szukanie na tej drodze
jest bezowocne. Na podstawie tych dwéch warunkow akceptacji mozemy okresli¢
wielkosci, ktére nalezy obliczaé dla kazdego kolejnego kroku procesu wyboru;
tutaj sa to

(1) catkowita waga cw akiualnie skonstruowanego podzbioru s;
(2) warto§¢ mv, ktéra mozna jeszcze uzyska¢ przez dalsze rozszerzanie
podzbioru s.

Te dwie wielkoéci beda reprezentowane przez parametry procedury prébuj.
Warunek wiqczenie obiektu jest akceptowalne mozna teraz sformutowac

nastgpujaco:
ew +alil.w < limw (3.50)

a odpowiednie sprawdzenie optymalnosci wyboru przybierze postac

if mv > maxv then
begin {nowe optimum, zapami¢taj je} (3.51)
opts:= 5, maxy:= my
end
Ostatnie przypisanie wynika z nastepujacego rozumowania: w chwili, gdy
rozwazono wszystkich n obiektow, warto$¢, ktéra mozna uzyskac, jest wartoscig
skonstruowanego podzbioru.
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Warunek wykluczenie obiektu jest akceptowalne mozemy wyrazié tak:
my —ali].v > maxv (3.52)

Poniewaz cze$é tego wyrazenia wystgpuje powtornie w programie, chcac uniknacé
jej ponownego obliczania, warto$¢ mv—ali].v przypisano zmiennej mvl.

Kolejne etapy precyzowania programu: (3.48)—(3.52) oraz odpowiednie
instrukcje nadajace wartoici poczatkowe zmiennym globalnym prowadza do
ostatecznej wersji programu. Zwraca uwage latwo§¢ wyraZenia — za pomoca
operator6w teoriomnogosciowych — operacji wiaczenia i wykluczenia obiektu.
Wyniki wykonania programu 3.7 dla limitéw wagowych od 10 do 120 mozna
znalez¢ w tabl. 3.5.

PROGRAM 3.7
Optymalny wybor

program wybdr(input, output);
{znajdé optymalny wybdr obiektéw przy zalozeniu pewnych ograniczeni}
const n =10;
type indeks =1..n;
obiekt = record v, w: integer end;
var [ indeks;
a: array [indeks) of obiekt,
limw, catkv, maxv: integer;
wl, w2, w3: integer;
s, opts: set of indeks;
z: array [boolean] of char,
procedure probuj(i: indeks; cw, mv: integer);
var mvl: integer;
begin {sprébuj wiaczy¢ obiekt i}
if cw+ali]l.w < limw then
begin s5: = s+ [i;
if i <n then prébuj(i+ 1, ew+alil.w, mv) else
if mv > maxv then
begin maxv:= mv; opts:=§
end;
si=s—[i]
end;
{sprébuj wykluczyc obiekt i} mvl:=mv—alil.v;
if mv1 > maxv then
begin if i <n then probuj(i+1, cw, mvl) else
begin maxv:= mvl; opts:=s
end
end
end {probuj};
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begin catkv:= 0;

fori:=1tondo
with a[i] do
begin read(w, v); catkv:= catkv+v
end;

read(wl, w2, w3);

Z[truel:="*"; z[ false] :="

write( WAGA ');

for i:= 1 to n do write(a[i]l.w: 4);

writeln; write(' WARTOSC');

for i:= 1 to n do write(a[i].v: 4);

writeln;

repeat limw:= wl; maxv:= 0;s:=[ Lopts:i=[ 1
probuj(1, 0, catkv),
write(limw);
for i:= 1 to n do write(" ', z[i] in opts]);
writeln: wl:= wl +w2

until wl > w3

’.

end.
TABLICA 3.5
Przykladowe wyniki z programu optymalnego wyboru
Waga 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Wartoéé 18 20 17 19 25 21 27 23 25 24
10 b
20 i
30 * .
40 . . "
50 . . . *
60 . . * . .
70 . . . . .
80 i . . . . .
%0 . . * . . .
100 . . . * . .
110 . . . . » . . .
120 . . . . . . . .

Taki rodzaj algorytmu z powrotami, 2 czynnikiem ograniczajacym rozrost
drzewa przegladania, zwany jest takze algorytmem podziatu i ograniczen (ang.
branch and bound algorithm).
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Cwiczenia

31
(Wieze Hanoi). Dane sa trzy prety i n krazkéw o réznych Srednicach. Krazki moga byt
nakladane na prety, tworzac w ten spos6b ,,wieze”. Zalozmy, 7e n krazkéw zostalo
umieszczonych poczatkowo na precie A w kolejnosci malejacych §rednic. Na rysunku
3.10 zilustrowano te sytuacje dla n=3. Naszym zadaniem jest przesunigcie n krazkow
z preta A na pret C z zachowaniem pierwotnego porzadku. Zasady przesuwania sa na-

stgpujace:

o

Wieze Hanot

(1) w kazdym kroku przesuwa sie dokladnie jeden krazek z jednego preta na inny pret;
(2) krazek nie moze by¢ nigdy nalozony na krazek o mniejszej $rednicy;
(3) pret B moze by¢ uzyty jako magazyn pOmMOCNICZy.

Znajd7 algorytm realizujacy to zadanie. Zauwaz, ze jest wygodnie potraktowac wiezg jako
caloéé¢ skladajaca sie z pojedynczego gérnego krazka i z wiezy utworzonej z pozostatych
krazkéw. Algorytm przedstaw w postaci programu rekurencyjnego.

3.2
Napisz procedurg, ktéra znajduje wszystkie n! permutacji nelementow a, ..., a, W miejscu,
tj. bez uiycia tablicy dodatkowej. Po znalezieniu kolejnej permutacji wywoluje sig
procedurg parametryczna 0, ktéra np. drukuje znaleziona permutacje.

Wiskazowka: zadanie znalezienia wszystkich permutacji elementow aj, ..., a, potraktuj
jako m zadaf czesciowych znajdujacych wszystkie permutacije pierwszych m—1 elemen-
tOW Z CIagU @y, -.s Ay PIZY CZYM W i-tym zadaniu elementy a, i a,, zostaja na poczatku

zamienione.

33
WyprowadZ schemat rekursji dla uktadu krzywych przedstawionego narys. 3.11, bedacego

superpozycja czterech krzywych W,, W,, W5, W,. Struktura ich jest podobna do struktury
krzywych Sierpifiskiego (3.21)i(3.22). Na podstawie schematu rekursji przygotuj program
rekurencyjny rysujacy te krzywe.

34
Tylko 12 z 92 rozwiazafi znalezionych przez program o$miu hetman6w (3.5) jest istotnie

roznych. Pozostale mozna otrzymaé za pomoca symetrii wzgledem osi lub punktu
srodkowego szachownicy. Opracuj program, ktory znajduje 12 gléwnych rozwiazan.
Zauwaz np., ze ustawianie w kolumnie 1 mozna ograniczyé do pozycji 1-4.
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3.5
Zmiefi program Trwate matZeristwo tak, aby znajdowat optymaine (meskie lub kobiece)
rozwiazanie. Uzyskasz w ten spos6b program ..podziatu i ograniczefi” tego samego Lypu o

program 3.7.

3.6

Pewne przedsigbiorstwo kolejowe obstuguje n stacji Sy, ... S, W celu poprawienia
dzialania stuzby informacyjnej dla podréznych planuje sie wprowadzenie komputerowych
urzadzen koficowych (terminali). Po dostarczeniu takiemu terminalowi nazw stacji
wyjazdowej Sy i stacji docelowej Sp, podrézny uzyskaiby natychmiast liste polaczen
kolejowych z minimalnym tacznym czasem podrézy.

Opracuj program tworzacy (ego rodzaju informacje. Zaloz, ze rozktad jazdy (Twoj bank
danych) jest reprezentowany za pomoca odpowiedniej struktury danych zawierajacej czasy
odjazdéw (przyjazdow) wszystkich pociagéw. Naturalnie nie wszystkie stacje maja
potaczenie bezpoSrednie (zob. takze éwicz. 1.8).

3.7
Funkcja Ackermanna A jest sdefiniowana dla wszystkich nieujemnych argumentow

catkowitych m i n w spos6b nastepujacy:

A0, n) =n+1



182

3. ALGORYTMY REKURENCYJINE

A(m, 0) = A(m—1, 1) (m>0)

A(m, n) = A(m—1, A(m, n—1) (m n>0)

Opracuj program obliczajacy A(m, n) bez uzycia rekursji.

Jako wzorca uzyj programu 2.11 - nierekurencyjnej wersji sortowania szybkiego. Opracuj
zbi6r regut dla transformacji programéw rekurencyjnych na iteracyjne.

ERE

32

33

34.
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Dynamiczne struktury
informacyjne

4.1. Rekurencyjne typy danych

W rozdziale 2 tablica, rekord i zbiér byty przedstawione jako podstawowe
struktury danych. Nazwano je podstawowymi, gdyz stanowig elementy, z kt6rych
tworzy si¢ bardziej ztozone struktury, a takze dlatego, ze wystepuja najczescie)
w praktyce. Zdefiniowanie typu danych, a nastepnie okreSlenie specyfikacji
zmiennych tego typu oznacza, Ze zakres wartosci przyjmowanych przez te
zmienne i jednoczesnie ich wzorzec pamigciowy s3 ustalone raz na zawsze.
Zmienne zadeklarowane w ten sposob sa nazywane statycznymi. Jednakze jest
wiele zagadnier wymagajacych daleko bardziej skomplikowanych struktur
danych. Zagadnienia te charakteryzuja si¢ zmiennoscia struktur danych podczas
procesu obliczeniowego. Dlatego tez struktury te nazywamy strukturami dynami-
cznymi. Naturzlnie skfadowe takich struktur s3 —na pewnym poziomie doktadno-
Sci — statyczne, czyli sa jednego z podstawowych typéw danych. Niniejszy
rozdziat jest poswiecony konstrukcii, analizie i zarzadzaniu dynamicznymi
strukturami informacyjnymi.

Godne uwagi jest to, Ze istnieja bliskie analogie miedzy metodami
uzywanymi do strukturalizacji algorytméw oraz metodami uzywanymi do
strukturalizacji danych. Opréez tych analogii istnieja réwniez roznice (inaczej
metody bylyby identyczne), ale poréwnanie metod strukturalizacji programow
i danych jest bez watpienia pouczajace.

Elementarna instrukcja nieztozona jest przypisanie. Jej odpowiednikiem
w rodzinie struktur danych jest typ skalarny, nieztozony. Stanowia one pod-
stawowe cegietki dla ztozonych instrukcji 1 typow danych. Najprostszymi
strukturami, otrzymanymi przez wyliczenie lub ulozenie w kolejnosci, sa
instrukcja ztozona i rekord. Obie struktury sktadaja si¢ ze skoriczonej (zwykle
niewielkiej) liczby wyliczonych sktadowych, ktére moga sie migdzy soba réznic.
Jezeli skladowe sa jednakowe, to nie trzeba ich indywidualnie wypisywac;
uzywamy instrukcji for (dla) i struktury array (tablica) w celu okre§lenia znanej,
skoriczonej liczby powtérzefi. Wyboér jednego z dwéch lub wiecej wariantow
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wyraza si¢ przez instrukcje warunkowa if (jesli) lub instrukcje wyboru case i,
odpowiednio, przez rekord z wariantami. I wreszcie, powtarzanie nieznana
poczatkowo (i potencjalnie nieskoficzona) liczbe razy jest wyrazane przez
instrukcje while (dopoki) lub repeat (powtorz). Odpowiadajaca struktura danych
jest ciag (plik), najprostsze pojecie pozwalajace na konstruowanie typow
o nieskonczonej mocy.

Powstaje pytanie, czy istnieje struktura danych odpowiadajaca w podobny
sposéb instrukcji procedury. Naturalnie najbardziej interesujaca i oryginalna
wiasnoscia procedur jest rekursja. Wartosci takiego rekurencyjnego typu danych
zawieralyby jedna lub wigcej sktadowych, nalezacych do tego samego Lypu
danych, analogicznie do procedury zawierajacej jedno lub wiecej odwolan do
samej siebie. Podobnie jak procedury, definicje takich typéw danych moga by¢
bezposrednio lub posrednio rekurencyjne.

Prostym przykladem obiektu, ktory bytby najwlasciwiej reprezentowany
przez typ zdefiniowany rekurencyjnie, jest wyrazenie arytmetyczne spotykane
w jezykach programowania. Rekursji uzywa si¢ do odzwierciedlenia mozliwosci
zagniezdzania, tj. uzycia nawiasowanych podwyrazeii jako argumentow w wyra-
Jeniu. Zatézmy, Ze wyrazenie jest zdefiniowane nieformalnie jak nastgpuje:

Wyrazenie sklada si¢ z kolejno nastepujacych po sobie: sktadnika,
operatora i skiadnika. (Sktadniki te stanowig argumenty operatora).
Skladnik jest albo zmienng — reprezentowang przez identyfikator —albo
wyrazeniem ujgtym w nawiasy.

Stosujac dostepne juz narzedzia oraz rekursje, mozna fatwo opisaé typ
danych, ktérego wartosci reprezentuja takie wyrazenia:

type wyrazenie =record op: operator;
argl, arg2: sktadnik
end; (4.1)
type skladnik =record
if ¢ then (id: alfa)
else (podwyr: wyrazenie)
end

Tak wiec kazda zmienna typu skiadnik jest ztozona z dwobch skladowych,
mianowicie pola znacznikowego 7 oraz — jesli ¢ jest prawda — pola id lub
w przeciwnym przypadku pola podwyr. Rozwazmy np. nastepujace cztery
wyrazenia:

(1) x+y

2y x—y(y *2)

(3) (x+y)*(z—w) 4.2)
4) x/(y+2)*w
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Wyrazenia te moga by€ zobrazowane przez wzorce z rys. 4.1, ktore
przedstawiaja ich zagniezdzona, rekurencyjna strukturg, a takze wyznaczaja
sposéb odwzorowania tych wyrazefi W pamigci.

Drugim przykiadem rekurencyjnych struktur informacyjnych jest rodowod
rodziny: niech rodowdd bedzie zdefiniowany przez osobg (imig) oraz dwa
rodowody jej rodzicow. Definicja prowadzi nieuchronnie do struktury nieskofi-
czonej. Prawdziwe rodowody sa ograniczone ze wzgledu na brak informacji na
pewnym poziomie drzewa genealogicznego. Mozna to uwzglednié, stosujac
ponownie strukturg 7 wariantami, jak pokazano w definicji (4.3).

type rod =record
if znany then
(imie: alfa; (4.3)
ojciec. matka: rod)
end

(Zauwazmy, 7e kazda zmienna typu rod ma co najmniej jedna skiadowa,
mianowicie pole znacznikowe o nazwie znany. Jezeli jego wartoscia jest prawda
(true), to istnieja trzy inne pola; w przypadku przeciwnym Zadne). Wartos¢
WYyZnaczong przez (rekurencyjny) konstruktor rekordow

x = (T, Jan, (T, Marek, (T, Adam, (F), (F)), (F)),
(T, Maria, (F), (T, Ewa, (F), (F))))

przedstawiono na rys. 4.2 w sposéb sugerujacy pewien Wzorzec pamigciowy.
(Identyfikator typu rod poprzedzajacy kazdy konstruktor zostal pominiety ze
wzgledu na uzycie rekordow jednego typu).
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T Jan
T Marek
T Adam

e

I

T Maria
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RYSUNEK 4.2
Struktura rodowodu

Jasna staje si¢ wazna rola wariantéw; tylko dzigki ich uzyciu mozna
ograniczyé rekurencyjng strukturg danych i dlatego tez sa nieodiaczna czescia
kazdej definicji rekurencyjnej. W tym przypadku analogie migdzy pojeciami
strukturalizacji programéw i danych staja si¢ szczegblnie widoczne. Instrukcja
warunkowa musi byé cze$cia kazdej procedury rekurencyjnej, aby wykonanie
procedury moglo si¢ zakoficzy¢. Zakoficzenie wykonania w sposob oczywisty
odpowiada skoficzonej mocy danych.

4.2. Wskazniki lub odniesienia

Charakterystyczna wlasciwoscia struktur rekurencyjnych wyr6zniajaca je
sposrod struktur podstawowych (tablice, rekordy, zbiory) jest mozliwos¢ zmienia-
nia ich rozmiaréw. Tak wigc nie mozna przydziela¢ statej iloSci pamigci dla
struktury zdefiniowanej rekurencyjnie, w konsekwencji czego kompilator nie
moze okre§laé konkretnych adreséw sktadowych takich zmiennych. W celu
rozwiazania tego problemu stosuje si¢ najczesciej metod¢ dynamicznego
przydzielania pamieci, tj. przydzielania pamigci kazdej ze skiadowych w chwili
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powotania ich zycia podczas wykonania programu zamiast przydzielania pamigci
podczas translacji. Kompilator przydziela wtedy stala ilo§¢ pamigci na adres
skladowej umieszczanej dynamicznie w pamigci zamiast na sama sktadowa. Na
przyktad rodowdd zilustrowany narys. 4.2 bylby reprezentowany przez pojedyn-
cze — by¢ moze nie kolejne — rekordy, po jednym dla kazdej osoby. Osoby te sa
potaczone przez ich adresy przypisane odpowiednio polom ,,0jciec” i ,,matka”.
Sytuacje¢ tg najlepiej mozna opisaé graficznie przy uzyciu strzatek lub wskaz-
nikéw (ang. pointers); zob. rys. 4.3.

rT\__iL|/|d

S

[ 1] [Tl
HE=BE GRGEanRn

1 [

RYSUNEK 4.3
Struktura polaczona wskaznikami

Nalezy podkreslic, ze uzycie wska#nikéw w realizacji struktur rekurencyj-
nych jest jedynie pewna metoda. Programista nie musi by¢ éwiadom ich istnienia.
Pami¢é moze byc przydzielana automatycznie przy pierwszym odwolaniu do
nowej sktadowej. Jesli jednak uzycie odniesien (referencji; ang. references) lub
wskaznikéw jest realizowane w sposob jawny, to moga by¢ konstruowane
struktury danych bardziej ogélne od tworzonych przez czysto rekurencyjne
definicje danych. W szczeg6lnosci jest mozliwe zdefiniowanie struktur ,,nieskori-
czonych” lub cyklicznych 1 okre§lenie pewnych struktur jako wspétdzielonych
(ang. shared). Dlatego tez powszechne stafo si¢ we wspotczesnych jezykach
programowania umozliwienie bezposredniej manipulacji odniesieniami do da-
nych w uzupetnieniu do manipulacji na samych danych. Powoduje to koniecznosc
wyraznego notacyjnego roz r67nienia miedzy danymi a odniesieniami do danych,
a takze to, ze w konsekwencji musza by¢ wyréznione typy danych, ktérych
wartoéci sa wskaznikami (odniesieniami) do innych danych. Bedziemy w tym celu
uzywaé nastepujace] notacji:

type 7,=1T (4.4)

Deklaracja typu (4.4) stwierdza, ze wartosci typu T, sa wskaznikami do danych
typu T. Tak wigc strzatka w (4.4) oznacza ,,wskazuje na”. Podstawowe znaczenie
ma fakt, ze typ wskazywanych elementéw wynika jednoznacznie Z deklaracji T ,.
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Mowimy, ze typ T, jest zwiqzany z typem T. Takie zwiazanie pozwala odr6znic
wskazniki w jezykach wysokiego poziomu od adresow w kodzie wewnetrznym,
jest tez najwazniejszym $rodkiem zwigkszenia ochrony tych danych w pro-
gramowaniu dzigki redundancji notacji.

Wartosci typow wskaznikowych sa genmerowane wtedy, gdy jednostce
danych przydziela si¢ pamigé dynamicznie. Przyjmijmy, ze za kazdym razem
sytuacja taka bedzie wyraZnie zaznaczana. Stanowi to przeciwiestwo sytuacji,
w ktérej pierwsze wystapienie jakiego§ obiektu danych wiaze si¢ z automatycz-
nym przydzieleniem pamigci. W tym celu wprowadzamy procedurg wewnetrzng
new (nowy). Dla danej zmiennej wskaZnikowej p typu T, instrukcja

new(p) (4.5)

efektywnie przydziela pamig¢ zmiennej typu 7, generuje wskaznik typu T,
odwolujacy sie do tej nowej zmiennej i przypisuje ten wskaznik zmiennej p (zob.
rys. 4.4). Warto§¢ wskaznika moze by¢ teraz utozsamiana z wartoscia zmienne;j
wskaznikowej p. W celu rozréznienia zmienna, do ktérej odwotujemy sig¢ poprzez
p, jest oznaczana przez pf. Jest to zmienna typu 7, dla ktdrej pamieC zostala
przydzielona dynamicznie.

p: T o
RYSUNEK 4.4

pT: T Dynamiczne przydzielanie pamieci zmiennej pT

Stwierdzili§my powyzej, ze warianty sa istotne w kazdym typie rekurencyj-
nym dla zapewnienia skoficzonosci. Przykiad rodowodu rodziny stanowi wzorzec
ukazujacy najczesciej wystepujacy uklad (zob. (4.3)), a mianowicie przypadek,
w ktérym pole znacznikowe jest dwuwartoSciowe (boolowskie) i w ktorym jego
wartoéé réwna falsz (false) implikuje brak dalszych sktadowych. Wyrazone jest to
przez schemat deklaracji (4.6).

type T=record if p then S(7) end (4.6)

S(T) oznacza sekwencje definicji pol, ktora zawiera jedno lub wigcej p6l typu T, co
zapewnia rekurencyjno§¢. Wszystkie struktury typu okreslonego wedlug (4.6)
beda wyznacza¢ drzewiasta (lub listowa) strukturg, podobng do pokazanej narys.
4.3, Jej szczegblng wiasnoscia jest to, ze zawiera ona wskazniki do sktadowych
zawierajacych tylko pole znacznikowe, tj. nie zawierajacych dalszych istotnych
informacji. Metoda realizacji w maszynie struktur rekurencyjnych z uzyciem
wskaznikéw sugeruje tatwy sposob zaoszczedzania pamigci przez wiaczenie
informacji pola znacznikowego do wartosci samego wskaZnika. Powszechnym
rozwiazaniem jest rozszerzenie zakresu wartosci typu 7, o pojedynczg warto§¢
nie wskazujaca na zaden element. Oznaczamy t¢ warto§¢ symbolem specjalnym
nil (nic, pusty) i rozumiemy, ze nil jest automatycznie elementem wszystkich
deklarowanych typéw wskaznikowych. To rozszerzenie zakresu wartosci wskaz-
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nikéw wyjaénia, dlaczego struktury skoficzone moga byé generowane bez
jawnego wystapienia wariantow (warunkéw) w ich (rekurencyjnych) dekla-
racjach.

Nowe sformutowania typow danych zadeklarowanych w (4.1) 1(4.3) — oparte
na jawnych wskaznikach — przedstawione $a odpowiednio w (4.7) 1 (4.8).
Zauwazmy, ze w drugim z wymienionych przyktadow (ktory odpowiada
schematowi (4.6)) skiadowa wariantowa rekordu znikneta, poniewaz pT.zna-
ny = false wyraia si¢ teraz jako p = nil. Przemianowanie typu rod na osoba jest
odzwierciedleniem roznic powstatych w wyniku wprowadzenia jawnych wartosci
wskaznikowych. Zamiast rozwaza¢ dang strukture, a nastgpnie analizowac jej
podstrukture i jej skladowe, Zwraca sie uwage w pierwszym rzedzie na sktadowe,
a powiazania migdzy nimi (reprezentowane przez wskazniki) nie wynikaja
w sposéb oczywisty 7 jakiejkolwiek ustalonej deklaracji.

type wyrazenie = record op: operator;
argl, arg2: Tskiadnik
end;
type skladnik = record (4.7)
if ¢ then (id: alfa)
else (pod:Twyrazenie)
end

type osoba — record imie: alfa;
ojciec, matka:Tosoba (4.8)
end

Struktura danych reprezentujaca rodowéd, pokazana na rys. 42143, jest
ponownie przedstawiona narys. 4.5, na ktorym wskazniki do 0s6b nieznanych sa
oznaczone przez nil. Wynikajace z tego lepsze wykorzystanie pamieci jest
oczywiste.

/
Wareﬂ ’ | nil Waraa | d

i/
Z I RYSUNEK 4.5
i Adatn ‘ mllﬂ R l " | mﬂ Struktura ze wskaznikami o warto§ciach nil

Odwotujac si¢ znowu do rys. 4.5, zatézmy, ze Marek i Maria sa rodzenst-
wem, tj. maja tego samego ojca i matke. Daje si¢ to tatwo wyrazi przez
zastapienie dwoéch wartosci nil w odpowiednich polach dwéch rekordow.
Realizacja, w ktorej ukrywa si¢ pojecie wskaZnika lub uzywa innej metody
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obstugi pamieci, zmusitaby programiste do dwukrotnego reprezentowania kaz-
dego 7z rekordéw Adam i Ewa. Jakkolwiek przy dostepie do danych w celu ich
zbadania nie jest istotne, czy dwaj ojcowie (i dwie matki) wystepuja w dwoch
rekordach czy tez w jednym, jednak roznica jest istotna wiedy, gdy jest
dopuszczalna selektywna aktualizacja. Traktowanie wskaZnikow jako jawne
jednostki danych, a nie jako ukryte $rodki realizacyjne, pozwala programiScie
jasno wyrazaé si¢ tam, gdzie zamierza stosowa¢ wspéldzielenie pamieci.

Dalsza konsekwencja jawnosci wskaznikéw jest mozliwoS¢ definiowania
i manipulowania cyklicznymi strukturami danych. Ta dodatkowa elastycznos¢
daje, oczywiscie, nie tylko wigksze mozliwosci, ale réwniez wymaga zwigkszenia
uwagi programisty, poniewaz manipulacja cyklicznymi strukturami danych moze
tatwo doprowadzi¢ do nie koficzacych si¢ procesow.

Tego rodzaju sytuacja, ze zwigkszenie mozliwosci 1 elastycznosci idzie
w parze z niebezpieczefistwem popetniania btedow, jest dobrze znana w pro-
gramowaniu i w szczeg6lnosci przypomina problemy z instrukcja skoku.
I rzeczywiscie, jezeli analogia migdzy strukturami programowymi i strukturami
danych ma by¢ rozszerzona, to czysto rekurencyjna struktura danych moze by¢
umieszczona na poziomie odpowiadajacym procedurze, podczas gdy wprowadze-
nie wskaznikéw jest poréwnywalne do korzystania z instrukcji skoku. I tak, jezeli
instrukcja skoku pozwala na konstruowanie dowolnego schematu programu
(wlaczajac petle), to wskaZniki pozwalaja na skladanie dowolnych struktur
danych (wlaczajac cykle). Poréwnanie odpowiadajacych sobie struktur pro-
gramowych i danych pokazano w skréconej formie w tabl. 4.1.

TABLICA 4.1

Odpowiednio§ci miedzy strukturami programowymi i strukturami danych

Wzorzec konstrukceji Instrukcja programu Typ danych

Element podstawowy Przypisanie Typ skalarny

Wyliczenie Instrukcja zlozona Typ rekordowy

Powtérzenie stala liczbe razy Instrukcja ,.dla” Typ rekordowy

Wybor Instrukcja warunkowa Rekord z wariantami, suma typéw
Powtérzenie nieznang z géry Instrukeje ,,dopéki” lub Ciag lub typ plikowy

liczbg razy ~powtarzaj”

Rekursja Instrukcja procedury Rekurencyjny typ danych
Ogblny ,,graf” Instrukcja skoku Struktura potaczona wskaZnikami

W rozdziale 3 widzieliSmy, ze iteracja jest przypadkiem szczegbélnym
rekursji i ze wywotanie rekurencyjnej procedury P zdefiniowanej zgodnie ze
schematem (4.9)

procedure P;
begin
if B then begin P,; P end (4.9)

end
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gdzie P, jest instrukcja nie wywotujaca P, jest rtownowazne instrukcji iteracyjnej
while B do P,

ktora mozna zastapié¢ to wywotanie.

Analogie przedstawione w og6lnym zarysie w tabl. 4.1 ujawniaja, ze
podobny zwiazek zachodzi migdzy rekurencyjnymi typami danych a ciagiem.
W rzeczywistosci typ rekurencyjny zdefiniowany zgodnie ze schematem

type T=record
if B then (r,: Ty; t: T) (4.10)
end

gdzie T, jest typem nie odwotujacym sie do typu T, jest rtownowazny i wymienial-
ny na sekwencyjny typ danych

file of T,

Wida¢ z tego, ze rekursj¢ mozna zastapic iteracja w definicjach programow
i danych wtedy (i tylko wtedy), gdy nazwa procedury lub typu wystgpuje
rekurencyjnie tylko raz, na koficu (lub na poczatku) takiej definicji.

Pozostata czesé tego rozdziatu jest poSwigcona generowaniu i manipulowa-
niu na strukturach danych, ktérych sktadowe sa potaczone jawnymi wskaZnikami.
Specjalny nacisk potozono na struktury o szczegodlnie prostych wzorcach; sposoby
manipulowania bardziej ztozonymi strukturami moga by¢é wyprowadzone ze
sposobow manipulowania tworami podstawowymi. Przykiadami tworéw pod-
stawowych sa listy liniowe lub ciagi taficuchowe (najprostszy przypadek)
i drzewa. Fakt, ze przede wszystkim zajmiemy si¢ tymi ,.elementami budul-
cowymi” przy strukturalizacji danych, nie §wiadczy o tym, ze bardziej ztozone
struktury nie wystgpuja w praktyce. W istocie, ponizsze opowiadanie, ktore
znalazio sie w jednej z gazet szwajcarskich (Zurich, czerwiec 1922) jest dowodem
na to, 7e nieregularno$¢ moze wystgpowac nawet w przypadkach, ktére zwykle
podaje si¢ jako przykiady struktur regularnych, jak na przyktad drzewo (rodowo-
dowe). Opowiadanie méwi o cziowieku, ktéry opisuje niedole swego Zycia
w nastgpujacych stowach:

Ozenilem si¢ z wdowa, ktéra miata dorosta corke. Méj ojciec, kt6ry odwiedzal nas czesto,
zakochat si¢ w mojej przybranej corce i ozenil si¢z nia. Tak wigc méj ojciec stat sig moim
przybranym synem, a moja przybrana cérka stala sie moja matka. Kilka miesiccy poZniej
moja zona urodzila syna, kiéry stal si¢ przybranym bratem mojego ojca i jednoczesnie
moim wujem. Zona mojego ojca, czyli moja przybrana cérka miata takze syna. W ten
spos6b uzyskatem brata i jednoczeénie wnuka, Moja Zona jest moja babka, poniewaz jest
matka mojej matki. Tak wigc jestem mezem mojej zony i jednoczesnie jej przybranym
wnukiem: innymi stowy, jestem swoim dziadkiem.
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4.3. Listy liniowe

4.3.1. Operacje podstawowe

Najprostszym sposobem wiazania lub taczenia zbioru elementéw jest ufo-
zenie ich w jedna liste lub kolejke. W tym przypadku tylko pojedyncze pofacze-
nie jest niezbgdne do odwotania si¢ od dowolnego elementu do jego nastgpnika.

Przyjmijmy, ze typ T jest zdefiniowany w sposob pokazany w (4.11). Kazda
zmienna tego typu sktada si¢ z trzech skladowych, a mianowicie: klucza
identyfikujacego, wskaznika do jej nastgpnika i prawdopodobnie dalszych
zwigzanych z nia informacji, opuszczonych w deklaracji (4.11).

type T=record klucz: integer,

nast: 1T, “4.11)
end
P | o —j—int 1
. - 2
—| - 3
. = 4
nil RYSUNEK 4.6
Przyklad listy

Liste elementéw typu T ze wskaznikiem do jej pierwszej sktadowej, przypisanym
zmiennej p, przedstawiono na rys. 4.6. Prawdopodobnie najprostsza operacja,
jakiej mozna dokonaé na tej licie, jest wstawienie elementu na jej poczatek.
Najpierw, gdy elementowi typu T przydziela si¢ pamig¢, odniesienie do niego
(wskaznik) zostaje przypisane tymczasowej zmiennej wskaznikowej g. Nastgpnie
nalezy dokonaé prostego uaktualnienia dwéch zmiennych wskaznikowych, jak to
pokazano w instrukcjach (4.12).

new(q); ql.nast:=p, p:=q (4.12)

Zauwazmy, ze istotna jest kolejnos¢ tych trzech instrukcji.

Operacja wstawiania elementu na poczatek listy pokazuje od razu, jak taka
lista moze byé generowana: poczynajac od pustej listy, przez wielokrotne
dodawanie elementu poczatkowego listy. Taki proces generowania listy jest
realizowany w algorytmie (4.13); dotacza si¢ tu n elementow,

p:= nil; {zacznij od pustej listy}

while n>0 do
begin new(q); q1.nast:=p; p:= q, (4.13)
gl.klucz:=n;n:=n—1
end
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Jest to najprostszy sposéb tworzenia listy. Jednakze wynikowy porzadek
elementéw jest odwrotnoscia porzadku ich ,pojawiania si¢”. W niektérych
zastosowaniach jest to niewskazane; w konsekwencji nowe elementy musza by¢
dotaczane na koricu listy. Koniec listy mozna tatwo rozpozna¢, przegladajac ja, ale
takie nieco naiwne podejscie zwigksza naklad pracy, kt6ra mozna zaoszczedzic,
uzywajac drugiego wskaznika, np. g, wskazujacego zawsze na ostatni element.
Metode te zastosowano w programie 4.4, ktéry generuje odsylacze do danego
tekstu. Wada jej jest to, ze pierwszy wstawiany element trzeba traktowac inaczej
niz pozostate.

Korzystanie ze wskaznikéw w sposéb jawny upraszcza znacznie pewne
operacje, ktére bez wskaznikéw sg nieporgczne w opisie. Wsréd elementarnych
operacji na listach znajduja si¢ operacje wstawiania i usuwania elementow
(selektywne aktualizowanie listy), a takze przegladanie listy. Zajmijmy sie
najpierw wstawianiem elementu do listy. '

q —=

2

p —

- /(/

- L

RYSUNEK 4.7
Wstawienie do listy po pf

Przyjmijmy, ze element okreslony przez wskaznik (zmienna) ¢ ma by¢
wstawiony do listy po elemencie wyznaczonym przez wskaznik p. Konieczne
uaktualnienia zmiennych wskaZnikowych przedstawiono w (4.14), a ich efekt

widzimy na rys. 4.7.
qt.nast:= p1.nast, pl.nast:= q 4.14)

Jezeli interesuje nas wstawianie przed wyznaczonym elementem pT, to
wydaje si¢, ze ze wzgledu na brak powigzan z elementami poprzedzajacymi,
jednokierunkowy taficuch nie pozwala na to. Jednakze prosty ,,chwyt” rozwiazuje

q —* 8 27

P
—= 13r 27[‘ 21| = —= ‘i:iuj'-~ 8 21 r
—

-1 -—1 -—1 -1

RYSUNEK 4.8
Wstawienie do listy przed pT



].94 4. DYNAMICZNE STRUKTURY INFORMACYINE

nasz problem — sp6jrzmy na fragment (4.15) i narys. 4.8. Przyjmijmy, ze kluczem
nowego elementu jest k =8.

new(q); q1:=p1;
pl.klucz:= k; pl.nast:=q (4.15)

,,Chwyt” polega na wstawieniu nowej skladowej po pT, a nastepnie zamianie
wartoéci nowego elementu i elementu pl.

Rozwazmy nastgpnie proces usuwania elementu z listy. Usunigcie nastep-
nika p1 jest oczywiste. W instrukcjach (4.16) jest to pokazane tacznie z ponow-
nym wstawieniem usunigtego elementu na poczatku innej listy (wyznaczonej
przez g). Zmienna r jest pomocnicza zmienng typu el

Fiz PT-ﬂa-‘t? pTI. nast:= r].nast, (4.16)
ri.nast:=4q; q:=7r

Na rysunku 4.9 zilustrowano Pproces (4.16) i pokazano, ze skiada si¢ on
z cyklicznej zamiany trzech wskaznikow.

fl== 4 == (=

p —=. j» i p—* g
v 3 N F |
K P b\. g'_-—--"/ e

RYSUNEK 4.9

Usuniecie z listy i ponowne wstawienie

Trudniejsze jest usunigcie okre§lonego elemetu (zamiast jego nastepnika),
podobnie jak wstawienie przed pT: cofniecie si¢ do poprzednika wskazanego
elementu jest niemozliwe. Natomiast skre§lenie nastgpnika po przesunigciu jego
wartoéci do przodu jest rozwiazaniem wzglednie oczywistym i prostym. Jest
to mozliwe wtedy, gdy p? ma nastepnik, tzn. nie jest ostatnim elementem
listy.

Przejdzmy teraz do podstawowej operacji przegladania listy. Przyjmijmy,
7e operacja P(x) ma by¢ wykonana dla kazdego elementu listy, ktérej pierwszym
elementem jest pl. Zadanie to da sie wyrazi¢ nastepujaco:

while lista wyznaczona przez p nie jest pusia do
begin wykonaj operacje P;
przejdz do nastepnika
end
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Dokfadnie operacja ta jest opisana przez instrukcje (4.17).

while p #nil do
begin P(p 1); p:= pT.nast (4.17)
end

Z definicji instrukcji while i z definicji struktury listowej wynika, Ze operacja
P jest wykonywana dla wszystkich elementéw listy i dla zadnych innych.

Operacja wykonywana bardzo czesto na listach jest wyszukiwanie w liscie
elementu o danym kluczu x. Tak jak w strukturach plikowych, przeszukiwanie jest
tu czysto sekwencyjne. Przeszukiwanie konczy si¢ po znalezieniu szukanego
elementu lub osiagnieciu korica listy. Przyjmiemy ponownie, Ze poczatek listy jest
wyznaczony przez wskaznik P. A oto pierwsza proba sformuiowania tego
prostego przeszukiwania:

while (p#nil) A (p1. klucz#x) do p:= pT. nast (4.18)

Nalezy jednak zauwazyé, ze p=nil oznacza, Ze p{ nie istnieje. Tak wigc badanie
warunku zakoficzenia moze spowodowac sigganie do nie istniejacej zmiennej (w
przeciwiefistwie do zmiennej o nieokre§lonej wartosci) i doprowadzi¢ do
przerwania wykonania programu. Mozna tego unikna¢ albo przez uzycie jawnego
przerwania iteracji za pomoca instrukcji goto (4.19), albo przez wprowadzenie
pomocniczej zmiennej boolowskiej dla zanotowania faktu, czy zadany klucz
zostat znaleziony (4.20).

while p #nil do
if p1. klucz =x then goto Znaleziony (4.19)
else p-= pT. nast

Uzycie instrukcji goto wymaga istnienia docelowej etykiety w pewnym
miejscu programu. Zauwazmy, ze instrukcja ta w pewien spos6b kibci sig
z instrukcja while. Ujawnia si¢ to w tym, Ze warunek po while jest mylacy;
instrukcja kontrolowana nie zawsze musi by¢ wykonywana tak dhugo, jak diugo
p#nil,

b= true;
while (p#nil) Ab do
if p1. klucz =x then b= false (4.20)

else p:= p1. nast
{(p =nmil)v 11 b}

4.3.2. Listy uporzadkowane i listy reorganizowane
Algorytm (4.20) bardzo przypomina procedury przeszukujace tablicg lub

plik. W rzeczywistoSci plik nie jest niczym innym jak lista, dla ktérej spos6b
taczenia kolejnych elementdw jest nieokre§lony lub ukryty. Poniewaz prymityw-
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ne operatory plikowe nie pozwalaja na wstawianie nowych elementow (z
wyjatkiem wstawienia na koniec) lub na ich usuwanie (z wyjatkiem usunigcia
wszystkich elementéw), wybor reprezentacji pozostawiony jest catkowicie tworcy
realizacji, ktéry moze zastosowac sekwencyjne przydzielanie pamigci — umiesz-
czajac kolejne sktadowe w spojnym obszarze pamieci. Listy liniowe ze wskaZ-
nikami uzywanymi w spos6b jawny zapewniaja wigkszq elastycznos¢ i z tego
powodu powinny by¢ stosowane wszedzie tam, gdzie dodatkowa elastycznosc jest
potrzebna.

Jako przyktad rozwazmy problem, ktory bedzie wielokrotnie wystepowal
w tym rozdziale, sthuzac do ilustracji alternatywnych rozwiazaf 1 metod. Jest to
problem czytania tekstu, zbierania jego wszystkich stéw i obliczania czestosci ich
wystepowania. Nazywa si¢ go konstrukcja skorowidza.

Narzucajacym Si¢ rozwiazaniem tego problemu jest skonstruowanie listy
stéw rozpoznanych w tekscie. Liste przeglada si¢ dla kazdego stowa. Po
znalezieniu danego stowa licznik czestoSci zwieksza si¢ o0 1; w przeciwnym
przypadku stowo dolacza si¢ do listy. Upraszczajac, nazwiemy ten proces
przeszukiwaniem, chociaz moze oczywiscie zawieral wstawianie.

Aby méc skoncentrowa¢ nasza uwage na sprawie zasadniczej — obstudze list
— przyjmiemy, ze stowa zostaly juz wybrane z badanego tekstu i zakodowane jako
liczby catkowite oraz sa dostgpne W postaci pliku wejSciowego.

Sformutowanie procedury o nazwie szukaj wynika bezposrednio z algorytmu
(4.20). Zmienna korzeri odpowiada poczatkowi listy, do ktérej sa wstawiane nowe
stowa zgodnie z instrukcjami (4.12). Pelny algorytm przedstawiono jako pro-
gram 4.1. Zawiera on procedure drukowania skonstruowanej listy skorowidza
w postaci tabeli. Proces drukowania jest przyktadem, w ktorym pewna ¢czynnos$¢
jest wykonywana jednorazowo dla kazdego elementu z listy, tak jak to pokazano
w sposob schematyczny w (4.17).

PROGRAM 4.1
Proste wstawianie do listy

program lista(input, output);
{proste wstawianie do listy}
type ref =1 stowo;
stowo =record klucz: integer;
licznik: integer,
nast. ref
end;
var k: integer; korzen: ref,

procedure szukaj(x: integer; var korzedi: ref);
var w: ref. b: boolean;
begin w:= korzen; b:= true;
while (w#nil) A b do
if w1. klucz=x then b: = false else w:= w1, nast,
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if b then

begin {nowa sktadowa} w:= korzeri; new(korzen);
with korzen] do
begin klucz: = x; licznik:=1; nast:=w
end

end else

wi. licznik:= w1. licznik+ 1

end {szukaj};

procedure drukujliste (w: ref);
begin while w #nil do
begin writeln(w1. klucz, wl. licznik);
w = wT. nast
end
end {drukujliste};
begin korzeri: = nil; read(k);
while k0 do
begin szukaj(k, korzen); read(k)
end;
drukujliste(korzeri)
end.

Algorytm liniowego przegladania uzyty w programie 4.1 przypomina
procedure przeszukiwania tablicy lub pliku, a w szczeg6lnosci w podobny spos6b
mozna uprosci¢ warunek zakoficzenia petli — stosujac metode z wartownikiem.
Wartownik moze réwnie dobrze postuzyC przy przeszukiwaniu listy; jest on
reprezentowany przez fikcyjny element na koficu listy. Procedure szukaj z pro-
gramu 4.1 mozemy zastapi¢ nowa procedura (4.21), jeli dodamy zmienna
globalng wartownik, a inicjowanie zmiennej korzeri zastapimy instrukcjami:

new(wartownik); korzeri: = wartownik;

ktére generuja element uzywany jako wartownik.

procedure szukaj(x: integer; var korzeri: ref);
var w: ref;
begin w:= korzeri; wartownik?. klucz:= x;
while w1. klucz #x do w:= w. nast;
if w£wartownik then w1. licznik = w1. licznik+1 else 4.21)
begin {nowa sktadowa} w:= korzen; new(korzen);
with korzenl do
begin klucz:= x; licznik:= 1; nast:=w
end
end
end {szukaj}
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Oczywiscie moc i elastyczno§¢ listy taczonej (listy z dowiazaniami; ang.
linked list) sa w tym przykladzie niewtasciwie wykorzystane i liniowe prze-
gladanie calej listy warto stosowaé tylko w przypadku niewielkiej liczby
elementéw. Niemniej jednak mozna wprowadzi¢ proste usprawnienie: prze-
szukiwanie listy uporzadkowanej. Jesli lista jest uporzadkowana (powiedzmy
wedlug rosnacych wartosci kluczy), to przegladanie mozna najpozniej zakonczy¢
wtedy, gdy rozpozna si¢ pierwszy klucz wigkszy od mowego klucza. Upo-
rzadkowanie listy otrzymuje si¢ przez wstawianie nowych elementéw w od-
powiednie miejsce na liécie zamiast na jej poczatek. W efekcie uporzadkowanie
uzyskuje si¢ praktycznie za darmo. Wynika to z prostoty operacji wstawiania do
listy taczonej, tj. z petnego wykorzystania jej elastycznosci. Mozliwosci takich
nie daja struktury tablicowe i plikowe. (Zauwazmy jednakowoz, ze nawet
w uporzadkowanych listach nie ma odpowiednika przeszukiwania potéwkowe-
go tablic).

Wyszukiwanie w listach uporzadkowanych jest typowym przyktadem
sytuacji opisanej w (4.15), w ktorej pewien element musi byc wstawiony przed
danym obiektem — konkretnie przed pierwszym obiektem, ktorego klucz jest
wiekszy. Opisana tu metoda rézni si¢ jednak od metody uzytej w (4.15). Zamiast
kopiowania wartosci dwa wskazniki przebiegaja liste podczas jej przegladania;
w1 poprzedza w2 i dlatego w2 wyznacza wlasciwe miejsce wstawienia wtedy, gdy
okaze sie, ze wl wskazuje na za duzy klucz. Proces wstawiania pokazano na
rys. 4.10. Zanim przejdziemy dalej, musimy rozwazyé dwie okolicznoSci:

e 7 f— w3
— - 1 ',
| ol
-~ \‘\ ,"‘
A — IS ‘\ ."/
p 8
'_,,/’ 12
* =
w2 A nil
wi

RYSUNEK 4.10
Wstawianie do listy uporzadkowanej

(1) WskaZnik do nowego elementu (w3) powinien by¢ przypisany zmiennej
w21, nast z wyjatkiem sytuacji, w ktorej lista jest jeszcze pusta. Ze wzgledu
na prostote i efektywnos¢ wolimy nie odrozniac tej sytuacji za pomoca
instrukcji warunkowej. Jedynym sposobem uniknigcia tego jest umiesz-
czenie fikcyjnego elementu na poczatku listy.

(2) Przegladanie zdwoma wskaznikami przebiegajacymi wzdluz listy wymaga,
aby lista zawierata co najmniej jeden element (oprocz fikcyjnego). Wynika
stad, ze inaczej traktuje si¢ wstawianie pierwszego elementu niz pozostatych.
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Propozycj¢ spetniajaca powyZzsze zalecenia i uwagi przedstawiono w proce-
durze (4.23). Zastosowano w niej pomocnicza procedure wstaw (4.22), zade-
klarowana jako lokalna dla procedury szukaj. Generuje ona i inicjuje nowy
element w.

procedure wstaw (w: ref):
var w3: ref;
begin new(w3);
with w31 do
begin klucz = x; licznik = 1; nast:=w (4.22)
end;
w21l.nast:= w3
end {wstaw}

Instrukcja inicjujaca ..korzeri = mil” w programie 4.1 jest zgodnie z tym
zastapiona przez

new(korzen); korzenl. nast:= nil

Odwotlujac sig do rys. 4.10, okreslimy warunek, przy ktérym podczas przegladania
przechodzimy do nastgpnego elementu; sklada sie on z dwoch czynnikow:

(w11, klucz<x) A (w17, nast #nil)

W wyniku otrzymujemy procedurg przeszukiwania przedstawiona w programie
(4.23).

procedure szukaj (x: integer; var korzen: ref);
var wl, w2: ref.
begin w2:= korzeri; wl = w21.nast,
if w1 =nil then wsraw(nil) else
begin
while (w171 klucz<x) A (wl1.nast#nil) do (4.23)
begin w2 = wl: wl:= w2T.nast
end;
if w11, klucz=x then w11 licznik:= wl1. licznik+1 else
wstaw(wl)
end
end {szukaj};

Niestety, propozycja ta zawiera blad logiczny. Pomimo naszych starafi
wkradt sie ,.chochlik”! Zachecamy czytelnika, aby sprobowat wykry¢ nasze
przeoczenie przed dalszym czytaniem. Tym, ktérzy zrezygnuja z tego detektywis-
tycznego zajecia, powinno wystarczyé stwierdzenie, ze w procedurze (4.23)
element umieszczony na liscie jako pierwszy bedzie zawsze przepychany na
koniec listy. Blad ten da si¢ naprawi¢, jezeli uwzglednimy fakt, ze gdy
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przegladanie koficzy si¢ ze wzgledu na drugi czynnik, wtedy nowy element musi
byé wstawiony po w1l zamiast przed. Tak wigc instrukcje ,,wstaw(wl)”

zastepujemy przez

begin if w17.nast=nil then
begin w2:= wl; wl:= nil
end (4.24)
wstaw(wl)
end

Latwowierny czytelnik dat si¢ znowu oszukaé, gdyz instrukcja (4.24) jest ciagle
niepoprawna. W celu znalezienia pomylki przyjmijmy, ze nowy klucz lezy
miedzy ostatnim i przedostatnim kluczem. Obydwa czynniki warunku kon-
tynuaciji staja si¢ falszywe wtedy, gdy przegladanie osiaga koniec listy i—w kon-
sekwencji — wstawienie nowego klucza nastepuje poza elementem koficowym.
Jezeli ten sam klucz wystapi ponownie, zostanie on wstawiony poprawnie i bedzie
dwukrotnie wystepowat na liScie. Lekarstwem jest zastapienie warunku

wl1.nast:= nil
w programie (4.24) przez

wll. klucz<x

W celu przyspieszenia przeszukiwania warunek kontynuacji instrukcji while
moze byé ponownie uproszczony dzigki uzyciu wartownika. Wymaga to
obecnosci zaréwno fikcyjnego poczatku, jak i wartownika na koricu listy. Tak wiec
lista powinna by¢ zainicjowana za pomoca nastgpujacych instrukcji:

new(korzen); new(wartownik), korzen?. nast:= wartownik;

i postaé procedury przeszukiwania istotnie si¢ upraszcza (zob. (4.25)).

procedure szukaj (x: integer; var korzeni: ref);
var wl, w2, w3: ref;
begin w2 := korzeri; wl:= w2T.nast; wartownikl. klucz:= x;
while w11, klucz <x do
begin w2:= wl; wl:= w2].nast

end;
if (w11 klucz=x) A (wl #wartownik) then
wl1. licznik:= wl1. licznik+1 else (4.25)
begin new (w3); {wstaw w3 pomiedzy wl i w2}
with w31 do
begin klucz:= x; licznik:-= 1; nast:= wl
end;
w21.nast:= w3
end

end {szukaj}
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Najwyzszy czas zapytac, jakie korzy§ci mozna osiagna¢ z przeszukiwania
uporzadkowanej listy. Pamictajac, ze dodatkowy stopiefi komplikacji jest nie-
wielki, nie powinno si¢ oczekiwac znacznego postepu.

Przyjmijmy, ze wszystkie stowa w tekécie wystepuja z jednakowa czestoscig.
W tym przypadku uporzadkowanie leksykograficzne nie daje Zadnego efektu;
jesli wszystkie stowa sa wymienione w liscie, to pozycja stowa nie jest istotna,
jesli tylko catkowita lic zba krokéw dostepu jest duza oraz wszystkie stowa maja t¢
sama czesto$é wystapien. Przy wstawianiu nowego stowa uzyskujemy jednak
pewne korzySci. Zamiast pierwotnego przegladania calej listy §rednio nalezy
przejrze¢ jedynie jej potowe. Tak wiec wstawianie do listy uporzadkowanej
optaca sig tylko wtedy, gdy ma by¢ generowany skorowidz wielu réznych stow
o relatywnie matych czestosci ach wystepowania. Z tego tez wzgledu poprzednie
przyklady sa przede wszystkim odpowiednie jako éwiczenia w programowaniu,
nie za$ jako przykiady zastosowan praktycznych.

Reprezentacja danych w postaci listy taczonej jest zalecana wtedy, gdy liczba
elementéw jest relatywnie niewielka (np. < 100), zmienia sig, a — ponadto — gdy
brak informacji o ich czestosciach wystapieni. Typowym przykiadem jest tablica
symboli w translatorach jezykéw programowania. Kazda deklaracja powoduje
dotaczenie nowego symbolu, ktory przy napotkaniu kofica zakresu jego waznoSci
jest usuwany z listy. Uzycie prostych list taczonych jest odpowiednie dla
zastosowafi o wzglednie krétkich programach. Nawet w tym przypadku mozna
osiggnaé znaczne usprawnienie metody dostgpu przez zastosowanie bardzo
prostego sposobu, ktory tu ponownie oméwimy, poniewaz stanowi fadny przykiad
demonstrujacy elastycznos§¢ struktury listy taczonej.

Cecha charakterystyczna programéw jest to, ze wystapienia tych samych
identyfikator6w sa bardzo czgsto zgrupowane, tzn. za jednym wystapieniem
nastepuje czgsto jedno lub kilka kolejnych wystapiefi tego samego stowa.
Informacja ta sugeruje reorganizowanie listy po kazdym dostepie przez przeno-
szenie ostatnio znalezionego stowa na poczatek listy, co minimalizuje dtugos¢
drogi przeszukiwania listy przy kolejnym wyszukiwaniu tego elementu. Ta
metoda dostepu jest nazywana przeszukiwaniem listy z przestawianiem lub
— nieco pompatycznie — samoorganizujacym si¢ przeszukiwaniem listy.
Prezentujac odpowiedni algorytm w postaci procedury, ktora mozna wstawié do
programu 4.1, korzystamy 2 naszych dotychczasowych do§wiadczen i wprowa-
dzamy wartownika juz na wstepie. Rzeczywiscie, wartownik nie tylko przy-
spiesza przegladanie, ale w tym przypadku réwnieZ upraszcza program. Lista na
poczatku nie jest pusta, poniewaz zawiera juz wartownika. Instrukcjami inic-

jujacymi sa

new (wartownik); korzer:= wartownik;

Zauwazmy, ze zasadnicza réznica miedzy nowym algorytmem a prostym
przeszukiwaniem listy (4.21) jest przestawianie podejmowane po znalezieniu

clementu. Jest on wtedy odaczany lub usuwany ze swej starej pozycji na liscie
i wstawiany na jej poczatek. Usuwanie to ponownie wymaga dwéch ,,polujacych”
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RYSUNEK 4.11
Lista przed przestawieniem

wskaznikéw pozwalajacych na dostgp do poprzednika w27 identyfikowanego
elementu wif. Jednoczes$nie wymaga to specjalnego traktowania pierwszego
elementu (pusta lista). Aby wyobrazi¢ sobie proces zmiany polaczeni, odwotamy
sie do rys. 4.11. Pokazane sg tu dwa wskazniki, przy czym wlT identyfikuje
7adany element. Konfiguracje otrzymang po poprawnym przestawieniu elementu
przedstawiono na rys. 4.12, nowa zas, peina procedurg przeszukiwania — w pro-
gramie (4.26).

procedure szukaj(x: integer; var korzen: ref);
var wl, w2: ref;
begin w1 := korzeri; wartownikT.klucz:= x;
if wl =wartownik then
begin {pierwszy element} new(korzen);
with korzeril do
begin klucz:= x; licznik:= 1; nast:= wartownik
end
end else
if w11. klucz=x then wl1.licznik:= wlT. licznik+1 else
begin {szukaj}
repeat w2:= wl; wl:= w27, nast
until wlT. klucz=x; (4.26)
if w1 =wartownik then
begin {wstaw}
w2:= korzen;, new(korzen);
with korzeri] do
begin klucz:= x; licznik:= 1; nast:= w2
end
end else
begin {znaleziony, teraz przestaw}
wl1. licznik:= wl1.licznik+1;
w2t.nast:= wll.nast, wl.nast:= korzen; korzeri:=wl
end
end
end {szukaj}
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Lista po przestawieniu

Usprawnienie tej metody przeszukiwania silnie zalezy od stopnia zgrupowa-
nia danych wejsciowych. Dla danego wspolczynnika zgrupowania stopief
usprawnienia bedzie korzystniejszy W przypadku duzych list. Aby przekona¢ sie,
jakiego stopnia usprawnienia mozna oczekiwaé, przeprowadzono eksperyment,
stosujac powyZszy program tworzenia skorowidza do tekstu krotkiego i do tekstu
wzglednie diugiego, porownujac metode liniowego uporzadkowania listy (4.21)
7z metoda reorganizowania listy (4.26). Wyniki pomiar6w zawarto w tabl. 4.2.
Niezbyt szcze§liwie, usprawnienie jest najwicksze w sytuacji, w ktorej nalezy itak
zastosowaé inna organizacje danych. Powrdcimy do tego przykladu w p. 4.4.

TABLICA 4.2
Poréwnanie metod przegladania listy
Test 1 Test 2

Liczba roznych kluczy 53 582
Liczba wystapiefi kluczy 315 14341
Czas przeszukiwania z porzadkowaniem 6207 3200622
Czas przeszukiwania 7 przestawianiem 4529 681584
Wspétezynnik usprawnienia 1,37 4,70

4.3.3. Pewne zastosowanie: sortowanie topologiczne

Odpowiednim przykladem uzycia elastycznej, dynamicznej struktury da-
nych jest proces sortowania topologicznego. Jest to proces sortowania danych,
dla ktérych zdefiniowano czgSciowy porzadek, tzn. porzadek jest okreslony
dla niektérych par danych, ale nie dla wszystkich. Jest to sytuacja dosyC
powszechna. .

A oto kilka przykladéw czgSciowego uporzadkowania.

(1) W stowniku lub glosarium stowa sa zdefiniowane za pomoca innych stow.
Jezeli stowo v jest zdefiniowane za pomoca stowa w, to oznaczymy to przez
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v < w. Topologiczne sortowanie sioéw stownika oznacza utozenie ich w takim
porzadku, aby nie wystepowaly odsylacze do przodu.

(2) Zadanie (np. projekt inzynierski) rozbija si¢ na podzadania. Ukorczenie
pewnych podzadan musi zwykle poprzedza¢ wykonanie innych podzadari.
Jezeli podzadanie v musi poprzedza¢ podzadanie w, to zapiszemy to
nastepujaco: v <w. Topologiczne sortowanie oznacza takie ich uporzad-
kowanie, ze przed rozpoczgciem kazdego podzadania wszystkie poprze-
dzajace je podzadania zostaly wykonane.

(3) W programie zaje¢ uniwersyteckich pewne zajecia musza si¢ odby¢ przed
innymi, gdyz korzysta si¢ na nich z materiatu przekazanego na poprzednich
wykladach. Jezeli zajecia v stanowig warunek wstgpny do odbycia zajeé w, to
v < w. Topologiczne sortowanie oznacza ulozenie zajg¢ w takim porzadku,
aby zadne zajgcia nie wskazywaty na zajgcia pozniejsze jako swéj warunek
wstepny.

(4) W programie niektore procedury moga zawiera¢ odwotania do innych
procedur. Jezeli procedura v jest wywolywana przez procedur¢ w, to
napiszemy v <w. Topologiczne sortowanie powoduje utozenie deklaracji
procedur w taki sposéb, aby nie wystgpowaly odwotania do przodu.

Ogolnie, czeSciowe uporzadkowanie zbioru S jest relacja miedzy elementami
zbioru §. Oznaczana jest ona symbolem < (czytanym jako ,,poprzedza”) i speinia
trzy nastepujace wiasnosci (aksjomaty) dla dowolnych réznych x, y, z ze zbioru S:

(1) jesli x<yiy<z, tox<z (przechodniosc);
(2) jesli x<y, to nieprawda, Ze y <x (antysymetria); (4.27)
(3) nieprawda, ze x <x (przeciwzwrotno$c).

Z oczywistych powod6éw przyjmiemy, ze zbiory §, ktére maja by¢ sortowane
topologicznie, sa skoficzone. Tak wigc czegSciowy porzadek moze byé zilust-
rowany za pomoca diagramu lub grafu, w ktérym wezty oznaczajg elementy
zbioru S, strzatki za$ reprezentuja powiazania porzadkujace. Przyktad pokazano
na rys. 4.13.

Problem sortowania topologicznego polega na osadzeniu cze$ciowego
porzadku w porzadku liniowym. Graficznie oznacza to ustawienie we¢ztéw grafu
w rzad, tak aby wszystkie strzatki byly skierowane na prawo, jak to pokazano

RYSUNEK 4.13
Zbidr czgéciowo uporzadkowany
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RYSUNEK 4.14
Liniowe ustawienie zbioru czgsciowo uporzadkowanego z rys. 413

na rys. 4.14. Wiasnosci (1) i (2) czeSciowego porzadku zapewniaja brak petli
w grafie. Jest to wiasnie warunek wstepny, przy ktérym takie osadzenie
w porzadku liniowym jest mozliwe.

Jak postgpowac, aby znalezC jeden z mozliwych liniowych porzadkéw?
Recepta jest catkiem prosta. Zaczniemy od wyboru obiektu, ktéry nie jest
poprzedzany przez zaden inny (musi taki istniec, gdyz w przeciwnym razie
musiataby istnie¢ petla). Jest on umieszczony na poczatku listy wynikowej
i usuniety ze zbioru S. Pozostal nam W dalszym ciagu zbi6r czeSciowo
uporzadkowany, do ktorego stosujemy ponownie ten sam algorytm dopéty,
dopoki zbiér nie bedzie pusty.

W celu §cislejszego opisania tego algorytmu musimy ustali¢ strukture
danych oraz reprezentacje zbioru S i jego uporzadkowanie. Wybér reprezentaciji
jest okre§lony przez wykonywane operacje, w szczeg6lnosci operacje wybierania
elementow, ktore nie maja poprzednikéw. Dlatego tez kazdy obiekt powinien by¢
reprezentowany przez trzy cechy: identyfikujacy go klucz, zbiér jego nastepnikow
i liczbe jego poprzednikow. Poniewaz n, czyli liczba elementow w S nie jest
podana a priori, wigc Wy godnie jest reprezentowac zbi6r w postaci listy taczonej
(listy z dowiazaniami). W konsekwencji dodatkowa pozycja w opisie kazdego
obiektu zawiera lacze (dowiazanie) do nastgpnego obiektu w li§cie. Zat6zmy, ze
klucze sa liczbami catkowitymi (niekoniecznie od 1 do n). Analogicznie, zbidr
nastepnikoéw kazdego obiektu jest reprezentowany przez liste laczona. Kazdy
element listy nastepnik6w jest opisany przez jego identyfikacje (odsytacz do
gtownej listy) i tacze do nastgpnego elementu tej listy. Jezeli elementy gléwnej
listy, w ktorej kazdy obiekt ze zbioru S wystepuje tylko raz, nazwiemy
przewodnikami, a elementy taficuchéw nastepnik6w nazwiemy maruderami, to
otrzymamy nastepujace deklaracje typ6w danych:

type pref=1przewodnik;
mref= "1 maruder,
przewodnik = record klucz, licznik: integer,
slad: mref,
nast: pref (4.28)
end;
maruder =record id: pref;
nast. mref
end
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Przyjmiemy, Ze zbidr S i jego relacje porzadkujace sg wstepnie reprezentowane
w postaci ciagu par kluczy w pliku wejSciowym. Dane wejéciowe dla przyktadu
z rys. 4.13 pokazano w (4.29); symbole < dodano w celu uzyskania wigkszej

przejrzystosci.

1<2 2<4 4<6 2<10 4<8 6<3 1<3 o
3<5 5<8 7<5 7<9 9<4 9<]0 (4.29)

Pierwsza czg§¢ programu sorfowania topologicznego musi wczytaé dane
z pliku wejsciowego i przetworzy¢ je na strukture listowa. Odbywa sie to za
pomoca sukcesywnego czytania par kluczy x iy (x <y). Oznaczmy wskazniki do
ich reprezentacji w liScie przewodnik6w przez p i g. Odpowiednie rekordy trzeba
zlokalizowacé przez przeszukanie listy, a jezeli nie znajduja si¢ na liscie, to nalezy
je na niej umiesci¢. Zadanie to wykonuje procedura funkcyjna L. Nastepnie do
listy maruderéw dla x jest dodana nowa pozycja z identyfikacja y. Licznik
poprzednikéw y zwigksza sig¢ o 1. Algorytm ten jest nazwany fazq wejSciowq
(4.30). Na rysunku 4.15 zilustrowano strukture danych powstala z przetworzenia
danych wejsciowych (4.29) przez algorytm (4.30). Omawiany fragment programu
odwotuje si¢ do funkcji L(w) wyznaczajacej odniesienie (referencje) do sktadowe;j
listy z kluczem w (zob. takze program 4.2). Zakiadamy, ze ciag wejSciowych par
kluczy jest ograniczony przez dodatkowe zero.

{faza wejsciowa} read(x);

new( poczatek); koniec:= poczqtek;, z:= (),

while x50 do

begin read(y); p:= L(x); g:= L(y); (4.30)
new(t); 11. id = q; t1. nast:= p1. slad,
pl.slad:= t; q1. licznik:= q1. licznik+ 1;
read (x)

end

Po skonstruowaniu w fazie wejSciowej struktury danych z rys. 4.15 proces
sortowania topologicznego moze by¢ wykonany zgodnie z uprzednim opisem. Ze
wzgledu na to, ze zawiera on powtarzalne wybieranie elementéw z zerowym
licznikiem poprzednikow, stuszne wydaje si¢ wstepne zebranie tych elementow
w laficuch. Poniewaz mozna zauwazy¢, ze pierwotny fancuch przewodnikéw nie
bedzie dalej potrzebny, wiec to samo pole nast moze by¢ uzyte ponownie w celu
polaczenia przewodnikéw z zerowga liczba poprzednikéw. Taka operacja za-
stapienia jednego faficucha przez inny wystepuje czesto w przetwarzaniu list.
Szczegbétowo jest ona opisana w algorytmie (4.31). Dla wygody buduje ona
laficuch w przeciwnym kierunku.

{szukaj przewodnikow z zerem poprzednikéw}
p:= poczatek; poczqtek : = nil;
while p #koniec do
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begin q:= p; p:= q. nast;
if gT. licznik =0 then
begin {wstaw g1 do nowego taricucha} (4.31)
gl. nast:= poczatek; poczqtek = q
end
end

Patrzac na rys. 4.15, widzimy, e lafcuch przewodnikéw nast bedzie
zastapiony przez tafncuch z rys. 4.16, w ktérym wskazniki nie opisane pozo-
stawiono bez zmian.

1 7 }—F]
0 0 poczatek
nil =
| ]
l J RYSUNEK 4.16
Lista przewodnik6w o zerowych licznikach

Po tych wstepnych przygotowaniach zwiazanych z ustaleniem wygodnej
reprezentacji czgSciowo uporzadkowanego zbioru § mozemy na koniec przej$¢ do
naszego faktycznego zadania — sortowania topologicznego, czyli wyprodukowa-
nia ciagu wyjéciowego. W pierwszej szkicowej wersji mozna to opisac, jak
nastepuje:

g:= poczqtek;

while g #nil do

begin {wypisz ten element, a nastepnie usuri go}
writeln(g1. klucz); z:= z—1; (4.32)
t:=g1. §lad; q:= q1. nast;
.Zmniejsz licznik poprzednikéw wszystkich jego nastepnikéw na liScie
maruderéw t; jezeli jaki§ stanie si¢ 0, wstaw ten element do listy przewod-
nikéw g~

end

Zadanie w algorytmie (4.32), ktére bedzie dalej precyzowane, zawiera
jeszcze jedno przegladanie listy (zob. schemat (4.17)). W kazdym kroku zmienna
pomocnicza p wyznacza element (przewodnika), ktérego licznik ma byc

zmniejszony i testowany.

while ¢ #nil do
begin p:= t1. id; p1. licznik:= p1. licznik—1;
if p1. licznik = O then (4.33)
begin {wstaw p? do listy przewodnikéw}
pl.nast:=g; qg:=p
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end;
t:=t1. nast
end

To koficzy opracowanie programu sortowania topologicznego. Zauwazmy,
7e licznik z zlicza przewodnikéw wygenerowanych w fazie wejéciowe;j. Licznik
ten zmniejsza si¢ za kazdym razem, gdy element listy przewodnikow jest
wypisywany w fazie wyjsciowej. Powinien on dlatego mie¢ wartos¢ O po
wykonaniu programu. Nieosiagniecie zera przez z wskazuje na pozostawienie
w strukturze elementow, z ktorych kazdy ma jakis§ poprzednik. W tym przypadku,
oczywiscie, zbior S nie jest czgSciowo uporzadkowany.

Zaprogramowana tu faza wyjéciowa jest przyktadem procesu dzialtajace-
go na pulsujacej liscie, tj. takiej, ktérej elementy sa wstawiane i usuwane
w nieprzewidzianej kolejnosci. Z tego tez wzgledu jest to przyklad pro-
cesu korzystajacego w pelni z elastycznodci zapewnianej przez list¢ jawnie
taczona.

PROGRAM 4.2
Sortowanie topologiczne

program topsort ( input, output);
type pref={przewodnik;
mref=Tmaruder;
przewodnik =record klucz: integer;
licznik: integer,
slad: mref,
nast: pref
end;
maruder =record id: pref;
nast: mref
end;

var poczqtek, koniec, p, q: pref;
. mref, z: integer;
x, y: integer;
function L (w: integer): pref;
{odniesienie do przewodnika z kluczem w}
var h: pref,

begin h:= poczqtek; koniect. klucz:= w; {wartownik}
while h1. klucz #w do h:= ht.nast;
if h=koniec then
begin {brak na liscie elementow z kluczem w}
new(koniec); z:= z-+1;
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h1. licznik:= 0; h1. slad:= nil; h7. nast:= koniec
end;
L:=h
end {L};

begin {zainicjuj liste przewodnikdéw}
new( poczqtek); koniec = poczatek; z=0,;

{ faza wejsciowa} read(x);

while x#0 do

begin read(y); writeln(x, y);
p:=L&); g:=LO);
new (f); 1. id:= gq; t1. nast:= p1. slad;
p1.slad:= t; q1. licznik: = q1. licznik + I
read (x)

end;

(szukaj przewodnikéw z licznikiem =0}

p:= poczatek; poczqtek = nil;

while p # koniec do

begin ¢: = p; p:= pT. nast;

if g1. licznik=0 then

begin g1. nast:= poczqtek; poczatek = q
end

end;

{ faza wyjsciowa} q:= poczatek;
while g #nil do
begin writeln(q1. klucz); z:=z—1;
t:= q1. slad; q:= qT. nast;
while ¢ #nil do
begin p:= t1. id; p1. licznik:= p1. licznik—1;
if p1. licznik =0 then
begin {wstaw p1 do listy q}
pl.nast:=gq; ¢:=p
end;
t:=t]. nast
end
end,
if z7#0 then
writeln (' TEN ZBIOR NIE JEST CZESCIOWO UPORZADKOWANY")

end.
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4.4. Struktury drzewiaste

4.4.1. Pojecia podstawowe i definicje

Wiemy juz, ze ciag i liste mozna wygodnie zdefiniowal w nastepujacy
sposob: ciag (lista) o typie podstawowym T jest albo

(1) pustym ciagiem (lista), albo
(2) konkatenacja (potaczeniem) elementu typu 7 i ciagu (listy) o typie
podstawowym 7.

W ten sposob za pomoca rekursji zdefiniujemy zasade strukturalizacji,
a mianowicie tworzenie ciagu lub iteracje. Ciagi i iteracje sa tak powszechne, ze
traktowane sa zwykle jako podstawowe formy struktur i postgpowania. Powinnis-
my pamigtaé, ze mogq one by¢ zdefiniowane za pomoca rekursji, podczas gdy
odwrotno§¢ tego nie jest prawda; rekursja moze by¢ w efektywny i elegancki
sposéb uzyta do definiowania znacznie bardziej zlozonych struktur. Znanym
przyktadem tego sa drzewa. Zdefiniujemy strukture drzewiasta nastgpujaco:
struktura drzewiasta o typie podstawowym T jest albo

(1) strukturg pusta, albo
(2) wezlem typu T ze skoficzong liczba dowiazanych roztacznych struktur
drzewiastych o typie podstawowym T, nazywanych poddrzewami.

Z podobiefistwa rekurencyjnych definicji ciagow 1 struktur drzewiastych
wynika, ze ciag (lista) jest struktura drzewiasta, w ktorej kazdy wezet ma co
najwyzej jedno ,,poddrzewo”. Dlatego ciag (lista) nazywany jest takze drzewem
zdegenerowanym. Jest wiele sposob6w reprezentacji struktur drzewiastych. Na
przyktad niech typ podstawowy T obejmuje litery; odpowiednia struktura jest
przedstawiona na kilka sposobow narys. 4.17. Wszystkie reprezentacje maja taka
sama strukture i dlatego sa rownowazne. Sposrod nich graf najwyrazniej ilustruje
relacje powiazaf. Charakter tych powiazai uzasadnia wybor nazwy struktury
— ,.drzewo”. Rzecz dziwna, zwykle rysuje si¢ drzewo odwrécone lub — wyrazajac
ten fakt inaczej — uwidacznia sie korzenie drzewa. Ostatnie sformutowanie jest
nieco mylace, gdyz korzeniem nazywamy zwykle najwyzszy wezet (A). Chociaz
wiemy, ze drzewa w swej naturze sa tworami bardziej skomplikowanymi od
naszych abstrakcji, nasze struktury drzewiaste bedziemy w dalsze;j treSci ksiazki
nazywaé po prostu drzewami.

Drzewem uporzadkowanym jest drzewo, w ktorym gatezie kazdego wezta
sa uporzadkowane. Tak wigc dwa uporzadkowane drzewa narys. 4.18 sa réznymi
obiektami. Wezet y, ktory znajduje si¢ bezposrednio ponizej wezla x, nazywamy
(bezposrednim) potomkiem x. Jezeli x znajduje si¢ na poziomie i, to moéwimy, ze
y znajduje si¢ na poziomie i+ 1. I odwrotnie, wezel x nazywany (bezposrednim)
przodkiem y. Poziom korzenia drzewa definiujemy jako 1. Maksymalny poziom
wszystkich elementéw drzewa nazywamy jego glebokoscia lub wysokoscia.
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b) (A®(D()EW, K L) C(F(O)GCMN).HP))

c) A

RYSUNEK 4.17

Reprezentacja struktury drzewiastej:
(a) zbiory zagniezdzone; (b) nawiasy zagniezdzone; (c) wciecia: (d) graf

Element nie majacy potomkdéw nazywamy elementem koncowym lub
lisciem. Element nie bedacy lisciem nazywamy wezlem wewnetrznym. Liczbg
(bezposrednich) potomkow wewngtrznego wezla nazywamy jego stopniem.
Maksymalny stopiefi wszystkich weziow jest stopniem drzewa. Liczbe galezi lub
krawedzi, przez ktore nalezy przejs¢ od korzenia do wezta x, nazywamy diugoscia
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(A) (A)
RYSUNEK 4.18
9 @ 0 @ Dwa rézne drzewa binarne

Sciezki (lub drogi) x. Diugos¢ Sciezki korzenia rowna jest 1, jego bezposredni
potomek ma dlugos¢ Sciezki réwna 2 itd. Ogoélnie, dlugos¢ Sciezki wezta na
poziomie i jest rowna i. Dlugo$¢ $ciezki drzewa definiujemy jako sume dtugosci
Sciezek wszystkich jego sktadowych. Nazywamy ja takze dlugoscia Sciezki
wewnetrznej. Na przyktad dlugosé $ciezki wewnetrznej drzewa zrys. 4.17 rGwna
jest 52. Oczywiscie Srednia dtugosé Sciezki P, jest dana wzorem

1
P),:;Zﬂ_-.i (4.34)

gdzie n_jest liczba weztéw na poziomie i. W celu zdefiniowania pojecia dhugosci
§ciezki zewnetrznej rozszerzymy drzewo o specjalny wezel wszedzie tam, gdzie
w oryginalnym drzewie wystepowato puste poddrzewo. Czyniac to, przyjmiemy,
7e wszystkie wezty powinny mieé ten sam stopiefi, mianowicie stopien drzewa.
Rozszerzenie drzewa w ten sposGb oznacza uzupetnienie go pustymi gateziami,
przy czym wezly specjalne nie maja — oczywiscie — potomkéw. Drzewo z rys. 4.17
rozszerzone o wezly specjalne pokazano na rys. 4.19; wezly specjalne sa
reprezentowane przez kwadraciki.

(®)
(8) ' ©
OGO (F) (S) (H)
ot @ ® WY@ W IR

RYSUNEK 4.19
Drzewo tréjkowe rozszerzone o specjalne wezly

Dlugosé Sciezki zewnetrznej definiujemy teraz jako sume dhugosci Sciezek
wszystkich specjalnych weztdw. Jezeli liczba specjalnych weziéw na poziomie
i wynosi m,, to §rednia dtugos¢ zewnetrznej Sciezki P jest dana wzorem

1
P.= 4.35
3 mﬂzf?h ‘ (4.35)

Dla drzewa z rys. 4.19 dlugos¢ Sciezki zewnetrznej wynosi 153.
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Liczba specjalnych weziéw m dodanych do drzewa o stopniu d zalezy
bezposrednio od liczby pierwotnych weztéw n. Zauwazmy, ze kazdy wezet ma
dokladnie jedna krawedZ prowadzaca do niego. Tak wigc ogblem jest m+n
krawedzi w rozszerzonym drzewie. Z drugiej strony, d krawedzi wychodzi
7 kazdego wezla i zadna z wezta specjalnego. Czyli otrzymujemy dn + 1 krawedzi
(jedna krawedZ wejSciowa do korzenia). Te dwa wyniki prowadza do nastgpujacej
zaleznosci miedzy liczba specjalnych weziow m a liczba pierwotnych weztow n:
dn+1=m+n, czyli

m=(d—1)n+1 (4.36)

Maksymalna liczba weztow w drzewie o danej wysokosci h jest osiagana
wtedy, gdy wszystkie wezly maja d poddrzew, z wyjatkiem tych na poziomie h,
ktére nie maja zadnego. W drzewie o stopniu dpoziom | zawiera 1 wezet (korzen),
poziom 2 zawiera jego d potomkéw, poziom 3 zawiera d* potomkéw d weztow
z poziomu 2 itd. Daje to

h—1
N,(W=1+d+d*+ .. +d"'=} d' 4.37)
i=0
jako wz6r na maksymalna liczbe wezlow drzewa o wysokosci & i stopniu d. Dla
d=2 otrzymujemy

h—1
Nyy=Y 2'=2"=1 (4.38)
i=0

Drzewa uporzadkowane o stopniu 2 okazuja si¢ szczegOlnie wazne.
Nazywane s3 drzewami binarnymi. Uporzadkowane drzewo binarne definiuje-
my jako skoriczony zbior elementow (weztéw), ktdry jest albo pusty, albo zawiera
korzer (wezel) z dwoma rozlacznymi binarnymi drzewami zwanymi lewym
i prawym poddrzewem korzenia. W kolejnych rozdziatach zajmiemy si¢ wy-
tacznie drzewami binarnymi i z tego tez wzgledu stowa ,.drzewo” uzywac
bedziemy na oznaczenie ,,uporzadkowanego drzewa binarnego”. Drzewa o stop-
niu wiekszym niz 2 sa nazywane drzewami wielokierunkowymi; oméwimy
je w p. 4.5.

Znane przyklady drzew binarnych to drzewo genealogiczne, gdzie matka
i ojciec kazdej osoby sa traktowani jako potomkowie (!); historia turnieju
tenisowego, gdzie kazda gra jest wezlem wyznaczonym przez jej zwyciezce,
a dwie poprzednie gry zawodnikow oznaczaja jej potomk6éw; wyrazenie aryt-
metyczne z dwuargumentowymi operatorami, gdzie kazdy operator wyznacza
wezel z jego argumentami jako poddrzewami (zob. rys. 4.20)

Wrécimy teraz do problemu reprezentacji drzew. Jest oczywiste, Ze
ilustrowanie takich rekurencyjnych struktur za pomoca struktur rozgateziajacych
sig sugeruje uzycie znanego juz nam aparatu wskaznik6éw. Zamiast deklarowac
smienne o stalej strukturze drzewiastej, co oczywiscie nie datoby zadnych
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() ()
® O @
RYSUNEK 4.20
Reprezentacja w postaci drzewa wyrazenia (a+b/c)*

o o e o *(d—gtf)

korzysci, zdefiniujemy wezfy jako zmienne o stalej strukturze, tj. ustalonego typu,
w ktorych stopieri drzewa okresli liczbe wskaznikéw odwotujacych si¢ do
poddrzew wezta. Oczywiscie odwotanie do pustego drzewa jest oznaczone przez
nil. Tak wiec sktadowe drzewa z rys. 4.20 sa typu zdefiniowanego nastgpujaco:

type wezel=record op: char;
lewe, prawe: T wezet (4.39)
end

i drzewo moze by¢ wtedy skonstruowane tak, jak to pokazano na rys. 4.21.

N

L+ | -\\ - | -x\
a ! d *
B
b c e f
| | |
RYSUNEK 4.21

Drzewo reprezentowane jako struktura danych

Istnieja sposoby reprezentacji abstrakcyjnej idei struktury drzewiastej za
pomoca innych dostepnych typéw danych, jak np. tablic. Zwykle postepuje si¢
w ten sposéb we wszystkich jezykach, ktére nie zapewniaja mozliwosci
dynamicznego przydziatu pamieci dla skladowych i odwotywania si¢ do nich
poprzez wskazniki. W tym przypadku drzewo z rys. 4.20 moze by¢ reprezentowa-
ne za pomoca zmienne;j tablicowej zadeklarowanej nastgpujaco:
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t- array [1..11] of
record op: char; (4.40)
lewe, prawe: integer ’ .
end

Wartoéci kolejnych sktadowych pokazano w tabl. 4.3.

TABLICA 4.3
Drzewo reprezentowane przez tablice
1 = 2 3
2 + 6 4
3 — 9 5
4 / 7 8
5 T 10 11 o
6 a 0 0
7 b 0 0
8 ¢ 0 0
9 d 0 0
10 e 0 0
11 f 0 0

Chociaz podstawowa, abstrakcyjna struktura danych reprezentowana przez
tablice 7 jest drzewem, nie nazwiemy jej jednak drzewem, lecz raczej tablica,
zgodnie z jej deklaracja. Nie bedziemy dalej rozwaza¢ innych mozliwosci
przedstawiania drzew W systemach nie majacych mozliwosci dynamicznego
przydzialu pamigci, poniewaz mozemy przyja¢, Ze systemy programowania
i jezyki majace te mozliwoéé sa lub beda powszechnie dostepne.

Zanim rozwazymy sposoby sensownego korzystania z drzew i sposoby
wykonywania operacji na drzewach, przedstawimy przyklad konstruowania
drzewa przez program. Przyjmiemy, Ze generowane drzewo ma mie¢ wezly typu
zdefiniowanego w (4.39), przy czym kolejnymi wartosciami weztéw bedzie
n liczb wezytanych z pliku wejsciowego. Chcac uatrakcyjni¢ problem, zazadamy,
aby skonstruowane drzewo mialo n weztéw i najmniejsza dopuszczalng Wyso-
kos¢.

W celu uzyskania najmniejszej wysokosci przy danej liczbie weziow nalezy
przydzieli¢ mozliwie najwicksza liczbe weziow na wszystkich poziomach
z wyjatkiem ostatniego. Mozna to tatwo osiagnaé przez rozdzielenie tej samej
liczby wprowadzanych weztow na prawo i lewo dla kazdego wezta w drzewie.
Otrzymane w ten sposdb struktury drzew dla n=1, 2,..., 7 przedstawiono na
rys. 4.22.

Zasade réwnego rozkladu dla znanej liczby n wezléw mozna najlepiej
sformutowaé za pomoca poje¢ rekurencyjnych.
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n=4

RYSUNEK 4.22
Drzewa doskonale zrownowazone

(1) Wykorzystaj jeden wezel na korzen.
(2) Zbuduj lewe poddrzewo z nl=n div 2 wezlami w niniejszy sposob.
(3) Zbuduj prawe poddrzewo z np=n—nl—1 wezlami w niniejszy sposob.

PROGRAM 4.3
Skonstruuj drzewo doskonale zrownowazone

program budujdrzewo (input, output);
type ref=1Twezel,
wezet=record klucz: integer;
lewe, prawe: ref
end;
var n: integer; korzen: ref;

function drzewo(n: integer): ref.
var nowywezet: ref,
x. nl, np: integer;

begin {skonstruuj drzewo doskonale zréwnowazone o n wezlach}
if n=0 then drzewo:= nil else
begin nl = n div 2; np:= n—nl—1;
read(x); new (nowywezet);
with nowywezefT do
begin klucz: = x; lewe: = drzewo(nl); prawe:= drzewo(np)
end;
drzewo: = nowywezel
end
end {drzewo};

procedure drukujdrzewo(r: ref; h: integer);
var i. integer,
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begin {drukuj drzewo t z wcigciem rownym h}
if il then
with T do
begin drukujdrzewo(lewe, h+1);
for i:=1 to h do write(" ');
writeln (klucz);
drukujdrzewo ( prawe, h+1);
end
end {drukujdrzewo};

begin {pierwsza liczba jest liczbq weztow}
read(n),
korzen:= drzewo (n);
drukujdrzewo (korzen, 0)

end.

Zasada ta jest wyrazona za pomocg procedury rekurencyjnej bedacej czgScia
programu 4.3, ktéry wczytuje plik wejSciowy i konstruuje drzewo doskonale
zrébwnowazone. Wprowadzamy nastepujaca definicje:

Drzewo jest doskonale zrownowazone (dokfadnie wywazone; ang.
perfectly balanced), jezeli dla kazdego wezla liczby wezlow w jego
lewym i prawym poddrzewie r6znig si¢ co najwyzej o 1.

Przyjmijmy np. nastgpujace dane wejsciowe dla drzewa o 21 weztach:
210 891115192021 732156413 14 10 12 17 16 18

Program 4.3 skonstruuje wtedy drzewo doskonale zréwnowazone pokazane na
rys. 4.23.

RYSUNEK 4.23
Drzewo wygenerowane przez program 4.3
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Zwr6émy uwage na prostote i przejrzysto$¢ tego programu, uzyskana dzigki
uzyciu procedur rekurencyjnych. Jest oczywiste, Ze algorytmy rekurencyjne sa
szczegblnie odpowiednie, jesli program przetwarza informacije, ktérych struktura
jest zdefiniowana w sposob rekurencyjny. Uwidacznia sig to ponownie W proce-
durze drukujacej drzewo wynikowe: dla drzewa pustego nic sie nie drukuje, dla
poddrzewa na poziomie L najpierw drukuje sie jego wiasne lewe poddrzewo,
nastepnie wezel, poprzedzony L spacjami, a nastgpnie drukuje si¢ jego prawe
poddrzewo.

Zalety algorytmu rekurencyjnego staja si¢ widoczne zwlaszcza wtedy, gdy
poréwnamy go 7€ sformutowaniem nierekurencyjnym. Proponujemy czytel-
nikowi, aby sprobowat —uzywajac catej swej pomystowosci— napisaé nierekuren-
cyjny odpowiednik powyzszego generatora drzewa przed zaznajomieniem si¢
z programem (4.41). Program ten jest przedstawiony bez dalszych komentarzy
i moze stanowi¢ dla czytelnika probe sit przy odkrywaniu, w jaki sposob
i dlaczego dziala.

program budujdrzewo (input, output);
type ref=Twezet,
wezet =record klucz : integer,
lewe, prawe: ref
end;
var i, n, nl, np, x: integer,
korzen, p, ¢, 1, fik: ref,
s: array [1. .30] of {stos}
record n: integer; rf: ref
end;
begin {pierwsza liczba jest liczba weztow @41)
read(n); new (korzen); new(fik); {pusty} -
ir=1;s[1].n:=n; s[1).7f:= korzen,
repeat n:= s[il.n; p:=slil.1f, i-= i—1; {,pop” - zmniejsz}
if n=0 then p1. prawe:= nil else
begin p: = fik;
repeat nl:=n div 2; np:= n—nl—1;
read(x); new(q); q1. klucz:= x;
i=i+1; s[il.n:= np; slil. of:= q; {,.push” — zwieksz}
n:=nl, pl.lewe:=q;, p-=¢q
until n=0;
gq1. lewe:= nil; pT. prawe:= fik]. lewe
end
until i=0;
drukujdrzewo (korzenT. prawe, 0)
end.
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4.4.2. Podstawowe operacje na drzewach binarnych

Istnieje wiele zadan, ktore nalezy wykonywaé na strukturze drzewiastej;
czynno$cig powszechna jest wykonywanie danej operacji P na kazdym z elemen-
tow drzewa. P stanowi wtedy parametr ogolniejszego zadania — odwiedzenia
wszystkich weztéw — nazywanego zwykle przegladaniem drzewa (przechodze-
niem drzewa; ang. tree traversal).

Jezeli rozwazymy nasze zadanie jako jeden proces sekwencyjny, to od-
wiedzanie pojedynczych weztéow odbywa sie w pewnym porzadku i mozna
uwazaé, ze wezly zostaly utozone wzdtuz linii. W rzeczywistoSci opis wielu
algorytmoéw znacznie si¢ uprosci, jeS§li bedziemy mowi¢ o przetwarzaniu
nastegpnego elementu drzewa wyznaczonego zgodnie z tym porzadkiem.

Istniejg trzy podstawowe uporzadkowania wynikajace w sposdb naturalny ze
struktury drzew. Podobnie jak sama strukture drzewiasta, mozna je zrecznie
wyrazi¢ za pomoca pojec rekurencyjnych. Powotujac si¢ na drzewo binarne z rys.
424, w ktorym K oznacza Korzefi, A i B za§ — lewe 1 prawe poddrzewa,
wyrézniamy trzy porzadki:

(1) preorder (wzdtuzny): K, A, B (odwiedzamy korzefi przed poddrzewami);
(2) inorder (poprzeczny): A, K, B;
(3) postorder (wsteczny): A, B, K (odwiedzamy korzen po poddrzewach).

|

Rysunek 4.24
A Drzewo binarne

Przegladajac drzewo z rys. 4.20 i zapisujac wystepujace w weztach symbole
w kolejnosci ich napotkania, otrzymujemy nastgpujace porzadki:

(1) preorder (wzdtuiny): * + a /| b ¢ —d % e f
(2) inorder (poprzeczny): a + b [ ¢ * d — e * f;
(3) postorder (wsteczny): a b ¢ [+ d e f % — =

Rozpoznajemy tu trzy rodzaje zapisu wyrazefi: wzdlizne przegladanie
drzewa daje notacje przedrostkowa, wsteczne — przyrostkowa, a przegladanie
poprzeczne pokrywa si¢ z powszechnie stosowana notacja wrostkowa, chociaz
brakuje nawiaséw stuzacych do okre§lenia pierwszefstwa operatorow.

Sformutujemy teraz trzy metody przegladania drzewa przez trzy konkretne
programy z jawnym parametrem f, oznaczajacym drzewo, na ktérym bedziemy
dziata¢, i domy§lnym parametrem p, wyznaczajacym operacj¢ wykonywana na
kazdym weZle. Przyjmijmy nastepujace definicje:
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type ref="1wezef;
wezet=record...
lewe, prawe: ref (4.42)
end

Wspomniane juz trzy metody daja si¢ teraz bez trudu sformutowaé jako procedury
rekurencyjne. Dowodzi to ponownie faktu, ze operacje na rekurencyjnie zdefinio-
wanych strukturach danych najwygodniej jest definiowa¢ w postaci algorytmow
rekurencyjnych.

procedure wzdtuzny(r: ref);
begin if 1 #nil then
begin P(1):
wzdtuiny(t7. lewe); (4.43)
wzdtuzny(r1. prawe)
end
end

procedure poprzeczny(r: ref);
begin if 1 #nil then
begin poprzeczny(i7. lewe);
P(1); (4.44)
poprzeczny(t]. prawe);
end
end

procedure wsteczny(t: ref);
begin if 7 #nil then

begin wsteczny(t1. lewe); (4.45)
wsteczny(t]. prawe);
P(1)

end

end

Zauwazmy, 7e wskaznik t jest przekazany procedurze przez warto$¢. Wyraza
to fakt, ze odpowiednia wielko$¢ jest odniesieniem (referencjq) do rozwazanego
poddrzewa, a nie zmienna, ktorej warto$cia jest wskaznik; przekazanie ¢ przez
zmienng mogtoby spowodowaé zmiang tej wartosci.

Przykladem procedury przegladania drzewa jest procedura, ktora drukuje
drzewo, z odpowiednim wcigciem wskazujacym poziom kazdego wezta (zob.
program 4.3).

Drzewa binarne sa czesto stosowane do reprezentowania zbioru danych,
ktérego elementy maja by¢ wybierane za pomoca identyfikujacego je klucza.
Jezeli drzewo jest tak zorganizowane, ze dla kazdego wezla #; wszystkie klucze
7 lewego poddrzewa wezla 1, sa mniejsze od klucza wezla 1, a klucze z prawego
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poddrzewa sa od niego wieksze, to takie drzewo jest nazywane drzewem
poszukiwan. W drzewie takim mozna znalez¢ okreslony klucz, posuwajac si¢
wzdluz $ciezki poszukiwania — poczawszy od korzenia — i przechodzac do le-
wego lub prawego poddrzewa danego wezla w zaleznoéci tylko od wartosci
klucza w tym weZle. Jak juz wiemy, z n elementéw mozna zbudowaé drzewo
binarne o wysokosci logn. Dlatego tez poszukiwanie po$réd n elementow
moze wymagaé co najwyzej logn poréwnan, jezeli drzewo jest doskonale
sréwnowazone. Oczywiscie drzewo jest bardziej odpowiednia struktura do
organizacji takiego zbioru danych niz lista liniowa oméwiona w poprzednim
punkcie.

Poniewaz takie poszukiwanie przebiega wzdiuz pojedynczej Sciezki od
korzenia do wybranego wezla, to mozna je latwo zaprogramowac za pomoca
iteracji (4.46).

function lok (x: integer; t: ref): ref,
var znaleziony: boolean;

begin znaleziony : = false;
while (7 #nil) A 1 znaleziony do

begin
if 11. klucz=x then znaleziony:= true else (4.46)
if 1. klucz>x then 1:= t].lewe else t:= t1. prawe
end;
lok:=t
end

Funkcja lok (x, f) przyjmuje wartoéé nil wtedy, gdy w drzewie o korzeniu 7
nie znaleziono klucza x. Podobnie jak w przypadku przeszukiwania list, ze
wzgledu na zlozono$¢ warunku zakoficzenia sprobujemy znalezl lepsze roz-
wiazanie. Polega ono na uzyciu wartownika na koficu listy. Metoda ta daje
sie rowniez zastosowa¢ w przypadku drzewa. Uzycie wskaznikéw pozwala na
konczenie wszystkich gal¢zi tym samym wartownikiem. Uzyskana w ten spo-
s6b struktura nie jest juz takim drzewem, jakie rozwazalisémy dotychczas, ale
drzewem o lisciach przywiazanych do punktu zakotwiczenia (rys. 4.25).
Wartownik moze by¢ traktowany jako wspélny reprezentant wszystkich zewngt-
rznych weztéw, o ktére drzewo pierwotne zostato rozszerzone (zob. rys. 4.19).
Uzyskana w ten sposéb uproszczona procedura przeszukiwania jest pokazana

w (4.47).

function lok (x: integer; t: ref): ref;
begin w1. klucz:= x; {wartownik}
while 1. klucz #x do (4.47)
if x <11 klucz then t:= t1. lewe else 1= t1. prawe;
lok:-=t

end
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RYSUNEK 4.25
Drzewo poszukiwari z wartownikiem

Zauwazmy, ze w tym przypadku lok(x, 1) przyjmuje wartos¢ w, tj. wartos¢
wskaznika do wartownika wtedy, gdy w drzewie o korzeniu ¢ nie znaleziono
klucza x; w przejmuje wigc role wskaznika nil.

4.4.3. Przeszukiwanie drzewa z wstawianiem

~ Trudno pokazaé moc metody dynamicznego przydziatlu pamieci z do-
stepem za poSrednictwem wskaznikow w przykltadach, w ktérych konkretny zbior
danych jest konstruowany, a nastgpnie przechowywany bez zmian. Bardziej
odpowiednimi przykladami sa te zastosowania, w ktérych struktura drzewa
zmienia sie, tzn. ro$nie lub/i kurczy si¢ podczas wykonywania programu. Wiasnie
z tego powodu niewlaSciwe sa inne reprezentacje danych, takie jak tablice,
a tym whasciwym rozwiazaniem jest drzewo z elementami laczonymi przez
wskazniki.

Najpierw oméwimy przypadek silnie rosnacego, ale nigdy nie kurczacego si¢
drzewa. Odpowiednim przykladem jest problem skorowidza, o ktérym juz
wspominali§my w zwiazku z listami taczonymi. Zajmiemy si¢ nim ponownie.
W problemie tym dany jest ciag stow 1 nalezy okresli¢ liczbe wystapiefi kazdego
z nich. Oznacza to, ze — poczynajac od pustego drzewa — szukamy w drzewie
kazdego stowa. Po jego znalezieniu zwigksza si¢ licznik wystapiefi; w przeciw-
nym razie jest ono wstawiane jako nowe stowo (z licznikiem réwnym 1). Proces
ten nazwiemy przeszukiwaniem drzewa z wstawianiem. Przyjeto nastgpujace
definicje typéw danych:
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type ref="1stowo;
stowo =record
klucz: integer; (4.48)
licznik: integer;
lewe, prawe: ref
end

Przyjmujac dalej Zrédtowy plik kluczy f i zmienna oznaczajaca korzen prze-
szukiwanego drzewa, mozemy sformutowa¢ program jako

reset(f);
while 1 eof (f) do (4.49)
begin read(f, x); szukaj(x, korzen) end

Znajdowanie Sciezki poszukiwania jest znowu bardzo proste. Jesli jednak
prowadzi ona do ,,martwego korica” (tj. pustego poddrzewa oznaczonego przez
warto$é wskaznika nil), to dane stowo musi by¢ wstawione do drzewa na miejsce
pustego poddrzewa. Rozwazmy np. drzewo biname z rys. 4.26 i wstawienie stowa
,Pawel”. Wynik oznaczono liniami przerywanymi na tym samym rysunku.

1
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RYSUNEK 4.26
Wstawianie w drzewie binarnym uporzadkowanym

Cata operacja jest przedstawiona w programie 4.4. Proces przeszukiwania
jest sformutowany w postaci procedury rekurencyjnej. Zwro6Cmy uwage, ze
parametr p jest przekazywany przez zmienna, a nie przez wartosC. Jest to istotne,
gdyz przy wstawianiu zmiennej majacej uprzednio warto$¢ mil musi by¢
przypisana nowa warto§¢ wskaznika. Korzystajac z ciagu wejsciowego 21 liczb,
uzytych przez program 4.3 do konstrukcji drzewa z rys. 4.23, program 4.4 daje
w wyniku drzewo binarne pokazane na rys. 4.27.
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RYSUNEK 4.27
Drzewo poszukiwan wygenerowane
przez program 4.4

PROGRAM 4.4
Przeszukiwanie drzewa z wstawieniem

program dszuk(input, output);
{przeszukiwanie drzewa binarnego 2 wstawianiem}
type ref = Tstowo;
stowo = record klucz: integer;
licznik: integer,
lewe, prawe: ref,
end;
var korzen: ref; k: integer,
procedure drukujdrzewo(w: ref, I: integer);
var [: integer,
begin if w #nil then
with w1 do
begin drukujdrzewo(lewe, 1+ 1);
for i-= 1 to [ do write(" ');
writeln(klucz);
drukujdrzewo (prawe, [ +1)
end
end;
procedure szukaj(x: integer; var p: ref);
begin
if p = nil then
begin {brak stowa w drzewie; wstaw je}
new(p);
with pT do
begin klucz:= x; licznik: = 1; lewe:= nil; prawe:= nil
end
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end else
if x <p?.klucz then szukaj(x, pT.lewe) else
if x> p?1.klucz then szukaj(x, pT.prawe) else
pl.licznik-= p1.licznik + 1
end {szukaj};
begin korzeri: = nil;
while 71 eof (input) do
begin read(k); szukaj(k, korzen)
end;
drukujdrzewo (korzeri, 0)
end.

Uzycie wartownika ponownie nieco upraszcza zadanie, co pokazano w procedu-
rze (4.50). Oczywiscie na poczatku programu zmiennej korzenn musi byc
przypisana warto$¢ wskaznika do wartownika, a nie warto$¢ nil, a przed kazdym
przeszukiwaniem warto§¢ poszukiwana x musi by¢ podstawiona na pole klucza
wartownika.

procedure szukaj(x: integer; var p: ref);

begin
if x<p1. klucz then szukaj(x, p1.lewe) else
if x>p1. klucz then szukaj(x, p1. prawe) else

if p # w then pt. licznik := p1. licznik+1 else (4.50)
begin {wstaw} new (p);
with pT do
begin klucz:= x; lewe:= w; prawe:= w; licznik: =1
end
end
end

Ponownie, ale po raz ostatni, opracujemy alternatywna wersje tego pro-
gramu, rezygnujac ze stosowania rekursji. Uniknigcie rekursji nie jest juz tak
proste, jak wtedy, gdy nie uwzglednialiSmy wstawiania, poniewaz nalezy teraz
pamietaé co najmniej jeden krok wstecz przegladanej Sciezki. Zapamigtywanie
zostalo w programie 4.4 zrealizowane przez uzycie parametru przekazywanego
przez zmienna.

Aby poprawnie dolaczy¢ wstawiana skladowa, musimy znac¢ odniesienie do
jej poprzednika (przodka) i wiedzieé, czy skladowa ma by¢ wstawiona jako lewe
czy tez prawe poddrzewo przodka. W tym celu wprowadzono dwie zmienne: p2
i k (kierunek).

procedure szukaj (x: integer; korzeni: ref);
var pl, p2: ref; k: integer;
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begin p2:= korzen; pl:= p21.prawe; k:=1;
while (p1 #nil) A (k#0) do

begin p2:= pl;
if x<pl1. klucz then
begin pl:= pl1.lewe; k:= —1 end else 4.51)

if x>pl7. klucz then
begin p1 = pl].prawe; k:= 1 end else
k=0
end;
if k=0 then pl71. licznik:= p11. licznik+ 1 else
begin {wstaw} new(pl);

with p1T do
begin klucz:= x; lewe:= nil; prawe:= nil;
licznik =1
end;
if k<0 then p21.lewe:= pl else p21. prawe:= pl
end

end

Podobnie jak przy przeszukiwaniu listy z wstawieniem, wprowadzamy dwa
wskazniki pl i p2, ktére przebiegaja droge przeszukiwania tak, ze p2 zawsze
wyznacza przodka p171. Poprawne zainicjowanie procesu przeszukiwania wyma-
ga wtedy uzycia pomocniczego, fikcyjnego elementu, wyznaczanego przez
wskaznik zwany korzeniem. Poczatek faktycznego drzewa poszukiwan jest
wyznaczony przez wskaznik korzerl.prawe. W zwiazku z tym program musi
rozpoczaé sie od nastgpujacych instrukcji:

new (korzen); korzedl. prawe:= nil
zamiast pierwotnej instrukcji przypisania
korzen - = mil

Jakkolwick celem tego algorytmu jest przeszukiwanie, mozna go uzy¢
réwnie dobrze do sortowania. W rzeczywistosci przypomina on bardzo metode
sortowania przez wstawianie, a ze wzgledu na uzycie drzewa, zamiast tablicy,
znika problem przestawiania sktadowych w momencie wstawiania. Sortowanie za
pomoca drzewa moze by¢ zaprogramowane prawie tak efektywnie, jak najlepsze
znane metody sortowania tablic. Nalezy jednak zachowac pewne $rodki ostrozno-
§ci. Oczywiscie nalezy teraz inaczej traktowac przypadek napotkania pasujacego
klucza. Jezeli warunek x = p7. klucz potraktujemy tak jak warunek x> p1. klucz,
to algorytm bedzie realizowat stabilng metode sortowania, tj. dane o identycznych
kluczach pojawia si¢ podczas przegladania drzewa w kolejnosci ich wstawiania.

Istnieja na og6t lepsze sposoby sortowania, ale w zastosowaniach wymagaja-
cych jednoczesnie przeszukiwania i sortowania jest gorgco polecany algorytm
przeszukiwania drzewa z wstawianiem. W rzeczywistosci jest on czgsto stosowa-
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ny w kompilatorach i bankach danych do organizowania danych w celu ich
przechowywania i odszukiwania. Odpowiednim przykiadem jest konstrukcja
indeksu odsylaczy dla danego tekstu. PrzeSledZmy ten problem dokladnie;.

Naszym zadaniem jest skonstruowanie programu, Ktory (podczas czy-
tania tekstu f i drukowania go wraz z numeracja wierszy) przechowuje wszyst-
kie stowa tego tekstu, zapamigtujac réwniez numery wierszy, w ktorych kazde
stowo wystapito. Po zakoficzeniu przegladania tekstu ma by¢ wygenerowana
tablica zawierajaca wszystkie sfowa w porzadku alfabetycznym z listami ich
wystapien.

Oczywiscie drzewo poszukiwafi (zwane takze drzewem leksykograficz-
nym) jest najodpowiedniejsze do reprezentowania stéw rozpoznanych w tekscie.
Kazdy wezel zawiera teraz nie tylko stowo jako warto$¢ klucza, ale jest takze
poczatkiem listy numer6w wierszy. Kazdy zapis wystapienia nazwiemy pozycjq.
W omawianym przyktadzie uwzglgdniamy wigc zarowno drzewa, jak i listy
liniowe. Program sklada si¢ z dwoch zasadniczych czesci (zob. program 4.5),
a mianowicie: z fazy przegladania i z fazy drukowania tablicy. Druga faza jest
bezposrednim zastosowaniem procedury przegladania drzewa, w ktorej przejscie
przez kazdy wezet powoduje drukowanie wartoéci klucza (stowa) i przebiegnigcie
zwiazanej z nim listy numeréw wierszy (pozycji).

PROGRAM 4.5
Generator odsylaczy

program odsytacz(f, output);
{generator odsylaczy wykorzystujacy drzewo binarne}

const c1 = 10; {dlugos¢ stow}
c2= 8 {ilos¢ liczb w wierszu}
c3= 6 {ilos¢ cyfr w liczbie}

c4 = 9999; {maksymalny numer wiersza}
type alfa = packed array [1. .c1] of char;
sref = Tstowo;
pref = Tpozycja;
stowo = record klucz: alfa;
pierwszy, ostatni: pref,
lewe, prawe: sref

end;
pozycja = packed record
Ino: 0. .c4;
nast: pref
end;

var korzen: sref,
k, k1: integer;
n: integer;  {biezqcy numer wiersza}
id: alfa;
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f: text;
a: array [1. .c1] of char;

procedure szukaj(var sl: sref);
var s: sref; x: pref;
begin 5s:=s1;
if s = nil then
begin new(s); new (x):
with 57 do
begin klucz = id; lewe:= nil; prawe:= nil;
pierwszy = Xx; ostatni:= x
end;
xT.Ino = n; xT.nast:= nil; sl:=s
end else
if id<s1. kiucz then szukaj(s7. lewe) else
if id>s1. klucz then szukaj(s1. prawe) else
begin new(x); xt.lno:= n; x7.nast: = nil;
sT. ostatnil.nast:= x; s7.ostatni: = x
end
end [szukaj};
procedure drukujdrzewo(s: sref);
procedure drukujstowo(s: stowo);
var [ integer; x: pref,
begin write(" ', 5. klucz);
x = 5. pierwszy; 1:=0;
repeat if / = c2 then
begin writeln;
[i=0; write(" " ecl+1)
end;
|- = [+ 1; write (x1. Ino: ¢3); x:= x1. nast
until x = nil;
wrireln
end {drukujstowo};
begin if s #nil then
begin drukujdrzewo (s1. lewe);
drukujstowo (s1); drukujdrzewo (s1. prawe)
end
end {drukujdrzewo|:

begin korzeri:= nil; n:-= 0 kli=els
page (output); reset (f);
while 71 eof (f) do
begin if n = ¢4 then n:= 0;
n:=n+1; write (n: ¢3); {nastepny wiersz}
write (" ');
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while 11 eoln (f) do
begin {przejrzyj niepusty wiersz}
if f1 in['A". .'Z’] then
begin k:= 0;
repeat if k<cl then
begin k:= k+1; alk]: = fT;
end;
write (f1); get(f)
until 71 (f1 in [A". /Z’,0". /9']);
if k=k1 then k1 = k else
repeat a[kl]:=""; kl:=kl1—1
until k1 = k;
pack (a, 1, id); szukaj(korzen)
end else
begin {sprawdz, czy apostrof lub komentarz
iffT ="" then
repeat write (f1); get(f)
until /T ="" else
if /1 ="{' then
repeat write (f1); get (f)
until f1 = '};
write (f1); get (f)
end
end;
writeln; get (f)
end;
page (output); drukujdrzewo (korzen);
end.

Nizej podano dalsze wyjasnienia dotyczace generatora odsytaczy z programu 4.5.

(1) Stowo jest dowolnym ciagiem liter i cyfr, rozpoczynajacym si¢ od litery.

(2) Tylko cl pierwszych znak6w pamieta si¢ jako wartos¢ klucza. Wynika stad,
7e dwa stowa nie rézniace sie na pierwszych ¢1 pozycjach sa traktowane jako
identyczne.

(3) ¢l znakéw upakowuije sie do tablicy id (typu alfa). Jezeli cl jest dostatecznie
male, to wiele komputeréw moze poréwnywac takie upakowane tablice za
pomoca pojedynczej instrukcji.

(4) Zmiennej k1 uzywa si¢ jako indeksu przy opisie nastgpujacego warunku
niezmienniczego dotyczacego znakowego buforu a:

pl=""" diai=k+1,...¢l

Stowa zawierajace mniej niz c1 znakow sa rozszerzone o odpowiednia liczbe
spacji.
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(5) Wskazane jest drukowanie numeréw wierszy w porzadku rosnacym w indek-
sie odsytaczy. Dlatego tez listy pozycji musza byC generowane zgodnie
2 kolejnoscia ich przegladania przy drukowaniu. Wymaganie to sugeruje
uzycie dwoch wskaznikow w kazdym wezle: jednego wskazujacego na
pierwsza, drugiego — na ostatnig pozycje na liscie.

(6) Program przegladania jest tak skonstruowany, ze stowa w apostrofach
i w komentarzach sa pomijane; zaktadamy, ze cytaty i komentarze nie
wykraczaja poza koniec wiersza tekstu.

W tablicy 4.4 pokazano wyniki przetwarzania tekstu krotkiego programu.

TABLICA 44
Przykladowe wyniki programu 4.5

PROGRAM PERMUTE(QUTPUT);
CONSTN = 4;
VAR I: INTEGER
A: ARRAY [1..N] OF INTEGER:

PROCEDURE PRINT;
VAR I: INTEGER:

BEGIN FOR I:= 1 TO N DO WRITE(A[I]:3);

9 WRITELN

10 END {PRINT};

1"

12 PROCEDURE PERM(K: INTEGER);

1
2
3
4
5
6
7
8

13 VAR |, X: INTEGER;

14 BEGIN

15 IF K = 1 THEN PRINT ELSE

16 BEGIN PERM(K—1);

17 FORI:=1TOK—-1DO

18 BEGIN X: = A[l]; Alll: = A[K]; A[K]:= X;

19 PERM (K—1);

20 X:= A[ll; Al]: = A[K]; A[K]' = X;

21 END

22 END

23 END |PERM};

24

25 BEGIN

26 FOR |:= 1 TON DO Alll: = I;

27 PERM(N)

28 END.

ARRAY 4

A 4 8 18 18 18 18 20 20
20 20 26

BEGIN 8 14 18 18 25

CONST 2
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TABLICA 4.4 (cd.)

DO 8 17 26

ELSE 15

END 10 21 22 23 28
FOR 8 17 26

IF 15

INTEGER 3 o 7 12 13

| 3 7 8 8 13 17 18 18

20 20 26 26 26

K 12 15 16 17 18 18 19 20
20

N 2 4 8 26 27

OF 4

OUTPUT 1

PERMUTE 1

PERM 12 16 19 27

PRINT 6 15

PROCEDURE 6 12

PROGRAM 1

THEN 15

TO 8 17 26

VAR 3 7 13

WRITELN 9

WRITE

X 13 18 18 20 20

4.4.4. Usuwanie z drzewa

Przejdziemy teraz do problemu odwrotnego wzgledem wstawiania, tj. do
usuwania. Zadaniem naszym jest zdefiniowanie algorytmu usuwania wezla
o kluczu x z drzewa z uporzadkowanymi kluczami. Niestety, usunigcie elementu
nie jest na ogét tak proste jak wstawienie. Jest to tatwa operacja wtedy, gdy
usuwany element jest wezlem koficowym lub ma tylko jednego potomka.
Trudnosci pojawiaja si¢ przy usuwaniu elementu majacego dwdch potomkéw,
poniewaz jednym wskaznikiem nie mozemy wskazywac dwoch kierunkow. W tej
sytuacji usuwany element musi by¢ zastapiony przez skrajny prawy element
lewego poddrzewa lub skrajny lewy wezel prawego poddrzewa, z ktérych kazdy
ma co najwyzej jednego potomka. Szczegdly algorytmu sg zawarte w rekurencyj-
nej procedurze usuri (4.52). Rozréznia si¢ W niej trzy przypadki:

(1) Brak skladowej o kluczu réwnym x.
(2) Sktadowa o kluczu x ma co najwyzej jednego potomka.
(3) Sktadowa o kluczu x ma dwéch potomkow.
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procedure usuri(x: integer; var p: ref);
var q: ref;
procedure us(var r: ref);
begin if r1. prawe # nil then us(r. prawe) else
begin g1.klucz = r1. klucz; q1. licznik:= rT. licznik;
qg:=r,ri=rl.lewe
end
end,;
begin {usuri}
if p = nil then writeln (BRAK SLOWA W DRZEWIE’) else
if x<p1. klucz then usuri(x, pT.lewe) else
if x> p1. klucz then usuri(x, pt. prawe) else
begin {usuri pT} ¢:= p;
if g1. prawe = nil then p:= g1. lewe else
if g7. lewe = nil then p:= g1. prawe else us(qT. lewe);
(dispose(q)}
end
end [uswri}

(4.52)

Pomocnicza procedura rekurencyjna us jest wywolywana tylko w trzecim
przypadku. ,,Schodzi” ona wzdhiz skrajnej prawej galezi lewego poddrzewa
elementu g7, ktéry nalezy usunaé, a nastgpnie wymienia zwiazana z g informacje
(klucz i licznik) na odpowiadajace wartoci skrajnie prawego skiadnika r{ lewego
poddrzewa, po czym rl moze by¢ zwolniony. Nieokre$lona dotad procedurg
dispose(g) mozna uwaza¢ za odwrotna lub przeciwna do procedury new(q). Ta

c) d) e)

(5) 8 0@ © ®
90 ®

RYSUNEK 4.28
Usuwanie z drzewa
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druga przydziela pamie¢ na nowy skladnik, podczas gdy poprzednia moze byc
uzyta do wskazania systemowi komputerowemu, ze pamigé zajeta przez g7 jest
ponownie w dyspozycji systemu (rodzaj rotacji pamigci).

Aby zilustrowac funkcjonowanie procedury (4.52), odwotamy sie do
rys. 4.28. Rozwazmy drzewo (a); nastepnie usuwajmy kolejno wezly o klu-
czach 13, 15, 5, 10. Drzewo powstale w wyniku tej operacji pokazano na
rys. 4.28(b-e).

4.4.5. Analiza przeszukiwania drzewa z wstawianiem

Naturalna — i zdrowa — reakcja jest podejrzliwos¢ w stosunku do algorytmu
przeszukiwania drzewa z wstawianiem. Nalezy zachowal co najmniej nieco
sceptycyzmu do czasu otrzymania bardziej szczegbtowej charakterystki za-
chowania algorytmu. Wielu programistéw niepokoi poczatkowo osobliwy fakt, ze
na og6t nie wiadomo, jak drzewo bedzie rosto ani jaki przyjmie ksztalt. Mozemy
tylko zgadywac¢, ze prawdopodobnie nie bedzie ono drzewem doskonale zrow-
nowazonym. O ile $rednia liczba poréwnafi koniecznych do zlokalizowania
klucza w drzewie doskonale zréwnowazonym o n weztach wynosi w przyblizeniu
h = logn, to liczba poréwnai w drzewie powstatym w wyniku dzialania tego
algorytmu bedzie wigksza od A. Ale o ile?

Przede wszystkim latwo znaleZé przypadek najgorszy. Przyjmijmy, Ze
wszystkie klucze pojawiaja si¢ w §ci§le rosnacym (lub malejacym) porzadku.
Wtedy kazdy klucz dotaczany jest na prawo (lewo) od swego poprzednika
i otrzymujemy catkowicie zdegenerowane drzewo, ktore jest po prostu lista
liniowa. Sredni czas szukania wynosi wtedy n/2 poréwnai. Najgorszy przypadek
prowadzi w spos6b widoczny do bardziej ziej efektywnosci algorytmu szukania,
co wydaje sie catkowicie usprawiedliwia¢ nasz sceptycyzm. Powstaje oczywiscie
pytanie, jak czesto bedzie wystepowat taki przypadek. Dokladniej, chcielibySmy
znaé dlugosé a, Sciezki poszukiwania usredniong dla wszystkich n kluczy i dla
wszystkich n! drzew utworzonych z n! permutacji roznych n kluczy poczat-
kowych. Ten problem analizy algorytmicznej okazuje si¢ zupeinie prosty;
przedstawimy go tu jako typowy przyktad analizy algorytmu, a takze ze wzgledu
na praktyczne znaczenie jej wynikow.

Danych jest n réznych kluczy o wartosciach 1, 2,..., n. Przyjmijmy, ze
pojawiaja si¢ one w kolejnosci losowej. Prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy
klucz — stajacy sie korzeniem — ma warto$¢ i, rowna sie 1/n. Jego lewe poddrzewo
bedzie ostatecznie zawieraé i — 1 weziow, prawe za$ n —i wezl6w (zob. rys.
4.29). Oznaczmy S§rednia dhugos§¢ éciezki w lewym poddrzewie przez a,_,,
w prawym - przez a,_; zakladajac ponownie, ze wszystkie permutacje
7 pozostatych n—1 kluczy sa jednakowo mozliwe. Srednia diugosé Sciezki
w drzewie o n wezlach jest sumg iloczynéw poziomu kazdego wezla i praw-
dopodobiefistwa dostgpu do niego. Jezeli przyjmiemy, Ze wszystkie wezly beda
szukane z jednakowym prawdopodobiefistwem, to
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: (4.53)

gdzie p, jest dlugoscia Sciezki wezla 1.

RYSUNEK 4.29
Rozklad wag na galgziach

W drzewie z rys. 4.29 wezty mozemy podzieli¢ na trzy klasy:

(1) i—1 weziow w lewym poddrzewie ma $rednig dtugosc §ciezki a;,_,+1;
(2) korzen ma dlugo$¢ Sciezki rowna 1;
(3) n—i wezléw w prawym poddrzewie ma Srednia diugosc $ciezki a, +1;

Tak wiec wz6r (4.53) mozna wyrazi¢ jako sumg trzech sktadnikéw:

—1 1 —i
=(a;,_, + 1)-— +1-- —|— (a4 1)—— (4.54)

Szukana wielko§¢ a, daje si¢ teraz wyprowadzi jako Srednia z al? dla
i=1...,n, czyli ze wszystkich drzew o kluczu 1, 2, ..., n w korzeniu.

n

1 " i—1 1 n—i
a =” (34 ,+1)——+ + (a, +1)—
n

n
= it n—ia,.] (4.55)
n . _,
s L 2n—1
= '—T(f—l)a,l—-l+ Yi-a
n- n? =

1
Roéwnanie (4 55) jest formuta rekurencyjna wyznaczajaca a,, O postaci
=f, (a,, a,.....a,_,). Zréwnania tego mozemy wyprowadzi¢ prostsza formule

rekurencyjna o pustaa a, = f,(a,_,), jak nastepuje:
Ze wzoru (4.55) otrzymujemy bezposrednio

n—1 2
(1) a"=1+;2-z:‘a,=]+§(n 1)a,,,+ Zta

i=1

2 s
() au—l (‘_l)gzta
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Mnozac (2) przez (n—1/n)?, otrzymujemy

2822 (n—1)*
3 E ; ia; =

(arl-—l - 1)

n2
i podstawiajac (3) do (1), dostajemy
1
a,=—((n* —Da,_; +2n—1) (4.56)
n
Okazuje sie, Ze a, mozna wyrazi¢ w postaci nierekurencyjnej za pomoca funkcji

harmoniczne;j

H—l+1+1+ +1
) 33T 0 #

A T 457)

n n n

(Sceptyczny czytelnik powinien sprawdzi€, czy wzér (4.57) spetnia zaleznosS¢
rekurencyjna (4.56)).
Z formutly Eulera

H =y+In(n)+ + 5

12n?

(gdzie stata Eulera y~0,577) wyprowadzamy dla duzych n zaleznos¢
a,~2[In(n)+y]—3 =2In (n)—c

Poniewaz $rednia dhugosé §ciezki w drzewie doskonale zréwnowazonym wynosi
w przyblizeniu

a =log(n)—1 (4.58)

wiec pomijajac state wyrazenia znikajace dla duzych n, otrzymujemy

. a, 2In(n)
lim— =

: =2-In2~1,386 (4.59)
Bt log (n)

Co daje nam wynik (4.59) tej analizy? Méwi on nam o tym, ze dzigki pracy
wiozonej w skonstruowanie doskonale zréwnowazonego drzewa (zamiast ,,l0so-
wego” drzewa otrzymanego z programu 4.4) mozna — wciaz zaktadajac, ze szuka
sie kluczy z jednakowym prawdopodobienistwem — spodziewac si¢ Sredniego
skrécenia $ciezki poszukiwania co najwyzej o 39%. Nalezy podkreslic tutaj stowo
_érednio”, gdyz zysk moze oczywiScie by¢ niewspiimiernie wiekszy w niekorzy-
stnym przypadku, w ktérym utworzone drzewo catkowicie zdegenerowalo si¢ do
listy. Przypadek ten jest jednak bardzo mato prawdopodobny (jezeli wszystkie
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permutacje n wstawianych kluczy sa jednakowo prawdopodobne). W zwiazku
z tym warto zauwazyé, ze Srednia dhugosé Sciezki w drzewie ,,Josowym” ro$nie
sci§le logarytmicznie wraz z liczba jego weziéw, chociaz w najgorszym
przypadku dtugosé $ciezki rosnie liniowo.

Wielko$é 39% narzuca ograniczenie na wielko§¢ dodatkowej pracy, ktora
oplaca si¢ wykonac przy jakiejkolwiek reorganizacji struktury drzewa zZwigzanej
7 wstawieniem kluczy. Naturalnie stosunek r miedzy czgstoScig dostgpu do
(wyszukiwania) weztow (informacji) a czestoécia wstawiania wplywa w sposob
istotny na optacalnos¢ naktadow w takich przedsigwzigciach. Im wigkszy ten
stosunek, tym wieksza optacalnosé reorganizacji. Wielko$¢ 39% jest dostatecznie
mata, aby w wickszosci zastosowarn usprawnienia algorytmu prostego wstawiania
w drzewo nie oplacaly si¢ — chyba Ze liczba wezléw oraz stosunek liczby
dostepow do liczby wstawiefi sa duze (lub obawiamy sig¢ najgorszego przypadku).

4.4.6. Drzewa zrOwnowazone

Z poprzednich rozwazaf wynika, ze procedura wstawiania, ktéra zawsze
przywraca doskonale zrownowazona strukturg drzewa, rzadko kiedy jest oplacal-
na, poniewaz zrownowazenie drzewa po losowym wstawianiu jest operacja do§¢
skomplikowana. Mozliwo$¢ usprawniefi lezy w sformutowaniu mniej Scistej
definicji ,,zréwnowazenia”. Kryteria takiego ,,niedoktadnego™ zrOwnowazenia
powinny prowadzi¢ do uproszczenia reorganizacji drzewa kosztem tylko niewiel-
kiego pogorszenia Sredniej efektywnosci szukania. Jedna z takich definicji
zréwnowazenia zaproponowali Adelson-Velskii i Landis [4.1]. Kryterium zrow-
nowazenia jest nastepujace:

Drzewo jest zréwnowazone wiedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
wezta wysoko$ci dwoch jego poddrzew réznig si¢ co najwyzej o 1.

Drzewa spelniajace ten warunek sa czgsto nazywane drzewami AVL (od
nazwisk wynalazc6w). Bedziemy je po prostu nazywac drzewami Zréwnowazo-
nymi, gdyz wydaje sig, ze to kryterium zrdwnowazenia jest najodpowiedniejsze.
(Zauwazmy, ze wszystkie drzewa doskonale zrownowazone sa takze drzewami
AVL-zrownowazonymi).

Definicja ta jest nie tylko prosta, ale takze prowadzi do tatwej w obstudze
procedury réwnowazacej drzewo, a Srednia diugos¢ Sciezki poszukiwania jest
praktycznie identyczna z odpowiednig diugoscia w drzewie doskonale zrow-
nowazonym.

Nawet w najgorszym przypadku na drzewie zréwnowazonym mozna
wykonywaé w O (log n) jednostkach czasu nastepujace operacje:

(1) lokalizacj¢ wezta o danym kluczu;
(2) wstawienie wezla o danym kluczu;
(3) usunigcie wezta o danym kluczu.
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Stwierdzenia te sa bezpo$rednia konsekwencja twierdzenia udowodnionego
przez Adelsona-Velskiiego i Landisa, ktre gwarantuje, Ze niezaleznie od liczby
wezléw drzewo zréwnowazone nie bedzie nigdy wyzsze o wigcej niz 45% od
swego doskonale zréwnowazonego odpowiednika. Jezeli oznaczymy wysokosé
zrownowazonego drzewa o n wezlach przez h (n), to

log (n+ 1) <h,(n)<1,4404 -log (n+2)—0,328 (4.60)

Oczywiscie optimum jest osiagane wtedy, gdy drzwo jest doskonale zréw-
nowazone dlan = 2%— 1. Ale jaka jest struktura najgorszego AVL-zréwnowazo-
nego drzewa? '

Aby znalez¢ maksymalna wysokoS¢ h drzewa zrownowazonego o n weztach,
przyjmijmy ustalone A i sprébujmy skonstruowac drzewo zrownowazone o mini-
malnej liczbie weztéw. Zalecamy te strategie, gdyz tak jak w przypadku
minimalnego h, warto§¢ t¢ mozna osiagna¢ tylko dla pewnych, szczegllnych
warto$ci n. Oznaczmy drzewo o wysokosci h przez T,. Oczywiscie wige T, jest
drzewem pustym, a T, drzewem o jednym weZle. Aby skonstruowac drzewo T,dla
h>1, laczymy korzefi z dwoma poddrzewami znowu o minimainej liczbie
weztow. Tak wiec poddrzewa sa rowniez typu T. Eatwo zauwazy¢, ze jedno
poddrzewo musi mie¢ wysoko$¢ h—1, a drugie moze mie¢ wysokos$¢ o jeden
mniejsza, tj. h—2. Na rysunku 4.30 pokazano drzewa o wysokosciach 2,3i4.

T,

RYSUNEK 4.30
Drzewa Fibonacciego o wysokosciach 2, 31 4

Poniewaz zasada budowy tych drzew bardzo przypomina zasade tworzenia liczb
Fibonacciego, zwane sa one drzewami Fibonacciego. Definiuje si¢ je na-

stepujaco:

(1) Drzewo puste jest drzewem Fibonacciego o wysokosci 0.

(2) Pojedynczy wezel jest drzewem Fibonacciego o wysokosci 1.

(3) JezeliT,_,iT,_,sadrzewamiFibonacciego o wysokoSciachh—1oraz h—2,
to T, = {T,_,, x, T,_,> jest drzewem Fibonacciego o wysokosci h.

(4) Tylko takie drzewa s3 drzewami Fibonacciego.

Liczba weztow drzewa T, daje si¢ okresli¢ za pomoca prostej zaleznosci
rekurencyjne;j:
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N,=0, N,=1, N,=N,_,+1+N,, (4.61)

N, sa tymi liczbami weziéw, dla ktérych mozna uzyskaé najgorszy przypadek
(gbrna granica h) warunku (4.60).

4.4.77. Wstawianie w drzewach zréwnowazonych

Zastanéwmy sie, co moze si¢ dziaé przy wstawianiu nowego wezia do
drzewa zréwnowazonego. Dany jest korzefi k oraz lewe i prawe poddrzewa LiP.
Nalezy rozr6znic trzy przypadki (zaktadamy, ze nowy wezet jest wstawiany do
lewego poddrzewa, zwigkszajac jego wysoko$¢ o 1):

(1) h,=h, L i P staja si¢ drzewami o réinej wysokosci, ale kryterium
zrownowazenia jest w dalszym ciagu spetnione;

(2) h, <h, L i P uzyskuja jednakowa wysokosc, zrownowazenie drzewa
nawet si¢ poprawia;

(3) h, > hp kryterium zrownowazenia nie jest spetnione i drzewo musi by¢
przebudowane.

Rozwazmy drzewo z rys. 4.31. Wezly o kluczach 9 lub 11 moga by¢
wstawione bez ponownego réwnowazenia. Drzewo o korzeniu 10 stanie sig
jednostronne (przyp. 1), a drzewo o korzeniu 8 poprawi swoje zrownowazenie
(przyp. 2). Wstawianie weziéw 1, 3, 5 lub 7 pociaga za sobg jednak konieczno$¢
ponownego réwnowazenia drzewa.

(4) (19
- RYSUNEK 4.31
o o Drzewo zrownowazone

Nieco dokladniejsze przeanalizowanie sytuacji wykazuje, Ze istnieja tylko
dwa istotnie rozne uklady wymagajace odrgbnego traktowania. Pozostale mozna
z nich wyprowadzi¢ przez symetrig. Przypadek 1 jest scharakteryzowany przez
wstawianie kluczy 1 lub 3 do drzewa zrys. 4.31, a przypadek 2 — przez wstawienie
weztéw S5 lub 7. Te dwa przypadki sa uogolnione na rys. 4.32, na ktérym
prostokaty oznaczaja poddrzewa, a przyrost wysokosci powstaty przy wstawianiu
wezléw jest oznaczony krzyzykiem. Pozadane zréwnowazenie tych dwoch
struktur przywracaja proste transformacje. Ich wynik pokazano na rys. 4.33;
zauwazmy, ze dopuszczalne sg tylko przesunigcia W pionie, natomiast nie moze
zmienié si¢ ustawienie pokazanych wezlow 1 poddrzew wzgledem siebie
W poziomie.
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Przypadek 1 5 Przypadek 2
A A
B
RYSUNEK 4.32

Brak zréwnowazenia spowodowany wstawianiem

Przypadek 1 Przypadek 2

A
B (A) (C)

RYSUNEK 4.33
Przywrdcenie zrownowazenia

Algorytm wstawiania 1 réwnowazenia istotnie zalezy od sposobu prze-
chowywania informacji o zréwnowazeniu drzewa. Kraficowe rozwiazanie polega
na trzymaniu wszystkich informacji o zrownowazeniu drzewa ukrytych w samej
strukturze drzewa. W tym przypadku jednakze wspotczynnik wywazenia wezia
musi by¢ wyznaczany za kazdym razem od nowa, jezeli ulegnie zmianie w wyniku
wstawiania, co prowadzi do znacznie gorszej efektywnosci. Druga skrajnoscia jest
przypisanie wspolczynnika wywazenia kazdemu weziowi i pamigtanie go wraz
7z wezlem. Definicje (4.48) typu wezla rozszerzamy wtedy nastgpujaco:

type wezet = record klucz: integer;
licznik : integer;
lewe, prawe: ref; (4.62)
wywaz: —1. . +1
end

W dalszych rozwazaniach za wspblczynnik wywazenia wezla bedziemy
uwazaé réznice wysokosci prawego i lewego poddrzewa i oprzemy wynikajacy
z tego algorytm na typie wezla (4.62).
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Proces wstawiania wezla sklada sie w zasadzie z nastepujacych trzech
kolejnych etapow:

(1) IdZ po Sciezce przeszukiwania drzewa, az stwierdzisz, ze klucza nie ma

w drzewie.

(2) Wstaw nowy wezel i wyznacz wynikajacy z tego wspotczynnik wywazenia.
(3) Cofaj sie po §ciezce przeszukiwania i sprawdzaj w kazdym wezle wspélczyn-
nik wywazenia.

Chociaz metoda ta wymaga pewnych niepotrzebnych sprawdzed (po
uzyskaniu zrownowazenia nie potrzeba go juz sprawdza¢ dla przodkéw danego
wezta), na poczatku bedziemy jednak postepowaé wedlug tego niewatpliwie
poprawnego schematu, gdyz mozna go zrealizowa¢, rozszerzajac skonstruowang
wezesniej procedure przeszukiwania z wstawianiem z programu 4.4. Procedura
ta opisuje operacje szukania potrzebna w kazdym pojedynczym weZle; dzigki
jej rekurencyjnej postaci mozna w niej tatwo umiesci¢ dodatkowa operacje
.»w drodze powrotnej po Sciezce przeszukiwania”. W kazdym kroku musi by¢
przekazywana informacja, czy zwigkszyla si¢ wysokos¢ poddrzewa, w ktorym
dokonano wstawienia. Rozszerzymy wiec liste parametréw procedury o zmienna
boolowska h, o znaczeniu: ,,wysokos¢ poddrzewa zwiekszyta sig”. Oczywiscie
h musi byé parametrem przekazywanym przez zmienna, gdyZz uzywa si¢ go do
przenoszenia wyniku.

Zatézmy teraz, ze proces wraca do wezla p z lewej galezi (zob. rys. 4.32)
z informacja, Zze zwickszyla si¢ jej wysoko$§¢. Musimy teraz rozrozni¢ trzy
sytuacje, w zaleznosci od wysoko$ci poddrzew przed wstawieniem:

(1) h,<h,, pl.wywaz = +1  uprzednic niezréwnowazenie w p zostato usu-

nigte;
(2) h,=h,, pl.wywaz =0 cigzar przesuniety jest teraz w lewo;
(3) h,>h,, pT.wywaz = —1  konieczne jest ponowne réwnowazenie.

W trzecim przypadku zbadanie wspétczynnika wywazenia korzenia lewego
poddrzewa (powiedzmy, p11. wywaz) pozwala okresli¢, czy wystapil przypadek
1 czy tez przypadek 2 z rys. 4.32. Jezeli ten wezet ma takze wyzsze lewe
poddrzewo, to mamy do czynienia z przypadkiem 1; jezeli wyzsze jest prawe
poddrzewo, to z przypadkiem 2. (Przekonaj sig, ze w tym przypadku nie moze
wystapi¢ lewe poddrzewo ze wspolczynnikiem wywazenia réwnym 0 w swoim
korzeniu). Potrzebne operacje rownowazenia sa catkowicie wyrazone przez
zmiane warto§ci wskaznikéw. W rzeczywistoSci wskazniki sg zamieniane
cyklicznie, przy czym wykonuje si¢ jedna lub dwie zamiany (rotacje), w ktérych
biora udziat dwa lub trzy wezly. Oprocz zamiany wskaznikéw musza by¢
naktualnione wspotczynniki wywazenia odpowiednich weztéw. Szczegdty mozna
znalezé w procedurze (4.63) szukania ze wstawianiem i réwnowaZzeniem
(wywazaniem).

Zasade dziatania pokazano na rys. 4.34. Rozwazmy drzewo binarne (a)
sktadajace si¢ tylko z dwoch weziow. Wstawienie najpierw klucza 7 daje
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(B (%)

RYSUNEK 4.34
Wstawianie weztéw w drzewie zréwnowazonym

w wyniku drzewo niezréwnowazone (tj. liste liniowa). Zréwnowazenie wymaga
pojedynczej zamiany PP, dajacej drzewo (b). Dalsze wstawienie weztow 2 oraz
| daje niezréwnowazone poddrzewo o korzeniu 4. Poddrzewo to rownowazy sie
przez pojedyncza zamiang LL (d). Wstawienie teraz klucza 3 spowoduje, ze
kryterium zréwnowazenia nie bedzie speinione w wezle 5. Aby ponownie
zréownowazy¢ drzewo, nalezy wykonaé bardziej skomplikowana podwdjng
zamiane LP; w wyniku otrzymujemy drzewo (e). Przy nastepnym wstawianiu
jedynym kandydatem do utraty zréwnowazenia jest wezel 5. I rzeczywiscie, po
wstawieniu wezla 6 trzeba odwolaé sie do czwartego przypadku niezrow-
nowazenia przedstawionego w (4.63) — wykonaé podwdjna zamiang PL. Drzewo
koficowe widzimy na rys. 4.34 (f).

procedure szukaj(x: integer; var p: ref; var h: boolean);
var pl, p2: ref, {h=false}
begin
if p=mnil then
begin {brak klucza w drzewie; wstaw go}
new(p); h:= true;

with pl do (4.63)
begin klucz:= x; licznik:= 1; lewe := nil; prawe = nil; wywaz:= 0
end

end else

if x<p1. klucz then
begin szukaj (x, p1.lewe, h);
if 4 then {urosta lewa gataZ}
case pl.wywaz of
1: begin pT.wywaz:= 0; h:= false end,
0: pT. wywaz:= —1;
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— 1: begin {wywaz drzewo} pl:= p1.lewe;
if p17.wywaz= —1 then
begin {pojedyncza zamiana LL}
pl.lewe:= p11. prawe; p11.prawe:= p;
pT.wywaz: = 0; p:= pl
end else
begin {podwdjna zamiana LP} p2:= pl1.prawe;
pl.prawe: = p21.lewe; p27.lewe:= pl;
pl. lewe:= p21.prawe; p21.prawe: = p;
if p27.wywaz= —1 then pT. wywaz:= +1 else p1.wywaz: =0;
if p21.wywaz= +1 then p1T.wywaz:= —1 else pl T.wywaz:=0;
pi=p2
end;
pt.wywaz: = 0; h:= false
end
end
end else
if x>p7. kiucz then (4.63)
begin szukaj (x. pT. prawe, h);
if h then [urosta prawa galq?}
case pT. wywaz of
—1: begin pt. wywaz:= 0; h:= false end;
0: pT.wywaz: = +1;
1: begin {wywaz drzewo} pl:=pT.prawe,
if p17.wywaz= +1 then
begin {pojedyncza zamiana PP}
pl.prawe:= pl1. lewe; pl1. lewe = p;
pt.wywaz: = 0; p:= pl
end else
begin {podwdjna zamiana PL} p2:= pl1.lewe;
pl1.lewe: = p21.prawe; p21.prawe:= pl;
pl.prawe:= p21. lewe; p21.lewe = p;
if p21.wywaz= +1 then pl.wywaz:= —1 else p].wywaz:= 0;
if p21.wywaz= —1 then p11.wywaz:= +1 else
plT.wywaz:=0; p:= p2
end;
pl.wywaz:= 0; h:= false
end
end
end
else
begin p1. licznik: = p1. licznik+ 1; h:= false end
end {szukaj}
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A oto dwa szczegdlnie intersujace pytania dotyczace efektywnosci algorytmu
wstawiania do drzewa zrGwnowazonego:

(1) Jaka jest spodziewana wysoko§¢ konstruowanego drzewa zréwnowazonego,
jesli kazda z n! permutacji n kluczy wystepuje z jednakowym praw-
dopodobienstwem?

(2) Jakie jest prawdopodobieristwo koniecznoéci zréwnowazenia drzewa po
wstawieniu wezia?

Matematyczna analiza tego skomplikowanego algorytmu jest ciagle prob-
lemem otwartym. Empiryczne testy potwierdzaja przypuszczenie, Ze oczekiwana
wysoko§¢é drzewa zrownowazonego wygenerowanego przez procedure (4.63)
wynosi h=log (n)+c, gdzie ¢ jest niewielka stata (c~0,25). Oznacza to, Ze
w praktyce drzewo AVL-zrownowazone zachowuje sie rownie dobrze jak drzewo
doskonale zréwnowazone, pomimo Ze jest znacznie fatwiejsze W obstudze. Dane
empiryczne méwia réwniez, ze $rednio na dwa wstawienia jest konieczne jedno
sréwnowazenie drzewa. Pojedyncze i podwéjne zamiany sa jednakowo praw-
dopodobne. Oczywiscie przyktad z rys. 4.34 zostat celowo tak dobrany, aby
zademonstrowaé mozliwie najwieksza liczbe zamian przy minimalne; liczbie
wstawien!

Stopieri komplikacji operacji réwnowazenia (wywazania) sugeruje, Ze drzew
zréwnowazonych nalezy uzywaé wtedy, gdy pobieranie informacji jest znacznie
czestsze od wstawiania. Prawdziwe jest to zwlaszcza dlatego, ze w celu
ekonomicznego wykorzystania pamigci wezly takich drzew sa Zazwyczaj prze-
chowywane w postaci gesto upakowanych rekordow. Szybkosé dostepu i ak-
tualizacji wspotczynnikéw wywazenia — wymagajacych tylko dwéch bitow
pamieci — jest czgsto decydujacym czynnikiem wplywajacym na efektywnos¢
operacji réwnowazenia (wywazania). Obliczenia do§wiadczalne wykazuja, ze
drzewa zréwnowazone traca wiele ze swego uroku, jezeli stosuje si¢ geste
upakowanie rekordéw. Tak naprawde trudno wygra¢ z tatwym i prostym
algorytmem wstawiania do drzewa!

4.4.8. Usuwanie weztéw z drzew zrownowazonych

Nasze doéwiadczenia z usuwaniem weztéw z drzew sugeruja, ze w przypad-
ku drzew zréwnowazonych usuwanie bedzie takze bardziej skomplikowane niz
wstawianie. Jest to rzeczywiscie prawda, pomimo Ze operacja Wywazania
(réwnowazenia) jest w zasadzie taka sama jak przy wstawianiu. W szczegolnosci
wywazanie polega na pojedynczej lub podwdjnej zamianie (rotacji) weziow.

Usuwanie wezla z drzewa zréwnowazonego przebiega zgodnie z algoryt-
mem (4.52). Najprostsze przypadki to wezty koficowe i wezly o jednym potomku.
Jezeli usuwany wezel ma dwa poddrzewa, to ponownie zastapimy go skrajnie
prawym wezlem lewego poddrzewa. Podobnie jak przy wstawianiu weziow
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(4.63), dodamy zmienna boolowska h oznaczajaca, ze ,,wysokoS¢ poddrzewa
zmniejszyla sig”. Zréwnowazenie moze by¢ potrzebne tylko wtedy, gdy i = true.
Zmiennej h przypisujemy warto$¢ true po znalezieniu i usunigciu wezia lub jezeli
wywazanie samo redukuje wysoko$¢ poddrzewa.

®

RYSUNEK 4.35
Usuwanie wezldw z drzewa zrodwnowazonego

W (4.64) przedstawimy dwie (symetryczne) operacje wywazania w postaci
procedur, poniewaz sa one wywotywane z wigcej niz jednego miejsca algorytmu
usuwania. Zauwazmy, ze wywazaniel jest stosowane wtedy, gdy zmniejszyla si¢
wysoko$é lewej galezi, natomiast wywazanie2 — gdy prawej.

Dziatanie procedury pokazano na rys. 4.35. W drzewie zr6wnowazonym (a)
sa usuwane kolejno wezty o kluczach 4, 8,6,5,2,117; wyniki usuwania to drzewa
(b)...(h).

Usuniecie klucza 4 jest samo w sobie proste, gdyz jest to wezet koficowy.
Jednakze powoduje to niezrownowazenie wezia 3. Jego zrownowazenie wymaga
pojedynczej zmiany LL. Wywazanie okazuje si¢ konieczne takze po usunigciu
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wezta 6. Tym razem wywazane jest prawe poddrzewo Kkorzenia (7) przez
pojedyncza zamiane PP. Usuniecie wezla 2, choé samo w sobie proste, poniewaz
ma on tylko jednego potomka, wymaga skomplikowanej podwdéjnej zamiany PL.
Czwarty przypadek, podwojna zamiana LP jest wywolywana po usunigciu wezta
7, ktéry jest najpierw zastapiony skrajnie prawym elementem swego lewego
poddrzewa, czyli weztem o kluczu B

procedure usuri(x: integer; Var p. ref, var h: boolean),
var g: ref; {h = false}
procedure wywazaniel(var p: ref, var h: boolean),
var pl, p2: ref;, b1, b2: —1..+1;
begin {h = true, lewa galaZ zmniejszyla si¢}
case pT. wywaz of
—1: pt.wywaz:=0;
0: begin pl.wywaz:= +1; h:= false
end;
1: begin {wywazanie} pl:= p1.prawe; bl:= pl. wywaz;
if b1 =0 then
begin {pojedyncza zamiana PP}
pl.prawe:= pl1.lewe; p11.lewe:= p;
if b1 = 0 then
begin p1. wywaz:= +1; plT.wywaz:= — 1; h:-= false
end else
begin p1. wywaz:= 0; p1T.wywaz:= 0
end,
p:=pl (4.64)
end else
begin {podwdjna zamiana PL}
p2:= plt.lewe; b2:= p21. wywaz;
p11. lewe:= p21.prawe; p21.prawe: = pl;
pl.prawe:= p21.lewe; p21.lewe:= p;
if b2=+1 then pl.wywaz:= —1 else pl.wywaz:=0;
if b2=—1 then p11.wywaz:= +1 else pl1.wywaz:=0;
pi=p2; p21.wywaz:=0
end
end
end
end {wywazaniel};

procedure wywazanie2 (var p: ref; var h: boolean),
var pl, p2: ref, b1, b2: —1. .+ 1;
begin {h = true, prawa gatqZ zmniejszyla sig}
case pl. wywaz of
1: pl.wywaz:=0;
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0: begin pt.wywaz:= —1; h:= false
end;
—1: begin {wywazanie} pl-= p1.lewe; bl:= plT. wywaz;

if b1 <0 then

begin |pojedyncza zamiana LL}
pl.lewe = pl1.prawe; p11. prawe: = p;
if b1 = 0 then
begin p1. wywaz:= —1; p11.wywaz:= +1; h:= false
end else
begin pT.wywaz:= 0; p1T.wywaz:=0
end;
p=pl

end else

begin {podwdjna zamiana LP}
p2:= pl1. prawe; b2:= p2T. wywaz;
pl1.prawe:= p21.lewe; p21.lewe:= pl;
pl.lewe:= p21. prawe; p21.prawe = p;
if b2 = — 1 then pt.wywaz:= +1 else pT.wywai: = 0;
if b2 = +1 then pl1.wywaz:= —1 else p1T.wywaz:= 0;
pi=p2; p21.wywaz:= 0

end

end (4.64)
end
end {wywazaniel};

procedure us(var r: ref; var h: boolean);

begin {h = false}
if 1. prawe #nil then
begin us(rf. prawe, h); if h then wywazanie2(r, h)
end else
begin ¢1. klucz:= r1. klucz; q1. licznik:= r{. licznik;

r-=rt.lewe; h:= true

end

end;

begin {usuri|

if p = nil then
begin writeln('BRAK KLUCZA W DRZEWIE'); h:= false
end else

if x<p?. klucz then
begin uswi(x, p1.lewe, h); if h then wywazaniel(p, h)
end else

if x> p7. klucz then
begin usuri(x, p1. prawe, h); if h then wywazanie2(p, h)
end else
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begin {uswri pT} q:= p:
if ¢7. prawe =nil then
begin p:= g.lewe; h:= true
end else
if ¢7. lewe=nil then
begin p:= g1.prawe; h:= true
end else (4.64)
begin us(g?1. lewe, h);
if # then wywazaniel(p, h)
end;
{dispose(q)}
end
end {usuri}

Oczywiscie do usunigcia elementu z drzewa zrownowazonego moze by¢
takze potrzebne — w najgorszym przypadku — wykonanie O(log n) operacji.
Jednakze nie wolno przeoczyé istotnej roznicy migdzy zachowaniem sig procedur
wstawiania i usuwania. Podczas gdy wstawianie pojedynczego klucza moze
wymagac co najwyZej jednej zamiany (dwéch lub trzech weztow), usuwanie moze
wymagaé zamiany w kazdym weZle na scieice poszukiwania. Rozwazmy np.
usuniecie skrajnie prawego wezla drzewa Fibonacciego. W tym przypadku
usuniecie dowolnego wezla prowadzi do zmniejszenia wysokosci drzewa;
ponadto usunigeie skrajnie prawego wezta wymaga maksymalnej liczby zamian.
Dlatego jest to najgorszy wybér wezta w najgorszym przypadku drzewa
zréwnowazonego — raczej nieszczesliwy zbieg okolicznosci! Jakie jest jednak
w ogole prawdopodobiefistwo wystapienia zamiany? Wyniki doswiadczalne sa
zadziwiajace. Podczas gdy jedna zamiana jest wywolywana na okolo dwa
wstawiania, to tylko jedna jest konieczna na kazde pig¢ usuniec wezlow. Z tego tez
wzgledu usuwanie z drzew zréownowazonych jest prawie tak tatwe — lub tak
skomplikowane — jak wstawianie.

4.4.9. Optymalne drzewa poszukiwan

Nasze dotychczasowe rozwazania nad organizowaniem drzew poszukiwan
oparte byly na zatozeniu, ze czestoS¢ dostepu jest jednakowa dla wszystkich
wezlow, czyli wszystkie klucze sa jednakowo prawdopodobne jako argumenty
wyszukiwania. Jest to prawdopodobnie najlepsze zatozenie wtedy, gdy brak
danych o rozkladzie dostgpu do weztow. Zdarzajq si¢ jednak przypadki (stanowia
one raczej wyjatki niz regute), w ktdrych znane jest prawdopodobienstwo dostepu
do pojedynczych kluczy. Cecha charakterystyczng takich przypadkow jest
zazwyczaj to, ze klucze sa ustalone, tj. drzewo nie podlega ani wstawianiu, ani
usuwaniu i zachowuje stata strukturg. Typowym przykladem jest analizator
leksykalny translatora, w ktérym dla kazdego stowa (identyfikatora) bada sig, czy
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jest ono stowem kluczowym (zastrzezonym). Statystyczne pomiary dokonane na

setkach tlumaczonych programéw daja dokiadne dane o wzglednej czestosci

wystapiefi, a tym samym o czestosci dostgpu do poszczegdlnych kluczy.
Przyjmijmy, ze prawdopodobiefistwo dostepu do i-tego wezla wynosi p,.

Pr{x=k}=p
ZP:‘ =1
i=1

Chcieliby§smy teraz zorganizowa¢ drzewo tak, aby laczna liczba krokow po-
szukiwania — obliczona dla dostatecznie wielu prob — byta najmniejsza. Z tego
powodu zmodyfikujemy definicje dlugosci §ciezki (4.34), dofaczajac do kazdego
wezta pewna wage. Wezly o czgstym dostepie stang si¢ ,,cigzkimi” wezlami,
a wezly rzadko odwiedzane beda ,,lekkimi” weztami. Wazona dlugos¢ sciezki
(wewnetrznej) poszukiwania jest wigc suma wszystkich $ciezek z korzenia do
kazdego wezta z uwzglednieniem wag okre§lajacych prawdopodobiefistwo
dostepu do weztow.

(4.65)

P=3ph (4.66)
i=1

h, jest poziomem wezla i (lub jego odlegloscia od korzenia + 1). Celem naszym

jest zminimalizowanie wazonej dtugosci Sciezki poszukiwari dla danego rozktadu

prawdopodobiefistwa.

Jako przyktad rozwazmy zbidr kluczy 1, 2, 3 o prawdopodobiefistwach
dostepu p, = 1/7, p, = 2/7 i p5 = 4/7. Z kluczy tych mozna zbudowaé drzewo
poszukiwan na pig¢ réznych sposobow (zob. rys. 4.36).

a) b) c) d) e)
o @}%
(2)
@

RYSUNEK 4.36
Drzewa poszukiwan o trzech wezlach

Wazone dhugosci Sciezek wyznaczono zgodnie z (4.66).

P“”—l(l Fap 258 4o d 1)—”
r 7 B

1 12
PO = (12 4+ 2344 D=—
' 7( + + ) 7
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wd—h12+21+44y—5
Lo o
1 15
Pl = 0] 1 423 o
Pcivle +4:2) =7

1
PU=z(142:2443) =

Tak wiec w tym przykladzie drzewem optymalnym okazuje si¢ drzewo zdegene-
rowane (a), a nie drzewo doskonale zrownowazone.

Przykiad analizatora leksykalnego translatora sugeruje natychmiast, Ze
problem ten powinno si¢ analizowa¢ przy nieco ogdlniejszym warunku: stowa
wystepujace w tekécie Zrédlowym nie zawsze sa stowami kluczowymi; tak
naprawde jest to raczej sytuacja wyjatkowa. Stwierdzenie faktu, ze dane stowo
k nie jest kluczem w drzewie poszukiwafi, mozna interpretowaé jako dostep do
hipotetycznego ,,specjalnego wezla” wstawianego miedzy nastgpnym nizszym
i nastepnym wyzszym kluczem (zob. rys. 4.19) z przyporzadkowana mu dtugoscia
§ciezki zewnetrznej. Jezeli znane sa takze prawdopodobiefistwa g, wystapienia
argumentu szukania x migdzy dwoma kluczami k; oraz k, , , to informacje te moga
znacznie zmieni¢ strukture drzewa optymalnego. Uogdlnimy wigc problem,
rozwazajac rowniez poszukiwania niepomysine.

Catkowita Srednia wazona dlugos¢ Sciezki wynosi teraz

P~ZPJ4-Z%h' (4.67)

i=1 i=0

gdzie

§n+2%

przy czym h; jest p0z1omem (wewnetrznego) wezla i, h' zas jest poziomem wezta
zewnetrznego j. Srednia wazona dlugo$é $ciezki mozna nazwacé ,.kosztem”
drzewa poszukiwafi, gdyz przedstawia ona miar¢ oczekiwanej wielkoSci nak-
tadéw przeznaczonych na szukanie. Drzewo poszukiwan, ktérego struktura daje
najmniejszy koszt spoéréd drzew o danym zbiorze kluczy k, i prawdopodobieist-
wach p, i g, jest nazywane drzewem optymalnym.

Do znalezienia drzewa optymalnego nie jest konieczne, aby suma wspoi-
czynnik6éw p i g wynosita 1. W rzeczywisto$ci prawdopodobiefistwa te sg zwykle
wyznaczane w eksperymentach, w ktérych zliczane sa dostepy do wezi6w.
Zamiast uzywa¢ prawdopodobiefistw p; i g;, bedziemy dalej uzywac licznikéw
czestosci i oznaczymy je przez

a, = ile razy argument poszukiwania x réwny byt k;
b, = ile razy argument poszukiwania x znajdowat si¢ migdzy k; i k;
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kzlaz

k1|a| ki.la-i

bo b, kalaa by

b, b,

RYSUNEK 4.37
Drzewo poszukiwarn wraz z cz¢stosciami dostgpow

Dodatkowo b, oznacza, ile razy x bylo mniejsze od k,, b, za$ — ile razy x byto
wicksze od k, (zob. rys. 4.37). Bedziemy dalej uzywaC P do oznaczenia
skumulowanej wazonej dhugosci $ciezki zamiast $redniej diugosci §ciezki:

P ;gl a h; + j;j b; hJ. (4.68)
Tak wigc opr6cz uniknigcia obliczania prawdopodobiefistw na podstawie zmie-
rzonych czestosci uzyskaliSmy dalsza korzy$¢é w mozliwosci stosowania wylacz-
nie liczb catkowitych w naszych poszukiwaniach drzewa optymalnego.
Uwzgledniajac fakt, ze liczba mozliwych konfiguracji z n weziéw rosnie
wyktadniczo wraz ze wzrostem n, zadanie znalezienia optimum dla duzych
n wydaje si¢ beznadziejne. Jednakze drzewa optymalne maja jedna wazna wiasnosc
utatwiajaca ich znalezienie: wszystkie ich poddrzewa sa takze optymalne. Na
przykiad, jezeli drzewo z rys. 4.37 jest optymalne dla danych a; i b, to poddrzewo
o kluczach k, i k, jest, jak wida¢, takze optymalne. Wtasnos¢ ta sugeruje algorytm,
ktory moze systematycznie znajdowac coraz wicksze drzewa, poczynajac od
pojedynczych weziéw jako najmniejszych mozliwych poddrzew. Tak wigc drzewo
roénie ..od lisci do korzenia”, co (poniewaz przywyklismy rysowaé drzewa
odwrocone) oznacza kierunek ,,z dotu do gory” (ang. bottom-up) [4.6].
Réwnanie (4.69) jest kluczem do tego algorytmu. Niech P bedzie wazong
dhugoscia Sciezki drzewa oraz niech P, i P, beda wazonymi dtugosciami Sciezek dla
lewego i prawego poddrzewa. P jest wigc suma P, i P, oraz liczby przejs¢ przez
korzef podczas poszukiwan, ktora jest po prostu taczna liczbg prob poszukiwan W.

P=P,+W+P, (4.69)
W=y a+Yb 4.70)
i=1 j=0

W nazwiemy waga drzewa. Srednia dlugosé $ciezki jest wigc rowna P/W.
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Rozwazania te wskazuja konieczno§¢ wprowadzenia oznaczeh wag i diugo-
§ci Sciezek dla dowolnych poddrzew skladajacych si¢ z pewnej liczby kolejnych
kluczy. Niech w,; oznacza wage, a p;; dtugosc Sciezki optymalnego drzewa T,
zawierajacego wezly o kluczach k., , k, ,, ..., k. Wielkosci te sa zdefiniowane
przez zaleznosci rekurencyjne (4.71) i (4.72).

= b, i<
w, = b, O<i<n) @71
w,=w, ;_1+a+tbh 0<i<j<n)

e <i<
pu wll’ (0 ¢ n) (4.72)

pij = Wi+ min (p; -1 +Pk;‘) O=<i<j=n)
i<ks<j

Ostatnie réwnanie wynika bezpoS§rednio z (4.69) i z definicji optymalnosci.

Poniewaz jest okoto (1/2)n* wartosci p;; oraz poniewaz wzory (4.72)
wymagaja wyboru spo§réd 0<j—i<n przypadkéw, operacja minimalizacji
pociagnie za soba okoto (1/6)n* operacji. Knuth wykazal, ze dzieki poniZszym
rozwazaniom mozna ograniczy¢ czynnik n. Pozwoli to na stosowanie algorytmu
w praktyce.

Niech r; bedzie wartoscia k, kt6ra osiaga minimum we wzorze (4.72). Mozna
ograniczy¢ szukanie r;; do znacznie mniejszego przedzialu, tj. zredukowac liczbe
krokéw obliczania j—i, Kluczem do rozwazan jest obserwacja, ze jezeli
znaleZli§my korzeni r;; optymalnego poddrzewa T, to ani rozszerzenie drzewa
przez dodatnie wezla z prawej strony, ani usunigcie wezla skrajnego z lewej strony
nigdy nie spowoduje przesunigcia korzenia na lewo. Wyraza si¢ to zaleznoscig

<r.<r. (4.73]

rp',j—l“‘\ g="i+1lj

co ogranicza poszukiwania mozliwych rozwigzaf dla r; do przedzialu
K j_y1--Tiyy,; 1 sprowadza ogélna liczbe elementarnych krokéw do O(n?).
Jeste$my teraz gotowi do szczegotowego skonstruowania algorytmu optymaliza-
¢ji. Odwotamy si¢ do nastgpujacych definicji, opartych na optymalnych drzewach

T., skladajacych si¢ z kluczy k., ...k;:

(1) a;: czgstos¢ poszukiwania k;;
(2) b;: czesto$¢ wystepowania argumentu poszukiwania x migdzy k; oraz k, ;;

(3) w,: waga drzewa T,;

(4) p,;: wazona dtugo$¢ Sciezki drzewa T;;
(5) ry: indeks korzenia drzewa T;.

Majac dany typ

type indeks = 0. .n

deklarujemy nastgpujace tablice:
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a: array [1. .n] of integer;

b: array [indeks] of integer; 4.74)
p. w: array [indeks, indeks] of integer; .

r: array [indeks, indeks] of indeks

Zaktadamy, ze waga w,, zostata w prosty sposob obliczona z a ib (zob. (4.71)).
Przyjmijmy teraz, ze w bf;d?le argumentem tworzonej procedury oraz r bedzie jej
wynikiem, gdyz r catkowicie opisuje strukturg. Tablice p mozna uwazac za wynik
posredni. Rozpoczynajac od przeanalizowania najmniejszych mozliwych pod-
drzew, tj. nie zawierajacych w og6le weziow, przejdziemy do coraz wigkszych
drzew. Oznaczmy szeroko$¢ j— i poddrzewa T} przez h. Zgodnie z (4.72) mozemy
teraz tatwo wyznaczy¢ wartosci p, dla wszystkich drzew, dla ktérych A = 0.

for i:=0tondopliil:=wli i (4.75)

W przypadku 4 = 1 bedziemy mieli do czynienia z drzewami sktadajacymi si¢
z jednego wezla, bedacego oczywiscie korzeniem (rys. 4.38).

fori=0ton—1do

begin j:=i+1; pli,jl:=pli, il + pli. J1; rliili=]J (4.76)
end
By by
L —
Wi-1,i-1
- - — RYSUNEK 4.38
Wi, Drzewo optymalne o jednym wezle

Zauwazmy, 7e i oznacza lewa, j za§ — prawg granice indeksow w rozwazanym
drzewie T,. W przypadkach h> 1 uzyjemy instrukcji iteracyjnej z h przebiegaja-
cymi od 2 do n. Przypadek h =n obejmuje cate drzewo T, W kazdym
przypadku minimalna dtugo$¢ Sciezki p;; i zwiazany z nig indeks korzenia r;; s3
wyznaczane przez prosta instrukcje iteracyjna o indeksie k zmieniajacym si¢
w przedziale okre§lonym przez (4.73).

for h:=2 to n do
for i:=0ton—hdo

begin j:= i + h;
,,.znajdz m oraz min = minimum (p[i, m—1]+plm, 71) dla wszystkich
m takich, ze r[i, j—11<m<rli+1,jI"; 4.77)

pli, jl:=min + wli, jl; rli, j]1:=
end



254 4, DYNAMICZNE STRUKTURY INFORMACYINE

Szczegdly sprecyzowania instrukcji ujetej w cudzysiow mozna znalezc
w programie 4.6. Srednia dlugosé Sciezki drzewa T, , podaje teraz iloraz p, ,/w, .,
a jego korzeniem jest wezel o indeksie rg .

Z algorytmu (4.77) widaé, ze liczba krokéw potrzebnych do wyznaczenia
optymalnej struktury jest rzedu O(n?); takze wielko§¢ wymaganej pamigci jest
rzedu O(n). Jest to nie do przyjecia w przypadku bardzo duzych n. Pozadane sa
wiec algorytmy bardziej efektywne. Jednym z nich jest algorytm opracowny przez
Hu i Tuckera [4.5], ktéry wymaga tylko O (n) pamigci i O (n-logn) obliczen.
Dotyczy on jednak tylko przypadku, w kiérym czestoSci kluczy sa réwne zeru
(a, = 0), czyli rejestrowane sg tylko nieudane proby poszukiwania. Walker
i Gotlieb opisali [4.11] inny algorytm, wymagajacy takze O(n) elementow
pamieci i O (n - log n) operacji. Zamiast proby znalezienia optimum algorytm ten
jedynie obiecuje otrzymanie prawie optymalnego drzewa. Dlatego tez moze on
byé oparty na zasadach heurystycznych. Ogodlna idea tego algorytmu jest
nastgpujaca.

Rozwazmy wezly (rzeczywiste i specjalne) rozmieszczone na liniowej skali,
obciazone swoimi czgstosciami (lub prawdopodobiernistwami) dostepow. Znajdz-
my nastepnie wezet najblizszy ,,$rodkowi cigzko$ci”. Wezet ten jest nazywany
centroidem, a jego indeks wynosi

I_ n n
- [Z i-a,+ z;nbj) (4.78)
i | j=0

zaokraglone do najblizszej liczby catkowitej. Jezeli wszystkie wezty maja réwne
wagi, to korzefi drzewa optymalnego pokrywa si¢ oczywiscie z centroidem
i — wnioskujac dalej — w wiekszosci przypadkéw bedzie bliskim sasiadem
centroidu. W celu znalezienia lokalnego optimum stosuje si¢ wtedy ograniczone
szukanie, nastepnie za§ procedure t¢ stosuje si¢ do uzyskanych w ten spos6b
dwéch poddrzew. Prawdopodopobieristwo, ze korzeti lezy blisko centroidu, roSnie
wraz z wielkoécia drzewa n. Po osiagnieciu przez poddrzewa ,,odpowiedniej”
wielkosci ich optimum mozna wyznaczy¢ przez powyzszy, doktadny algorytm.

4.4.10. Drukowanie struktury drzewa

Przejdziemy teraz do zwiazanego z poprzednimi problemu, jak otrzymac
wydruk, ktéry wkaze strukture drzewa w odpowiednio jasnej postaci graficznej,
ograniczajac si¢ tylko do mozliwosci drukarki wierszowej. To znaczy, chcielibys-
my nakre§li¢ obraz drzewa, drukujac klucze jako wezly i taczac je odpowiednio
pionowymi lub poziomymi kreskami.

Drukarka wierszowa reprezentowana przez plik tekstowy, tj. ciag znakow,
pozwala tylko na pisanie od lewej strony ku prawej i od gory ku dotowi. Dlatego
tez wydaje si¢ celowe zbudowanie najpierw reprezentacji drzewa oddajacej jego
strukture topologiczna. Kolejnym krokiem jest rozplanowanie tego obrazu
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w sposob uporzadkowany na stronie wydruku i obliczenie doktadnych wspotrzed-
nych weztow i linii taczacych.

Przy realizacji pierwszego etapu mozemy oprzeé si¢ na naszym dos$wiad-
czeniu z algorytmami generowania drzew i bez wahania zastosowac rekurencyjne
rozwiazanie zdefiniowanego rekurencyjnie problemu. Sformutujemy procedure

funkcyjna drzewo, analogiczna do uzytej w programie 4.3. Parametry i oraz j
ograniczaja indeksy weztow nalezacych do drzewa. Jego korzefi jest wige zde-
finiowany jako wezet o indeksie r;;. Powinni§my teraz takze zdefiniowac typ
zmiennych majacych reprezentowa¢ wezly. Musza one zawiera¢ dwa wskazniki
do swych poddrzew iklucz wezla. Z powodéw, ktore wyjasnimy przy omawianiu
drugiego etapu, wiaczymy dwa dodatkowe pola poz i tqcze. Wybrane definicje sa
pokazane w (4.79), a utworzona procedure funkeyjna znajdziemy W programie

4.6.

type ref = T wezet;
wezet= record klucz: alfa;
poz: pozycja;
lewe, prawe, tacze: ref (4.79)

end

Zauwazmy, Ze procedura ta zlicza liczbe generowanych wezlow za pomoca
zmiennej globalnej k. Weztowi k-temu jest przypisana wartoéé k-tego klucza,
a poniewaz klucze uporzadkowane sa alfabetycznie, wigC k pomnozone przez
staly czynnik skalujacy wyznacza pozioma wspoirzedna kazdego klucza, ktéra to
wartosé jest natychmiast zapamietywana wraz Z innymi informacjami. Zauwaz-
my, ze odeszli$my od konwencji stosowania liczb catkowitych jako kluczy,
a przyjeliSmy, ze sa teraz typu alfa bedacego tablica znakéw o danej (maksymal-
nej) diugosci, w ktorym okreslono porzadek alfabetyczny.

korzen
\—- PARYZ
20
———————— = nil
2
LONDYN WARSZAWA
10 40
PR s, rO— L nil
nil | nil /’—-—"‘ |
RZYM
30
——————— b nil
nil nil
RYSUNEK 4.39

Drzewo zbudowane przez program 4.6
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Aby unaocznié to, do czego dotychczas doszliSmy, odwotajmy si¢ do rys. 4.39.
Majac dany zbiér n kluczy i obliczona macierz r;, instrukcje

k:=0; korzen:= drzewo (0, n)

zbuduja wstepnie potaczona strukturg drzewiasta, z zapisanymi poziomymi
pozycjami wezléw oraz ich pionowymi pozycjami, okreslonymi niejawnie przez
poziom weztow w drzewie.

Mozemy teraz przej$¢ do drugiego etapu: rozplanowania drzewa na papierze.
W tym przypadku musimy zacza¢ dziata¢ od korzenia, idac w dot, w kazdym
kroku przetwarzajac jeden wiersz weztow. Ale jak dostaniemy si¢ do wezlow
lezacych w jednym wierszu? Wiasnie w celu potaczenia weziow z tego samego
wiersza zadeklarowali§émy uprzednio pole rekordu — Iqcze. Polaczenia, ktore
zbuduje algorytm, sa zaznaczone liniami przerywanymi narys. 4.39. Na kazdym
etapie przetwarzania zaktadamy istnienie potaczen miedzy weztami, ktore maja
by¢ wydrukowane — nazwiemy te pofaczenia fadcuchem biezqcym (aktualnym).
Podczas przetwarzania wezla jego nastepniki (o ile istnieja) pofaczymy w drugi
taficuch — ktéry nazwiemy taficuchem kolejnym. Po przejsciu o jeden poziom nizej
laficuch kolejny staje si¢ taficuchem biezacym, a taficuch kolejny zostaje
oznaczony jako pusty.

Szczegdlowy zapis algorytmu znajdziemy w programie 4.6. PoniZsze uwagi
ulatwia jego zrozumienie:

(1) Ladcuchy weztéw w wierszach sa generowane od lewej strony ku prawej tak,
ze skrajnie lewy wezel staje si¢ ostatnim. Lista musi by¢ odwrécona, aby
mozna bylo przegladaé wgzty w tej samej kolejnosci. Odwrdcenia dokonuje
si¢ wtedy, gdy lista kolejna staje si¢ lista biezqcq.

(2) Drukowana linia zawierajaca klucze — zwana linia gtéwng — zawiera takze
poziome cze$ci linii taczacych wezly (zob. rys. 4.40). Zmienne ul, u2, u3, u4
oznaczaja poczatki i kofice lewych i prawych czedci linii poziomych
wychodzacych z danego wezia.

(3) Budowa kazdej linii gtéwnej jest poprzedzona trzema liniami stuzacymi do
oznaczenia pionowych czesci linii taczacych wezly.

Opiszmy teraz strukture programu 4.6. Jego dwoma podstawowymi sktado-
wymi sa: (1) procedura znalezienia drzewa optymalnego o danym rozktadzie wag
w i (2) procedura drukowania drzewa o danych indeksach r. Caly program jest
przystosowany do dziatania na tekstach programow, w szczegoblnosci programow
napisanych w jezku Pascal. W pierwszej czesci program taki zostaje wezytany,
rozpoznawane sa identyfikatory i stowa kluczowe, nastgpnie za$ wyznacza sig
liczniki a; oraz b; znalezienia klucza k; oraz identyfikatorow migdzy k; i ki, Po
wydrukowaniu statystyki czestosci program oblicza diugo$¢ Sciezki drzewa
doskonale zréwnowazonego, wyznaczajac jednoczesnie korzenie jego poddrzew.
Nastepnie jest drukowana srednia wazona diugos¢ Sciezki i postaC graficzna
catego drzewa.
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W czesci trzeciej wywoluje si¢ procedurg optdrzewo wyznaczajaca drzewo
optymalne, a nastepnie to drzewo jest takze drukowane. Na zakoficzenie te same
procedury uzyte sa do wyznaczenia i wydrukowania drzewa optymalnego wtedy,
gdy sa uwzglednione jedynie czestoSci wystapien kluczy.

PROGRAM 4.6
Znajdowanie oplymalnego drzewa poszukiwan

program drzewooptymalne(input, output);
const n = 31; {liczha kluczy}
kin = 10; {max dtugos¢ klucza}
type indeks = 0. .n;
alfa = packed array [1. .kin] of char,
var ch: char;
k1, k2: integer;
id: alfa; {identyfikator lub klucz}
buf: array [1. .kin] of char; {bufor znakéw}
klucz: array [1. .n] of alfa;
i, ], k: integer;
a: array [1. .n] of integer;
b: array [indeks] of integer;
p, w: array [indeks, indeks] of integer;
r: array [indeks, indeks] of indeks;
suma, sumb: integer;
function wywazdrzewo(i, j: indeks): integer,
var k: integer;
begin k:= (i+j+1) div 2; r[i, j] = k;
if i =/ then wywazdrzewo:= b[k] else
wywazdrzewo: = wywazdrzewo (i, k— 1) +wywazdrzewo(k, j)+wli, jl
end {wywazdrzewol};

procedure optdrzewo;
var x, min: integer;
i, J, k, h, m: indeks;
begin {argument: w, wynik: p, r}
for i:= 0 to n do p[i, i]:= wli, i]; {szerokos¢ drzewa h=0}
for i:= 0 to n—1 do {szerokos¢ drzewa h=1}

begin j:=i+1;

pli, 1:=pli. i +pli, il rli,jl:=j
end,;
for h:= 2 to n do (h=szerokos¢ rozwazanego drzewa}
for i:=0ton—h do {i=lewy indeks rozwazanego drzewa}
begin j:= i+h;: {j=prawy indeks rozwazanego drzewaj

m:=rli, j—1]; min:= p[i, m—11+p[m, jl;
for k:=m+1to r[i+1,j] do
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begin x:= p[i, k—1]+plk, jl;
if x <min then
begin m:= k; min:= x

end
end;
pli, jl:=min+wli, jl; rli, j]: = m
end

end {optdrzewo};

procedure drukujdrzewo;
const lw = 120; {szerokos¢ linii drukarki}
type ref = Twezel;
pozycjia = 0. .Iw;
wezet = record klucz: alfa;
poz:. pozycja,
lewe, prawe, tqcze: ref
end;
var korzen, biezqcy, kolejny: ref;
g, q1, q2: ref;
i, k: integer;
u, ul, u2, u3, ud: pozycja;
function drzewo(i, j: indeks): ref;
var p: ref;
begin if i=j then p:= nil else
begin new(p);
pl.lewe:= drzewo(i, rli, jl—1);
p1.poz:= trunc((lw —kin) % k/(n—1)) + (kin div 2);
k:=k+1; )
p1. klucz = klucz [rli, j11;
pl.prawe: = drzewo (rli, j1, J)
end;
drzewo:=p
end;

begin k:= 0; korzen := drzewo(0, n);
biezqcy : = korzeni; korzen?.lqcze:= nil,
kolejny : = nil;
while biezqcy #nil do
begin {schod? w dot; najpierw pisz linie pionowe}
for i:=1 to 3 do
begin u:= 0; q:= biezqcy;
repeat ul := g1.poz;
repeat write(' '); u:=u+1
until u = ul;
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write(|'); u:=u+1; q:= q.tacze
until ¢ = nil;
writeln
end;
{teraz drukuj gtownq linig, przechodzqc po weztach listy biezqcej, zbieraj
ich nastepniki i utworz kolejnq liste}
q:= biezacy; u:= 0,
repeat unpack(q1. klucz, buf, 1);
{ustaw klucz na poz} i:= kin;
while buf[i]=" 'doi=i—1;
2= gt. poz—((i—1) div 2); u3:= u2+i;
gl = ql.lewe; q2:= q1. prawe;
if g1 =nil then ul:= u2 else
begin ul:= g17.poz; q11.1acze:= kolejny;
kolejny:= g1
end;
if g2 =nil then u4:= u3 else
begin ud:= q21. poz+ 1; q21. tacze: = kolejny;
kolejny:= q2
end;
=0
while u<ul do begin write(' '); ui=u+1 end;
while u <u2 do begin write('—"); u:= u+1 end;
while u <u3 do begin i:= i+ 1; write(bufi]); u:= u+1 end;
while u <u4 do begin write('—"); u:=u+1 end;
q:=q1.tacze
until g=nil;
writeln;
{0dwrd¢ kolejna liste i uczyri jq listq biezaca}
biezqcy : = nil;
while kolejny #nil do
begin q:= kolejny; kolejny:= qT.tacze;
q1.tacze: = biezqcy; biezacy = q
end
end
end {drukujdrzewo};

begin {inicjowanie tablicy kluczy i licznikow}

klucz[ 1]:='ARRAY . klucz[ 2]:='BEGIN s
klucz[ 3]:= 'CASE " klucz[ 4]:='CONST t
klucz[ 5]:= DIV " klucz[ 6]:='DOWNTO %
klucz[ 7):= 'DO "+ klucz[ 8]:='ELSE "
klucz[ 9]:= 'END * klucz[10]:= 'FILE ’;

klucz[11]:= 'FOR " klucz[12]:= 'FUNCTION 0
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klucz[13]:='GOTO s klucz[14]:="IF :
klucz[15]:="IN "+ klucz[16]:= 'LABEL &%
klucz[17]:= 'MOD "+ klucz[18]:= 'NIL &
klucz[19]:= 'OF "+ klucz[20]:= 'PROCEDURE i
klucz[21]:= 'PROGRAM "+ klucz[22]:= 'RECORD B
klucz[23]:= 'REPEAT "+ klucz|24]:= 'SET f
klucz[25]:= THEN "+ klucz[26]:='TO o
klucz[27]:= 'TYPE "+ klucz[28] = "UNTIL ’;
klucz[29]:= 'VAR "+ klucz[30]:= 'WHILE e

klucz[31]:= 'WITH :
for i:=1 to n do
begin a[i]:=0; b[i]:=0
end;
b[0]:= 0; k2:= kin;
{przejrzyj tekst wejsciowy i wyznacz a i b}
while 1 eof (input) do
begin read(ch);
if ch in ['A’. ."Z'] then
begin {identyfikator lub klucz} k1:= 0;
repeat if k1 < kin then
begin k1:= k1 +1; buf[kl]:= ch
end;
read(ch)
until 71 (ch in ['A’. /Z,'0". '9']);
if k1 =k2 then k2:= kIl else
repeat buf[k2]: =" ' k2:=k2—1
until k2 =k1;
pack(buf, 1, id);
i=1;j=n;
repeat k:= (i+j) div 2;
if klucz[k] <id then i:=k+1;
if klucz[k) =id then j:=k—1;
until i>j;
if klucz[k]=id then a[k]:= a[k]+1 else
begin k:= (i+j) div 2; b[k]:= b[k] + ]
end
end else
if ch ="" then
repeat read(ch) until ch =
if ch = '{' then
repeat read(ch) until ch ="'}’

ner

else

end;
writeln('KLUCZE i CZF,STOQCI WYSTAPIEN: )
suma:= 0; sumb:= b[0];
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for i:=1 to n do
begin suma:= suma + a[i]; sumb:= sumb + blil;
writeln (b[i — 1], alil, " ', klucz[i])
end;
writeln (b [n]);
writeln (' J;
writeln (sumb, suma);
{wyznacz w na podstawie a i b}
for i:=0 to n do
begin w [i, i = b[i];
forj =i+ 1tondowlijl:=wlij—11+aljl+ bl
end,;
write (SREDNIA DLUGOSC SCIEZKI DRZEWA
ZROWNOWAZONEGO = ')
writeln (wywazdrzewo (0, n)/w [0, n]: 6:3); drukujdrzewo;
optdrzewo;
write (SREDNIA DLUGOSC SCIEZKI DRZEWA OPTYMALNEGO = ');
writeln (p [0, n]/wl0, n]:6:3); drukujdrzewo;
{uwzglednij teraz tylko klucze, ustaw b = 0}
for i =0 to n do
begin w [i, i]:= 0;
forj—i+ ltondowlij:=wlij—1]1+alj]
end:
optdrzewo;
writeln ('(DRZEWO OPTYMALNE GDY UWZGLEDNIA SIE TYLKO
KLUCZE');
drukujdrzewo
end.

SREDNIA DEUGOSC SCIEZKI DRZEWA ZROWNOWAZONE?‘O = 5.566

‘ LABEL ‘
ELSE —‘ SET
| |
CONST : FUNCTION“ PROCEDURE—‘ UNTJL—‘
"BEGIN-‘ rDOWNTO} {F!LE} FF“ NIL“ I*RECORD T rWHILE
i

ARRAY CASE DIV DOEND FOR GOTO INMOD OF PROGRAM REPEAT THEN TYPE VAR WITH

RYSUNEK 4.40
Drzewo doskonale zréwnowazone
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TABLICA 4.5
Klucze i czestosci wystapiei
4 7 ARRAY
14 27 BEGIN
19 0 CASE
15 2 CONST
8 5 DIV
0 0 DOWNTO
0 20 DO
0 8 ELSE
0 28 END
1 0 FILE
0 12 FOR
0 2 FUNCTION
0 0 GOTO
9 131IF
23 2 1IN
208 0 LABEL
22 0 MOD
17 10 NIL
24 7 OF
17 2 PROCEDURE
0 1 PROGRAM
53 1 RECORD
6 8 REPEAT
16 0 SET
10 13 THEN
0 12TO
] 2 TYPE
1 8 UNTIL
39 5 VAR
0 8 WHILE
0 0 WITH
37
549 203

SREDNIA DLUGOSE SCIEZKI DRZEWA OPTYMALNEGO = 4|L160

LABEL
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]

Do IN I—PROGRAM —‘ UNTIL
BEGIN END ‘*NIL—-‘ RECORD "THEN WHILE
ARRAY "CONST ELSE —FOR MOD  OF SET TO-‘ VAR WITH
CASE DIV—‘ FILE  FUNCTION PROCEDURE TYPE
DOWNTO GOTO

RYSUNEK 4.41
Optymalne drzewo poszukiwari
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DRZEWO OPTYMALNE GDY UWZGLEDNIA SIE TYLKO KLUCZE

|

END
BEGIN ( THEN ,
ARRAY r DO — ’7 |F4—’ [ﬁ UNTIL _I
DIV ELISE ‘— FOR OF 4—‘ TO WHILE
CASE DOWNTO  FILE FUNCTION hLOD REPEA] TYPE VAR  WITH
CONST GOTO IN7 NILPROG SET

LABEL PROCEDURE RECORD

RYSUNEK 442
Drzewo optymalne, gdy uwzglednia si¢ tylko klucze

W tablicy 4.5 i narysunkach 4.40, 4.41, 4.42 przedstawiono wyniki programu
4.6 dzialajacego na wiasnym tekscie. Réznice migdzy trzema rysunkami
wykazuja, ze drzewo zrébwnowazone nie moze by¢ nawet traktowane jako drzewo
prawie optymalne oraz ze czestosci wystapien elementéw nie bedacych kluczami
wplywaja w decydujacy sposob na posta¢ struktury optymalnej.

4.5. Drzewa wielokierunkowe

Dotychczas ograniczali§my nasze rozwazania do drzew, w ktorych kazdy
wezel miat co najwyzej dwoch potomkéw, tj. do drzew binarnych. Wystarczajg
one catkowicie wtedy, gdy chcemy np. przedstawi¢ powiazania rodzinne,
swracajac szczegGlng uwage na pochodzenie, tzn. na fakt, ze kazda osoba
zwiazana jest ze swymi rodzicami. Mimo wszystko nie miewa si¢ wigce] niz
dwoje rodzicow! Ale co bedzie, jezeli kto§ spojrzy na problem z punktu widzenia
potomstwa? Trzeba liczy¢ si¢ z faktem, ze niekt6rzy ludzie maja wigcej niz dwoje
dzieci i ich drzewa beda zawieraty wezty z wieloma gateziami. Z braku lepszego
okreélenia nazwiemy je drzewami wielokierunkowymi.

Oczywiscie nie ma nic nadzwyczajnego w takich strukturach i zetkneliSmy
si¢ juz ze $rodkami programowymi i definicjami struktur danych wystar-
czajacymi, aby stawi¢ im czota. Jezeli np. znane jest gérne ograniczenie liczby
dzieci, co — trzeba przyznaé — jest zalozeniem nieco futurystycznym, to mozna
reprezentowaé dzieci za pomoca tablicy bedacej sktadowa rekordu reprezen-
tujacego osobe. Jezeli wirdd réznych oséb liczba dzieci znacznie si¢ zmienia, to
moze to spowodowaé stabe wykorzystanie dostgpnej pamigci. W tym przypadku
odpowiedniejszym rozwiazaniem bedzie ustawienie potomstwa w liste liniowa
i przypisanie rodzicowi wskaznika do najmtodszego lub najstarszego potomka.
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|
JAN PIOTR
ARTUR |MARIA ROBERT KAROL KRZYSZTOF TERESA
PAWE JERZY PAULINA
RYSUNEK 443

Drzewo wielokierunkowe

Definicja typu, ktora w tym przypadku mozna przyjaé, jest opisana przez (4.80),
a odpowiadajaca strukture danych pokazano na rys. 4.43.

type osoba = record imig¢: alfa;
rodzeristwo : 1 osoba;
potomstwo . T osoba (480
end

Zauwazmy teraz, Ze po obroceniu rys. 443 o 45° bedzie on wygladac
zupehnie jak drzewo binarne. Ale ten obraz jest mylacy, gdyz funkcjonalnie dwa
odniesienia (referencje) maja catkiem odmienne znaczenie. Nie mozna bezkarnie
traktowaé jednakowo rodzefistwa i potomstwa i nie powinno si¢ tego robi¢ nawet
przy konstruowaniu definicji danych. Przyklad ten mozna takze latwo rozszerzy¢
do bardziej skomplikowanej struktury, wprowadzajac do rekordu kazdej osoby
wiecej skladowych, ktére moglyby reprezentowaé dalsze powiazania rodzinne.
Powiazaniem nie dajacym sie w zasadzie uzyska¢ z odniesienia migdzy
rodzefistwem i potomstwem jest odniesienie do meza lub zony, a nawet odwrotne
powiazanie: z ojcem lub matka. Struktura taka szybko rozrasta sie w zlozony
_relacyiny bank danych”, ktéry moze zawieraC w sobie wiele drzew. Algorytmy
operowania na takich strukturach sa blisko zwiazane z ich definicjami danych i nie
ma sensu okreslenie jakichkolwiek ogélnych zasad lub szerzej stosowalnych
metod.

Jednakze istnieje bardzo praktyczna dziedzina zastosowan drzew wielo-
kierunkowych, interesujaca z ogélnego punktu widzenia. Jest to konstrukcja
i zarzadzanie duzymi drzewami, w ktérych trzeba wykonywac operacje wstawia-
nia i usuwania, ale dla ktérych pamie¢ podstawowa komputera nie jest
wystarczajaco duza lub jest zbyt kosztowna, aby uzywac jej do magazynowania
danych.

Przyjmijmy wiec, ze wezly drzewa sa przechowywane w pamigci pomoc-
niczej, np. dyskowej. Przedstawione w tym rozdziale dynamiczne struktury
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informacyjne sa szczegblnie odpowiednie przy uwzglednieniu no$nikéw pamigci
pomocniczych. Podstawowa nowoscia jest po prostu fakt, ze wskazniki sa
reprezentowane przez adresy dyskowe zamiast przez adresy pamigci giowne;.
Uzycie drzewa binarnego dla, powiedzmy, miliona obiektéw wymaga Srednio
okoto log,10° =~ 20 krokéw szukania. Poniewaz w kazdym kroku wymaga si¢
dostepu do dysku (z nieodiacznym op6Znieniem czasowym), wigc znacznie
bardziej pozadana bylaby taka organizacja pamieci, ktéra zmniejszytaby liczbe
odwolafi. Drzewo wielokierunkowe stanowi idealne rozwiazanie tego problemu.
Wraz z dostepem do pojedynczego obiektu w pamigci pomocniczej mozemy
pobraé bez dodatkowych kosztow cata grupg danych. Sugeruje to podzielenie
drzewa na poddrzewa stanowiace jednostki o jednoczesnym dostepie. Takie
poddrzewa nazwiemy stronami. Na rysunku 4.44 pokazano drzewo binarne

podzielone na strony zawierajace po 7 weztow.

RYSUNEK 4.44
Drzewo binarne podzielone na . strony”

Oszczedne korzystanie z dostepu do dysku —dostep do kazdej strony pociaga
za soba dostep do dysku — moze da¢ wyrazne efekty. Jezeli zatozymy, Ze na stronie
umiescimy 100 weztéw (jest to liczba mozliwa do przyjecia), to dla drzewa
o milionie pozycji wystapi $rednio okoto log,0010° = 3 zadar dostgpu do stron
zamiast 20. Ale oczywiscie, jezeli drzewo rozrastatoby sie w sposéb ,,losowy”, to
w najgorszym przypadku moze pojawic sie nawet 10* zadan dostepu do stron!
Jasne jest wiec, Ze schemat kontrolowanego Wzrostu jest niemal obowiazkowy
w przypadku drzew wielokierunkowych.

4.5.1. B-drzewa

Szukajac kryterium kontrolowanego wzrostu drzewa, odrzucimy takie,
w ktorych wymaga si¢ doskonatego zréwnowazenia — ze wzgledu na zbyt duze
dodatkowe koszty réwnowazenia (wywazania). Reguty te musza by¢ oczywiscie
nieco oslabione. Bardzo praktyczne kryterium zaproponowal R. Bayer [4.2]
w 1970 r.: kazda strona (z wyjatkiem jednej) zawiera od n do 2n weztow przy
ustalonym n. Tak wiec w drzewie o N danych i maksymalnej wielkosci strony —2n
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weztéw na stronie — w najgorszym przypadku wystapi log,, N zadan dostepow do
stron — a realizacja dostgpu do stron dominuje przeciez w catosci naktadow
ponoszonych na szukanie. Ponadto istotny wspotczynnik wykorzystania pamigci
wynosi co najmniej 50%, poniewaz strony s3 co najmniej w polowie petne.
Oprécz tych wszystkich korzySci schemat wymaga wzglednie prostych algoryt-
méw poszukiwania, wstawiania i usuwania. Oméwimy je szczegélowo po kolei.
Podstawowe struktury danych sa nazywane B-drzewami i maja nastgpujace
wlasnosci (n jest rzedem B-drzewa):

(1) Kazda strona zawiera co najwyzej 2n obiektow (kluczy).

(2) Kazda strona, z wyjatkiem strony zawierajacej korzefi, zawiera co najmniej
n obiektow.

(3) Kazda strona jest albo lisciem, tj. nie ma potomkow, albo ma m + 1
potomkéw, gdzie m jest liczba jej kluczy.

(4) Wszystkie strony-liScie pojawiajg si¢ na tym samym poziomie.

|
[2 5 7 8] [13141518] [22 24

RYSUNEK 4.45
B-drzewo rzedu 2

Narysunku 4.45 przedstawiono B-drzewo rzedu 2 o 3 poziomach. Wszystkie
strony zawieraja 2, 3 lub 4 obiekty. Wyjatek stanowi korzen, ktory moze zawiera¢
tylko jeden obiekt. Wszystkie liscie pojawiaja si¢ na poziomie 3. Jezeli B-drzewo
sptaszczymy do jednego poziomu przez wcisnigcie potomkow miedzy klucze ich
przodk6w, to klucze utworza ciag rosnacy od lewej strony ku prawej. Uporzad-
kowanie to reprezentuje naturalne rozszerzenie organizacji drzew binarych
i determinuje metode poszukiwania obiektow o danym kluczu. Rozwazmy strong
o postaci pokazanej na rys. 4.46 i niech x bedzie argumentem poszukiwania.

l

Po ki p1 Kz P2 Pmi Kn Pm S
* ; * * ‘ Strona B-drzewa o m kluczach

Zakladajac, ze strona znajduje si¢ juz w pamieci gtéwnej, mozemy uzy¢ zwyktych
metod poszukiwania po§réd kluczy k, ... k,,. Jezeli m jest dostatecznie duze, mozna
zastosowaé tu przeszukiwanie polowkowe. W przeciwnym przypadku wystarcza
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zwyczajne sekwencyjne przeszukiwanie strony. (Zauwazmy, ze czas zuzyty na
przeszukanie strony jest najprawdopodobnie; niezauwazalny w stosunku do czasu
potrzebnego na $ciagniecie strony z pamigci pomocniczej do gtownej). W przy-
padku nieudanego poszukiwania znajdziemy si¢ W jednej z ponizszych sytuacji:

(1) k,<x<k,,, dla 1 <i<m. Kontynuujemy poszukiwanie na stronie p,T.
(2) k,<x. Kontynuujemy poszukiwanie na stronie p,,T.
(3) x<k . Kontynuujemy poszukiwanie na stronie pyT.

Jezeli w jakim§ przypadku wyznaczony wskaZznik jest rowny nil, tj. brak strony
bedacej potomkiem, to wtedy w catym drzewie nie ma obiektu o kluczu x
i poszukiwanie jest zakoficzone.

AR ] A [2030
i
[71015 18] 6 30 35 40] [7 10 15 18] [22 26 ][3540 |
B c B c D

RYSUNEK 4.47
Wstawienie klucza 22 do B-drzewa

Zadziwiajace, ze wstawianie w B-drzewie jest takze wzlednie proste. Jezeli
nalezy wstawi¢ obiekt na stronie zawierajacej m<2n obiektéw, to proces
wstawiania ogranicza si¢ do tej strony. Tylko wstawianie do petnej juz strony
wplywa na strukturg drzewa 1 moze spowodowaé przydzielenie nowych stron.
Aby zrozumieé, co dzieje sie w tym przypadku, odwotajmy sie dorys. 4.47, ktory
ilustruje wstawienie klucza 22 do B-drzewa rzedu 2. Oto kolejno§é postgpowania:

(1) Stwierdzamy brak klucza 79 w drzewie. Wstawienie na strong C jest
niemozliwe, gdyZ jest ona petna.

(2) Strone C dzielimy na dwie strony (tj. przydzielamy pamie¢ nowej stronie D).

(3) Rozdzielamy m+1 kluczy réwno na strony C i D, klucz Srodkowy
przesuwamy w gore do strony A, bedacej przodkiem stron C 1 D.

Ten bardzo elegancki schemat zachowuje wszystkie charakterystyczne
wiasnosci B-drzew. W szczegblnodci, otrzymane po dzieleniu strony zawieraja
doktadnie n obiektow. Oczywiscie wstawienie obiektu do strony przodka moze
spowodowac jej przepetnienie i — w konsekwencii — dalsze dzielenie. W krarico-
wym przypadku taka sytuacja moze powtarzac sie dopéty, dopdki nie dojdziemy
do korzenia. Jest to jedyna mozliwosé zwigkszenia si¢ wysokosci B-drzewa.
B-drzewo ma wiec dziwny zwyczaj: rosnie od liéci w kierunku korzenia.

Na podstawie tych skroconych opiséw utworzymy teraz program. Jest
oczywiste, ze sformutowanie rekurencyjne bedzie najodpowiedniejsze ze wzgle-
du na przenoszenie si¢ procesu dzielenia stron wstecz, wzdtuz $ciezki po-
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szukiwania. Ogdlna struktura programu bedzie wiec zblizona do wstawiania do
drzewa zréownowazonego, chociaz szczeg6ty sa odmienne.

Przede wszystkim nalezy sformutowac definicje struktury stronicowej.
Zdecydowalismy, ze obiekty bgda reprezentowane w postaci tablicy.

type strona = record m: indeks ;
pO: ref;
e array [1. .nn] of obiekt (4.81)
end

gdzie

const nn = 2*n;
type ref = 1 strona;
indeks = 0. .nn

oraz

type obiekt = record klucz: integer;
p: ref;
licznik : integer (4.82)
end

Ponownie, sktadowa obiektu — licznik — wystgpuje zamiast wszystkich
rodzajow innych informacji, ktére moga by¢ zwiazane z kazdym obiektem, ale nie
odgrywa zadnej roli w procesie poszukiwania. Zauwazmy, 7¢ kazda strona ma
miejsce na 2n obiektow. Pole m wskazuje liczbe aktualnie wykorzystanych miejsc
na obiekty. Gwarantowane jest wykorzystanie pamieci w co najmniej 50%, gdyz
m=n (z wyjatkiem strony-korzenia).

Algorytm poszukiwania z wstawianiem w B-drzewie jest czeScig programu
4.7, sformulowana w postaci procedury szukaj. Jej podstawowa struktura jest
nieskomplikowana, przypomina procedurg prostego poszukiwania w drzewie
binarnym, z wyjatkiem tego, ze decyzja nie jest wyborem jednego z dwoch
rozgateziefi. Zamiast tego ,,poszukiwanie w stronie” jest reprezentowane w po-
staci przeszukiwania tablicy e.

Algorytm wstawiania jest sformutowany w postaci oddzielnej procedury
jedynie w celu uzyskania przejrzystosci. Procedura ta jest wywolywana po
stwierdzeniu przez procedure szukaj, ze obiekt powinien byc przestany w gore
drzewa (w kierunku korzenia). Fakt ten odnotowuje si¢ za pomoca wynikowego
parametru boolowskiego 4. Peini on taka funkcje jak w algorytmie wstawiania do
drzewa zréwnowazonego, gdzie h wskazuje, ze drzewo urosto. Jezeli h ma
warto$¢ true, to drugi parametr u reprezentuje obiekt przestany w gore.
Zauwazmy, ze wstawianie rozpoczyna si¢ od hipotetycznych stron, a mianowicie
,specjalnych weziéw” z rys. 4.19; nowy obiekt jest przenoszony w g0re poprzez
parametr u do strony-liScia, gdzie dokonuje si¢ rzeczywistego wstawienia.
Schemat ten naszkicowano w (4.83).
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procedure szukaj (x: integer: a: ref; var h: boolean; var u: obiekt):
begin if a = nil then
begin {brak x w drzewie|
Podstaw x na u: ustaw jako warto$é htrue, co wskaze, ze obiekt u zostanie
przestany w gore drzewa
end else
with aT do
begin {poszukaj x na stronie al}
potéwkowe przeszukiwanie tablicy ;
if znaleziony then (4.83)
zwieksz licznik wystgpieri odpowiedniego obiektu else
begin szukaj (x, potomek, h, u),
if 1 then {obiekt u jest przesytany}
if (liczba obiektow w al) <2+n then
wstaw u na strone al i ustaw jako wartos¢ h false
else dziel strone i przeslij srodkowy obiekt w gore
end
end
end

Warto$¢ true parametru i po wywolaniu procedury szukaj w programie
gtéwnym wskazuje na rozdzielenie strony-korzenia. Proces ten wymaga oddziel-
nego zaprogramownia ze wzgledu na wyjatkowa funkcje petniona przez te strone.
Sktada si¢ on jedynie z przydziatu pamigci nowej stronie (korzeniowi) i wstawie-
nia pojedynczego obiektu przekazanego przez parametr u. W kon sekwencji nowa
strona-korzefi zawiera jedynie pojedynczy obiekt. Szczegdly znajdziemy w pro-
gramie 4.7,

Na rysunku 4.48 przedstawiono wynik zastosowania programu 4.7 do
skonstruowania B-drzewa przez kolejne wstawianie nastepujacych kluczy:

20; 40 10 30 15; 357 26 18 22; 5; 42 13 46 27 8 32; 38 24 45 25;

Sredniki wyznaczaja pozycje ,,migawek” (ang. snapshots) wykonywanych po
kazdym przydzieleniu pamigci dla strony. Wstawienie ostatniego klucza powodu-
je dwa dzielenia i przydzielenie trzech nowych stron.

Zwr6¢my uwage na specjalne znaczenie instrukeji with w tym programie.
Widoczne jest to juz w szkicu (4.83). Po pierwsze wskazuje ona, 7e identyfikatory
sktadowych strony automatycznie odwoluja si¢ do strony af w mstrukcjach
objetych instrukcja with. W razie przechowywania stron w pamigci pomocniczej
— co jest przeciez konieczne w duzym systemie banku danych — instrukcje with
mozna dodatkowo interpretowaé jako zalecenie przestania danej strony do
pamieci gléwnej. Poniewaz kazde wywolanie szukaj wiaze si¢ z przydzieleniem
pamigci dla jednej strony w pamigei giowne, niezbednych jest co najwyzej
k = log , N odwotari rekurencyjnych. Tak wiec, jesli drzewo zawiera N pozycji,
to musimy zapewni¢ miejsce w pamigci gtownej dla k stron. Jest to czynnik
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ograniczajacy wielkoS¢ strony 2n. W rzeczywisto§ci musimy przechowaé wigcej
niz k stron, poniewaz wstawianie moze spowodowacé dzielenie stron. Wynika stad,
ze najkorzystniej umiejscowic strone-korzefi w pamigci podstawowej, gdyz kazde
pytanie musi rozpoczac si¢ od strony-korzenia.

) E—
b)

[0 ][z 40 ]

|

[7710 15 18][ 2226 |[ 35 40 |

d)

s 7 [ 15 18 ]| 22 26 [ 35 40

10 20 30 40

e)

13 15 .18

|22 26 27

U]

[10 20 J[ 30 40 |

5 7 8][13 15 1ai| 22 2/4_|| 26 27 |[32 35 38][42 45 46|

RYSUNEK 4.48
Rozrastanie si¢ B-drzewa rzgdu 2

Inng pozytywna cecha organizacji B-drzewa jest to, ze jest ona odpowiednia
do czysto sekwencyjnego aktualizowania calego banku danych. Kazda strong
pobiera si¢ do pamigci glownej doktadnie jeden raz.

7asada usuwania obiektéw z B-drzewa jest prosta, ale komplikuje si¢ przy
rozwazaniu szczegotow. Mozemy wyr6zni¢ tu dwa przypadki:

(1) Usuwany obiekt znajduje si¢ na lisciu; wtedy algorytm usuwania jest jasny
i prosty.
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(2) Obiekt nie znajduje sie na liSciu. Musi by¢ zastapiony przez jeden z dwu
najblizszych leksykograficznie obiektéw, ktére znajduja si¢ na liSciu 1 moga
by¢ tatwo usuniete.

Znajdowanie odpowiedniego klucza w drugim przypadku jest analogiczne
do znajdowania go przy usuwaniu w drzewie binarnym. Schodzimy wzdluz
skrajnie prawych wskaznikow do strony-liScia P, wymieniamy usuwany obiekt na
skrajnie prawy obiekt strony P i zmniejszamy wielkoS¢ strony P o 1.

W dowolnym przypadku po zredukowaniu wielkosci nalezy sprawdzic
liczbe obiektéw m na zredukowanej stronie. Jesli m <n, to zostataby naruszona
podstawowa wiasnoS¢ B-drzew. Nalezy podja¢ wtedy dodatkowe kroki. Stan
niedomiaru jest wskazywany przez parametr boolowski i przekazywany przez
Zmienng.

Przeciwdziatamy niedomiarowi, pozyczajac lub ,,anektujac” obiekt z jedne;
z sasiednich stron. W zwiazku z tym, ze wymaga to §ciagniecia strony Q do
pamigci gldwnej — co jest operacja stosunkowo kosztowng — zaleca si¢ wykonanie
wszystkiego, co mozna w tej niekorzystnej sytuacji, i zaanektowanie jednorazowo
wigce) niZz jednego obiektu. Zazwyczaj rozktada si¢ obiekty ze stron P 1 Q réwno-
miernie na obie strony. Nazywamy to rownowazZeniem (wywazaniem).

Oczywiscie zdarza si¢, 7ze nie mozna zaancktowaé zadnego obiektu,
poniewaz strona Q osiagneta juz minimalna wielko§¢ n. W tym przypadku ogolna
liczba obiektow na stronach P i Q wynosi 2n— 1. Mozemy wtedy polqczy¢ dwie
strony w jedna, dodajac §rodkowy obiekt ze strony przodka stron P i Q, nastepnie
za§ usunac strone Q. Proces ten stanowi doktadna odwrotnos¢ rozdzielania stron.
Mozemy go przesledzi¢ na rys. 4.47, analizujac usuwanie klucza 22.

Ponownie, usuniecie §rodkowego klucza ze strony bedacej przodkiem moze
spowodowaé¢ zmniejszenie jej wielkosci ponizej dopuszczalnej granicy n, a tym
samym konieczne jest wykonanie na nastepnym poziomie dalszej specjalnej akcji
(wywazania lub laczenia). W kraficowym przypadku taczenie stron moze
przeniesc sie az do korzenia. Zmniejszenie si¢ wielkosci korzenia do 0 powoduje
jego usuniecie, a tym samym zmniejszenie wysoko$ci B-drzewa. Jest to
faktycznie jedyny sposéb, aby B-drzewo zmniejszyto wysokosc.

Na rysunku 4.49 przedstawiono stopniowe zanikanie B-drzewa z rys. 4.48
przez kolejne usuwanie kluczy:

25 45 24; 38 32, 8 27 46 13 42; 5 22 18 26; 7 35 15;

Sredniki ponownie wyznaczaja miejsca wykonania ,,migawek”, tzn. usuwania
stron. Algorytm usuwania zostal wlaczony do programu 4.7 w postaci procedury.
Warto szczegdlnie zwrdci¢ uwage na podobiefistwo jego struktury do algorytmu
usuwania w drzewie zrownowazonym.

Obszerna analize zachowania sie B-drzew podjgto i przedstawiono we
wspomnianym uprzednio artykule Bayera, McCreighta. Zawiera on, w szczeg6l-
nosci, rozwazania na temat optymalnej wielkoéci strony n, ktéra zalezy istotnie od
rodzaju pamigci i systemu komputerowego.
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a)

10 20
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RYSUNEK 4.49
Zanikanie B-drzewa rzedu 2

PROGRAM 4.7
Poszukiwanie z wstawianiem i usuwaniem w B-drzewie

program Bdrzewo(input, output);
{poszukiwanie, wstawianie i usuwanie w B-drzewie}
const n =2; nn = 4; {wielko$¢ strony}
type ref = Istrona;
obiekt = record klucz: integer;
p: ref;
licznik: integer;
end;
strona = record m: 0..nn; {liczba obiektow}

p0: ref;
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e: array[l..nn] of obiekt;
end;
var korzen, q: ref, x: infeger:
h: boolean; u: obiekt;

procedure szukaj(x: integer; a: ref, var h: boolean; var v: obiekt);

{szukaj klucza x w B-drzewie o korzeniu a; po znalezieniu zwieksz licznik; gdy
brak, wstaw obiekt o kluczu x i liczniku 1 do drzewa; przypisz obiekt parametrowi
v, jezeli trzeba go przestac na nizszy poziom; h:= ,drzewo a zwiekszyto
wysokosc™ }

var k, [, r: integer; q: ref; u: obiekr;

procedure wstaw;
var i: integer; b: ref,
begin {wstaw u na prawo od al.e[rl}
with aT do
begin if m <nn then
begin m:=m+1; h:= false;
for i:= m downto r+2 do e[i]:= e[i—1];
e[r+1l:=u
end else
begin {strona al jest peina, rozdziel jq i przypisz obiekt, ktory sie
pojawit, parametrowi vi new(b);
if < n then
begin if r = n then v:= u else

begin v:= e[n];
for i:= n downto r+2 do e[i] = e[i—1];
e[r+1]:=u
end;
for i:= 1 to n do bl.e[i]:= af.e[i+n]
end else

begin {wstaw u na odpowiedniej stronie}
ri=r—n;vi=eln+1l;
fori:=1to r—1 do bl.e[i]:= al.e[i+n+1];

b1.elr]:= u;
for i:= r+1 to n do bl.e[il:= al.eli+n]
end;
m:=n; bt.m:=n; bT.p0:=v.p; v.p:= b
end
end {with}

end {wstaw};

begin {szukaj klucza x na stronie al; h = false}
if a = nil then
begin {brak obiektu o kluczu x w drzewie} h:= true;
with v do
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begin klucz:= x; licznik:= 1; p:= nil
end
end else
with aT do
begin [:= 1; r:= m; {przeszukiwanie potéwkowe tablicy}
repeat k:= (I+7r) div 2;
if x < e[k].klucz then r:=k—1;
if x = e[k].klucz then I:= k+1;
until » </;
if /—r>1 then
begin {znaleziony} e[k].licznik:= e[k).licznik +1;
h:= false
end else
begin {brak obiektu na tej stronie}
if » = 0 then g:= p0 else g:= e[r].p;
szukaj(x, g, h, u); if h then wstaw
end
end
end {szukaj};

procedure usuri(x: integer; a: ref, var h: boolean);
{poszukaj i usuri klucz x w B-drzewie a; jezeli powstanie niedomiar, to jezeli to
mozliwe, wywaz z sqsiedniq stronq, w przeciwnym przypadku polqcz strony;
h:= ,,strona a jest za mata”}
var I, k, [, r: integer; q: ref;
procedure niedomiar(c, a: ref; s: integer; var h: boolean);
{a = strona z niedomiarem, ¢ = strona-przodek}
var b: ref, i, k, mb, mc: integer;
begin mc:= cl.m; {h = true, al.m = n—1}
if s <mc then
begin {b:= strona na prawo od a} s:=s+1;
b:= cl.elsl.p; mb:= bl.m; k:= (mb—n+1) div 2;
{k = liczba dostgpnych obiekiow na sqsiedniej stronie b}
at.e[n]:= cl.els]; al.e[n].p:= b].p0;
if £k > 0 then
begin {przesuri k obiektow z b do a}
for i:=1to k—1 do af.e[i+n]:= bT.e[i];
cl.e[s]:= b1.e[k]; cT.e[s]l.p:= b;
b1.p0:= b1.e[kl.p; mb:= mb—k;
for i:= 1 to mb do bl.e[i]:= bl.e[i+k];
bl.m:=mb; al.m:=n—1+k; h:= false
end else
begin {potqcz strony a i b}
for i:= 1 to n do af.e[i+n]:= b1.e[i];
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for i:= s to mc— | do cT.eli]:= cT.e[i+1];
at.m:=nn; ct.m:= me—1; {dispose (b)}
end
end else
begin {b: = strona na lewo od a}
if s = 1 then b:= c1. p0 else b:= cT.e[s—1].p;
mb:= bl.m+1; k:= (mb—n) div 2;
if &k > 0 then
begin {przesuri k obiektéw ze strony b do a}
for i = n—1 downto 1 do af.eli+k]:= al.elil;
al.e[k]:= cl.e[s]; al.e[k]l.p:= al.p0; mb:= mb-k;
for i:= k—1 downto 1 do aft.e[i]:= b1.e[i+mb];
al.p0:= bl.e[mb].p;
cl.els]:= b1.e[mb]; cl.elsl.p:= a;
bl.m:=mb—1; al.m:=n—1+k h:= false
end else
begin {potqcz strony a i b}
b?1.elmb]:= c1.e[s]; bT.e[mb).p:= al.p0;
for i:= 1 to n—1 do b1.e[i+mb]:= al.elil;
bt.m:=nn; cl.m:=mc—1, {dispose(a)}
end
end
end {niedomiar};

procedure us(p: ref; var h: boolean);
var q: ref, {globalne a, k}
begin
with pT do
begin g:= e[m].p;
if g #nil then
begin us(g, h); if h then niedomiar(p, q, m, h)
end else
begin pt.e[m].p:= al.elkl.p; al.e[k]:= pT.elm];
m=m—1;hi=m<n
end
end
end {us}

begin {usuri}
if a=nil then
begin wrireln('BRAK KLUCZA W DRZEWIE'); h:= false
end else
with af do



276 4, DYNAMICZNE STRUKTURY INFORMACYINE

begin [:= 1; r:= m; {przeszukiwanie potéwkowe tablicy}
repeat k:= ([+r) div 2;
if x < e[k].klucz then r:= k—1;
if x = e[k].kiucz then [:=k+1;
until /> r;
if » = 0 then ¢g:= p0 else g:= e[r].p;
if [—r>1 then
begin {znaleziony, usuri teraz e[k]}
if ¢ = nil then
begin {« jest stronq koricowq} m:=m—1; h:=m<n;
for i:=k to mdo e[i]:= e[i+1];

end else
begin us(q, h); if h then niedomiar(a, q, r, h)
end
end else
begin usuwri(x, g, h); if h then niedomiar(a, q, r, h)
end

end
end {usuri};

procedure drukujdrzewo(p: ref, l: integer);
var i: integer;
begin if p #nil then

with p1 do

begin for i:= 1 to [ do write(" ');
for i:= 1 to m do write(e[i].klucz: 4);
writeln ;

drukujdrzewo(p0, [+1);
for i:= 1 to m do drukujdrzewo(e[il.p, 1+ 1)
end
end;
begin korzesd:= nil; read(x);
while x#0 do
begin writeln('SZUKANY KLUCZ', x);
szukaj(x, korzen, h, u);
if h then
begin {wstaw nowq podstawowq strone}| q:= korzeri; new(korzen);
with korzeri? do
begin m:=1; p0:=g; e[l]:=u
end
end;
drukujdrzewo(korzen, 1); read(x)
end;
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read(x);
while x#0 do
begin writeln((USUN KLUCZ', x);
usuri(x, korzer, h);
if & then
begin {wymiar strony podstawowej zostat zmniejszony}
if korzeril.m:= 0 then
begin g = korzeri; korzeri:= q1.p0; {dispose(q)}
end
end;
drukujdrzewo(korzen, 1); read(x)
end
end.

Odmiany schematu B-drzewa rozwazat Knuth (Tom 3, s. 476-479). Jedna
z istotnych obserwacji jest fakt, ze rozdzielanie stron nalezy op6Zni¢ tak samo, jak
opbznia sig faczenie stron, i najpierw nalezy sprébowac zrownowazy¢ sasiadujace
ze soba strony. Inne sugerowane usprawnienia wydaja si¢ przynosic niewielkie
korzysci.

4.5.2. Binarne B-drzewa

Rodzajem B-drzew, ktéry wydaje si¢ najmniej interesujacy, sa B-drzewa
pierwszego rzedu (n=1). Ale czasem warto zwrbci¢ uwage nawet na taki
przypadek. Jest oczywiste, Ze B-drzewa pierwszego rzedu sa bezuzyteczne do
reprezentowania duzych, uporzadkowanych, indeksowanych zbioréw danych
wymagajacych korzystania z pamigci pomocniczej; okolo 50% wszystkich stron
zawieraloby tylko po jednej pozycji. Z tego wzgledu zapomnijmy O prze-
chowywaniu w pamieciach pomocniczych i ponownie rozwazmy problem
przeszukiwania drzew przy uzyciu tylko pamieci jednopoziomowey.

Binarne B-drzewo (BB-drzewo) skilada si¢ z weztéw (stron) zawierajacych
po jednym lub dwa obiekty. Tak wigc strona zawiera dwa lub trzy wskazniki do
potomkéw; sugeruje to termin 2-3 drzewo. Zgodnie z definicja B-drzew
wszystkie liscie znajdujg si¢ na tym samym poziomie, a pozostale strony maja
dwdoch lub trzech potomkéw (takze korzefi). Poniewaz mamy teraz do czynienia
jedynie z pamigcia podstawowa, konieczne jest oszczgdne wykorzystanie obszaru
pamigci i dlatego reprezentacja obiektow w weZle w postaci tablicy jest
nieodpowiednia. Inng mozliwo§¢ stanowi dynamiczne, laczone przydzielanie
pamieci; oznacza to, ze w kazdym wezle istnieje lista taczona obiektéw o dfugosci
1 lub 2. Poniewaz kazdy wezet ma co najwyzej trzech potomkéw 1w zwigzku
z tym wymaga przechowania tylko do trzech wskaznikow, chciatoby sie potaczyc
wskazniki do potomkéw i wskazniki w liscie obiektéw tak, jak to pokazano na
rys. 4.50. W ten sposob wezel B-drzewa traci swa biezaca postac 1 obiekty
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przejmuja na siebie funkcje weztow w regularnym drzewie binarnym. Jednakze
pozostaje konieczno$¢ rozréznienia migdzy wskaznikami (pionowymi) do potom-
kéw i wskaznikami (poziomymi) do ,,rodzefistwa” na tej same;j stronie. Rozroz-
nienie to mozna uzyska¢ za pomoca tylko jednego bitu, poniewaz jedynie

RYSUNEK 4.50
Reprezentacja weziéw BB-drzewa

a b

ahuh @
wskazniki pokazujace na prawo moga by¢ poziome. Zastosujemy tu zmienng
boolowska h o znaczeniu ,,poziomy”. W (4.84) znajdziemy definicj¢ wezla przy

uzyciu tej reprezentacji. Zaproponowat i zbadal ja R. Bayer [4.3] w 1971 r.,
stwierdzajac, ze gwarantuje ona maksymalna dlugos§¢ sciezki p = 2- [logN1.

type wezel = record klucz: integer;
lewe, prawe: ref; (4.84)
h: boolean
end

Rozwazajac problem wstawiania kluczy, nalezy wyr6znic cztery mozliwe
sytuacje wynikajace z rozrastania si¢ lewego lub prawego poddrzewa. Te cztery
przypadki pokazano na rys. 4.51. Pamigtajmy, ze B-drzewa charakteryzuja sie
wlasnoscia rozrastania si¢ od dotu ku korzeniowi oraz spetnieniem warunku, iz
wszystkie liscie znajduja si¢ na tym samym poziomie.

Najprostszy jest przypadek (1), w ktérym prawe poddrzewo wezta A rosnie
oraz A jest jedynym kluczem na swojej (hipotetycznej) stronie. Wtedy potomek
B staje si¢ po prostu rodzefistwem A, tzn. wskaznik pionowy staje sig
wskaznikiem poziomym. To proste ,,podnoszenie si¢” prawego ramienia nie jest
mozliwe wtedy, gdy A ma juz rodzefistwo. Otrzymujemy wowczas strong
z trzema wezlami i musimy ja podzielic (przypadek 2). Srodkowy wezet
B przesyla si¢ w gore na nastepny wyzszy poziom.

Przypomnijmy teraz, ze lewe poddrzewo wezta B zwigkszylo swa wysokosc.
Jezeli B jest ponownie sam na stronie (przypadek 3), j. jego prawy wskaZnik
odnosi si¢ do potomka, to lewe poddrzewo (A) moze sta¢ si¢ rodzefistwem B.
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RYSUNEK 451
Wstawianie wezla w BB-drzewie

(Konieczna jest prosta zamiana wskaznikéw, gdyz lewy wskaZznik nie moze
byé poziomy). Jesli jednak B ma juz rodzefistwo, Lo podniesienie A daje strong
o trzech pozycjach, co wymaga dzielenia. Uzyskuje si¢ je w bardzo prosty sposdb:
C staje si¢ potomkiem B, ktorego podnosi si¢ w gérg — na nastepny poziom
(przypadek 4). '

Nalezy zauwazy¢, ze fakt, czy postepujemy wzdtuz poziomych czy tez
pionowych wskaznikéw, nie ma istotnego wplywu na efektywnos¢ poszukiwa-
nia klucza. Dlatego tez czym§ sztucznym jest obawa o to, ze w przypadku (3)
lewy wskaznik staje si¢ poziomym, chociaz jego strona w dalszym ciagu nie
zawiera wigcej niz dwa obiekty. W rzeczywistosci algorytm wstawiania ujaw-
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nia dziwna asymetri¢ w obstudze wzrostu lewego i prawego poddrzewa, co
powoduje, Ze organizacja BB-drzew wydaje si¢ dosy¢ sztuczna. Nie ma
_.dowodu” na osobliwos¢ tej organizacji; jednak zdrowy rozsadek podpowiada
nam, Ze jest tu co§ ,,podejrzanego” i ze powinniSmy usunac te asymetri¢. Dla-
tego powstato pojecie symetrycznego binarnego B-drzewa (SBB-drzewo),
badanego réwniez przez Bayera [4.4] w 1972 1. Pojecie to prowadzi zazwyczaj
do efektywniejszych drzew poszukiwan, ale algorytmy wstawiania i usuwania
sa nieco bardziej ztozome. Co wiecej, kazdy wezel wymaga teraz dwoch
bitéw (zmienne boolowskie [h i ph) do oznaczenia rodzaju jego dwoch
wskaznikow.

Ograniczajac si¢ w maszych szczegétowych rozwazaniach do problemu
wstawiania, musimy ponownie wyr6zni¢ cztery przypadki rozrastania si¢ drzewa.
Sa one pokazane na rys. 4.52, ktory uwidacznia osiagnieta symetri¢. Zauwazmy,
7e wzrost poddrzewa wezta A nie majacego rodzenistwa powoduje, ze korzen
poddrzewa staje si¢ rodzefistwem wezla A. Tego przypadku nie trzeba juz dalej
rozwazac.

(B)
< 12
(B)
(LP)
(B)

(8)
(PP)‘-’} '}Z:{ (8) ()
o
(8)
(PL) oe (A) (c)
(B)

RYSUNEK 4.52
Wstawianie w SBB-drzewach
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We wszystkich czterech przypadkach z rys. 4.52 uwzgledniono wystapienie
przepelnienia strony, nastepnie za$ — dzielenia stron. Przypadki te sa oznaczone
wedtug kierunkéw wskaznikow poziomych taczacych troje rodzefistwa na §rod-
kowych rysunkach. Lewa kolumna ukazuje sytuacje poczatkowa; kolumna §rod-
kowa ilustruje fakt podniesienia dolnego wezta z powodu wzrostu jego poddrzewa;
kolumna prawa pokazuje wynik przestawienia weziow (dzielenia stron).

Nie warto upiera¢ si¢ przy pojeciu strony, z kiérego wywodzi si¢ ta
organizacja, gdyz przede wszystkim interesuje nas ograniczenie maksymalnej
diugosci §ciezki do 2-log N. W tym celu wystarczy jedynie upewnic sig, ze na
Sciezce poszukiwania nie mozna nigdzie spotkac dwoch kolejnych poziomych
wskaznikéw. Jednakze nie ma powodu, aby zabroni¢ weztéw z prawymi i lewymi
poziomymi wskaznikami. Zdefiniujemy wiec SBB-drzewo jako drzewo o poniz-
szych wlasnosciach:

(1) Kazdy wezel zawiera klucz i co najwyzej dwa poddrzewa (wskaZniki).

(2) Kazdy wskaznik jest albo poziomy, albo pionowy. Na Zadnej ciezce
poszukiwania nie ma dwoch kolejnych poziomych wskaznikow.

(3) Wszystkie korficowe wezty (wezly bez potomkow) znajduja si¢ na tym
samym (koficowym) poziomie.

7 definicji tej wynika, ze najdiuzsza Sciezka poszukiwania nie przekracza
podwojonej wysokosci drzewa. Poniewaz SBB-drzewo o N wezlach nie moze
mie¢ wysoko$ci wiekszej od [log N, wiec 2[log N jest gérnym ograniczeniem
dhugosci Sciezki poszukiwania.

Aby czytelnik wyobrazit sobie, jak rosna takie drzewa, odsylamy go do rys.
4.53. Wiersze reprezentuja ,,migawki” wykonane przy wstawianiu nastepnych
ciggow kluczy, przy czym kazdy Srednik oznacza zrobienie ,,migawki”.

(L 1 2: 3 4 5 6, T,
2 5 4 % 127 6
3 6 2 4 1.7 3 5 (452)
@ 42 5 LS

Rysunki te powoduja, ze trzecia wiasnos¢ B-drzew staje si¢ niezwykle oczywista:
wszystkie koncowe wezty znajduja si¢ na tym samym poziomie. Mozna dostrzec
podobiefistwo tych struktur do niedawno przystrzyzonego zywoptotu. Nazywamy
takie struktury zywoplotami.

Algorytm konstrukcji zywoplotéw sformutowano w (4.87), zgodnie z defini-
cja typu wezta (4.86) z dwiema sktadowymi lh i ph okre§lajacymi, czy lewy
i prawy wskaznik sa wskaznikami poziomymi.

type wezet = record klucz: integer;
licznik: integer;
lewe, prawe: ref; (4.86)
lh, ph: boolean
end
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RYSUNEK 4.53
Rozrastanie sie drzew-zZywoplotéw przez wstawianie elementéw ciagéw (4.85)

Rekurencyjna procedur¢ szukaj ponownie wzorowano na podstawowym
algorytmie wstawiania do drzewa binarnego (zob. 4.87). Dodano trzeci parametr
h, ktory wskazuje, czy drzewo o korzeniu p zmienifo sie; odpowiada on
bezposrednio parametrowi s Z programu poszukiwania w B-drzewie. Konsekwen-
cja przedstawienia ,,stron” w postaci list taczonych jest fakt przegladania strony
przez jedno lub dwa odwotania do procedury szukania. Musimy odrézni¢
przypadek poddrzewa (wskazanego pionowym wskaznikiem), ktére rozrosto sig,
od przypadku wezta (wskazanego poziomym wskaznikiem), bedacego rodzefist-
wem i otrzymujacego nowe rodzefistwo, co wymaga dzielenia stron. Problem ten
daje si¢ tatwo rozwiaza€ przez wprowadzenie zmiennej A o trzech wartosciach,
oznaczajacych odpowiednio:

(1) h = 0: poddrzewo p nie wymaga zmiany struktury drzewa;
(2) h = 1: wezel p otrzymal rodzenstwo,
(3) h = 2: poddrzewo p zwigkszylo swa wysokosc.
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procedure szukaj(x: integer; var p: ref, var h: integer);
var pl, p2: ref;
begin
if p = nil then
begin {brak stowa w drzewie; wstaw je}
new(p);, h:=2
with p1 do
begin klucz = x; licznik:=1; lewe : = nil;
prawe = nil; lh:= false; ph:= false
end
end else
if x < p1.klucz then
begin szukaj(x, p1.lewe, h);
if h#0 then
if p1.lh then
begin pl:= pl.lewe; h:=2; p1.lh:= false,
if p11.lh then
begin {LL} p1. lewe:= pl1.prawe;
pl11.prawe:= p; p11.lh:= false; p:= pl
end else
if p17.ph then
begin {LP} p2:= p11.prawe; p11.ph:= false;
pl1.prawe:= p21.lewe; p21.lewe:= pl;
pl1.lewe:= p21.prawe; p21.prawe:= p; p:=p2
end
end else
begin h:= h—1; if h#0 then p1.lh: = true
end
end else
if x > p1.klucz then
begin szukaj(x, p1.prawe, h);
if £#0 then
if p1.ph then
begin pl = pl.prawe; h:= 2; p1.ph:= false;
if p11.ph then
begin {PP} pt.prawe:= p17.lewe;
pl1.lewe:= p; p11.ph:= false; p:= pl
end else
if p17.l1h then
begin {PL} p2:= p11.lewe; p11.lh:= false;
pl1.lewe:= p21.prawe; p21.prawe:= pl;
pl.prawe:= p21.lewe; p2].lewe:= p; p:=p2
end
end else

(4.87)
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begin h:= h—1; if h#0 then pl.ph:= true
end
end else (4.87)
begin p1.licznik:= p1.licznik+1; h:=0
end
end {szukaj}

Zauwazmy, ze dziatania podjete w celu zreorganizowania wezlow bardzo
przypominaja dziatania z algorytmu przeszukiwania drzewa zrownowazonego
(4.63). Na podstawie procedury (4.87) widzimy, ze wszystkie cztery przypadki
mozna zrealizowa¢ za pomoca prostych zamian wskaZznikéw: pojedynczych
zamian, w przypadkach LL i PP; podwdjnych zamian, w przypadkach LP i PL.
W rzeczywistoSci procedura (4.87) okazuje si¢ troche prostsza od procedury
(4.63). Schemat drzew-zywoplotéw okazuje sie alternatywny dla kryterium
zrownowazenia AVL. Poréwnanie ich wydajnos$ci jest wigc mozliwe i pozadane.

Powstrzymamy si¢ od analizy matematycznej i skoncentrujemy si¢ na
niektérych podstawowych réznicach. Mozna udowodnic, ze drzewa AVL-zrow-
nowazone sq podzbiorem drzew-zywoptotow. Tak wigc klasa drzew-zywoplotow
jest wicksza. Wynika z tego, ze dlugos¢ ich Sciezki jest Srednio wigksza od
dlugoséci Sciezki w drzewach AVL. Zwr6¢my w zwiazku z tym uwage na
,.najgorszy przypadek” drzewa (4) z rys. 4.53. Z drugiej strony, reorganizowanie
wezlow bedzie wystgpowato rzadziej. Dlatego tez drzewa zrownowazone beda
uprzywilejowane w tych zastosowaniach, w ktorych wyszukiwanie jest znacznie
czestsze niz wstawianie (lub usuwanie); jezeli ten stosunek jest nieduzy, to
odpowiedniejsze beda drzewa-zZywoptloty.

Bardzo trudno okresli¢ linig graniczng. Zalezy ona nie tylko od stosunku
czestosci wyszukiwar do zmian struktury, ale réwniez od wiasciwosci realizacji.
Dotyczy to zwtlaszcza przypadku, w ktorym rekordy weziow maja gesto
upakowang reprezentacj¢ i — w konsekwencji — dostgp do p6l wymaga wyboru
czedci stowa. Dzialania na polach boolowskich (lh, ph w przypadku zywoplotow)
moga by¢ w wielu realizacjach efektywniejsze od dziatan na polach trojwartos-
ciowych (pole wywaz w przypadku drzew zréwnowazonych).

4.6. Transformacje kluczy (kodowanie
mieszajace)

W tym punkcie przedstawimy nastgpujacy problem ogdlny, ktéry postuzy
nam do tworzenia rozwiazafi demonstrujacych metody dynamicznego przy-
dzielania pamigci dla danych:

Dany jest zbidr S obiektow scharakteryzowanych przez wartos¢ klucza.

Na zbiorze kluczy jest okreslona relacja porzadkujaca. Jak nalezy

zorganizowaé zbior S, aby wyszukanie obiektu o kluczu k wymagato

mozliwie najmniejszych naktadow.
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Oczywiscie w pamieci komputera ostateczny dostep do kazdego obiektu uzyskuje
si¢ przez okre§lenie adresu a pamigci. Powyzszy problem sprowadza si¢ Wigc
w zasadzie do znalezienia odpowiedniej funkcji H odwzorowujacej klucze (K)

w adresy (A):
H: K—A

W punkcie 4.5 taka funkcja byta realizowana w maszynie cyfrowej w postaci
réznych algorytméw przeszukiwania list i drzew przy zastosowaniu réznych
podstawowych organizacji danych. Zaprezentujemy tu inne — proste w swojej
istocie i bardzo efektywne w wielu przypadkach — ujecie tego problemu. To, Ze ma
ono takze kilka wad, przedyskutujemy w nastgpnej kolejnosci.

Odpowiednia dla tej metody organizacja danych jest struktura tablicy. H jest
wiec funkcja transformujaca klucze w indeksy tablicy, co jest powodem
powszechnie stosowanego terminu na oznaczenie tej metody: transformacja
kluczy. Nalezy tu zaznaczy¢, 7e nie bedziemy musieli odwotywac si¢ do procedur
dynamicznego przydzielania pamieci, poniewaz tablica jest jedna z podstawo-
wych struktur statycznych. W zasadzie punkt ten nie powinien znajdowac si¢
w rozdziale, w ktérym omawia si¢ problemy dynamicznych struktur informacyj-
nych, ale poniewaz z opisywancj tu metody czesto Korzysta sig w takich
dziedzinach, w ktérych konkuruje ze strukturami drzewiastymi, wydaje sig¢, ze
mozna go tu zamiescic.

Podstawowa trudno§¢ w uzyciu transformacji kluczy stanowi fakt, ze zbior
mozliwych wartoéci kluczy jest znacznie wigkszy od zbioru adres6w (indeksow
tablicy). Typowym przyktadem jest uzycie stow ztozonych z co najwyzej 10 liter,
jako kluczy identyfikujacych poszczegélne osoby ze zbioru, powiedzmy, 1000
0s6b. Mamy wiec 26'° mozliwych kluczy, ktére musimy odwzorowac w 10°
mozliwych indeks6w. H nie jest wiec funkcja réznowartosciowa. Majac zadany
klucz k, w pierwszym kroku operacji wyszukiwania nalezy obliczy¢ zwiazany
7z nim indeks h = H(k), w drugim za§ kroku — co jest oczywiScie konieczne
— sprawdzié, czy obiekt o kluczu k jest rzeczywiscie identyfikowany przez
h w tablicy T, tj. sprawdzi¢, czy TIH(k)].klucz = k. Nasuwaja si¢ natychmiast
dwa pytania:

(1) Jakiego rodzaju funkcji H nalezy uzyc?
(2) Jak postapi¢ w sytuacji, gdy H nie wyznaczy adresu pozadanego obiektu?

Odpowiedz na pytanie 2 brzmi, ze nalezy zastosowaé metode wyznaczajacg adres
alternatywny, powiedzmy indeks A, a jezeli i on nie jest jeszcze adresem
potrzebnego obiektu, to trzeci indeks A” itd. Przypadek znalezienia pod danym
adresem innego klucza niz zadany nazwiemy kolizja. Algorytm wyznaczajacy
alternatywne indeksy nazwiemy usuwaniem Kkolizji. Ponizej oméwimy zasady
dokonywania wyboru funkcji transformujacej i metody usuwania kolizji.
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4.6.1. Wybor funkcji transformujace;j

Wstepnym kryterium wyboru funkcji transformujacej jest wymaganie
mozliwie rownomiernego rozktadu kluczy w obszarze warto$ci indeksow. Oprocz
tego wymagania rozklad nie jest ograniczony zadnym schematem i jest pozadane,
aby sprawial wrazenie catkowicie losowego. Wiasno§¢ ta przyczynita si¢ do
nadania tej metodzie niezbyt naukowej nazwy: kodowanie mieszajace (haszowa-
nie; ang. hashing, tj. siekanie lub mieszanie argumentu); funkcja H jest nazywana
funkcja mieszajaca (haszujaca; ang. hash function). Oczywiécie powinna ona
byé efektywnie obliczalna, tj. powinna skiadaC si¢ z niewielu podstawowych
operacji arytmetycznych.

Przyjmijmy, Ze jest okreslona funkcja ord(k) wyznaczajaca liczbe porzad-
kowa klucza k w zbiorze wszystkich kluczy. Przypomnijmy dalej, ze indeksy
i tablicy naleza do przedzialu 0 .. N—1, gdzie N jest wielkoscig tablicy.

Narzucajaca si¢ wtedy funkcja jest
H(k) = ord(k) mod N (4.88)

Funkcja ta ma wlasno§¢ rownomiernego rozktadu wartosci kluczy w zbiorze
indekséw i z tego wzgledu stanowi podstawe wigkszosci funkcji transfor-
mujacych. Ponadto mozna wyjatkowo fatwo obliczac jej wartosci, jezeli N jest
potega liczby 2. Lecz whasnie takie rozwigzanie jest nie do przyjecia w przypadku
kluczy bedacych ciagami liter. Zatozenie, ze wszystkie klucze sa jednakowo
prawdopodobne, jest w tym przypadku z gruntu fatszywe. Stowa rézniace sig
kilkoma literami najprawdopodobniej zostana odwzorowane w te same indeksy,
powodujac bardzo nieréwnomiemy rozklad. Zalecane jest wiec, aby N wy-
stgpujace we wzorze (4.88) bylo liczba pierwsza [4.7]. W konsekwencji zamiast
prostego obciecia cyfr dwojkowych musimy uzy¢ penej operacji dzielenia; nie
stanowi to jednak istotnej przeszkody, poniewaz wigkszoS¢ nowoczesnych
komputeréw ma wbudowana operacj¢ dzielenia.

Czesto uzywa sie funkcji mieszajacych opartych na stosowaniu operacji
logicznych, takich jak ,roznica symetryczna”, do niektorych czgsci kluczy
reprezentowanych jako ciag cyfr dwéjkowych. W niektérych maszynach cyf-
rowych operacje te moga by¢ szybsze od dzielenia, ale czasem daja zupelnie
nierownomierny rozklad kluczy w zbiorze indeksow. Z tego wzgledu nie
bedziemy dalej rozwaza¢ bardziej szczeg6towo tych metod.

4.6.2. Usuwanie kolizji

Jezeli pozycja w tablicy odpowiadajaca danemu kluczowi okazuje sig
niewlasciwym obiektem, to wystepuje kolizja, tj. dwa obiekty maja klucze
odwzorowywane w ten sam indeks. Konieczne jest drugie ,,sondowanie”, oparte
na indeksie uzyskanym w spos6b deterministyczny z danego klucza. Istnieje kilka
metod generowania wtérnych indekséw. Jedna z oczywistych i efektywnych
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metod jest laczenie wszystkich pozycji o jednakowym pierwotnym indeksie H(k)
w liste laczong. Nazywane jest to wigzaniem bezposrednim. Elementy tej listy
moga znajdowaé sie w tablicy pierwotnej lub poza nig. W tym drugim przypadku
przeznaczony na nie obszar jest nazywany obszarem nadmiarowym. Metoda ta
jest catkiem efektywna, chociaz jej wada jest to, Ze trzeba przechowywac wtérne
listy i kazda pozycja musi mie¢ miejsce na wskaznik (lub indeks) do od-
powiadajacej jej listy kolidujacych obiektow.

Inna metoda usuwania kolizji jest catkowite zrezygnowanie z potaczen
i w zamian, po prostu, przegladanie innych pozycji w tej same;j tablicy az do
znalezienia poszukiwanego obiektu lub wolnego miejsca, co pozwala przyjac, ze
okre§lonego klucza nie ma w tablicy. Metoda ta jest nazywana adresowaniem
swobodnym [4.9]. Naturalnie ciag wyznaczonych indekséw wtérnych musi by¢
zawsze taki sam dla danego klucza. Schemat algorytmu przegladania tablicy
mozna przedstawié nastepujaco:

i= H(k); i:=0
repeat
if T{h].klucz = k then obiekt znaleziony else
if T[h).klucz = wolny then brak obiektu else (4.89)

begin {kolizja}
ir=i+1; h-= Hk) + G(i)
end
until znaleziony lub brak obiektu w tablicy (lub tablica petna)

W literaturze mozna znaleZé propozycje roznych funkcji usuwajacych
kolizje. Artykut przegladowy Morrisa w 1968 r. [4.8] spowodowal znaczne
ozywienie na tym polu. Najprostsza metoda jest sprawdzanie kolejnych pozyciji
tablicy — interpretujac ja jako tablice cykliczna — az do chwili znalezienia klucza
lub dotarcia do pustego miejsca. Tak wigc G(i) = i, a indeksy A; przyjmuja w tym
przypadku wartoSci

hy = H(k)
hiy=(hy+i)modN, i=1.N-1 (4.90)

Metoda ta jest nazywana sondowaniem liniowym (ang. linear probing). Jej wada
jest tendencja do grupowania si¢ obiektow wokot pierwotnych kluczy (kluczy,
ktére nie kolidowaly przy wstawianiu). Idealnym rozwiazaniem byloby réwno-
mierne rozproszenie przez funkcje G kluczy na pozostate adresy. Praktycznie jest
to zbyt kosztowne i preferowane sa metody kompromisowe, wymagajace prostych
obliczedi, niemniej jednak lepsze od funkcji liniowej (4.90). W jednej z nich
korzysta si¢ z funkcji kwadratowej, tak ze ciag badanych indekséw jest

nastgpujacy:

hy = H(k)
= (hy + i) mod N (i >0) (4.91)
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Zauwazmy, ze obliczenie kolejnego indeksu nie musi wymagaé wykonania
operacji podnoszenia do kwadratu, jezeli skorzystamy z zaleznoSci rekurencyjne;j
(4.92) dla h; = i* oraz d; = 2i + 1:

hl‘+l=hl'+df
diy1=d;+2

L§

(i >0) (4.92)

gdzie h, = 0 oraz d, = 1. Metodg t¢ nazywamy sondowaniem kwadratowym
(ang. guadratic probing); nie powoduje ona zasadniczo pierwotnego grupowania,
chociaz nie wymaga praktycznie dodatkowych obliczen. Jej niewielka wada jest
to, ze podczas sondowania nie sa przeszukiwane wszystkie pozycje tablicy, tj.
moze si¢ zdarzy¢, Ze przy wstawianiu nie znajdzie si¢ wolnego miejsca, chociaz
takie istnieja. Gdy N jest liczbg pierwszq, to przeglada sig¢ co najmniej potowe
tablicy. Twierdzenie to mozna wywie§¢ z nastepujacych rozwazan. Jezeli
sondowania i-te oraz j-te zbiegaja si¢ w tym samym miejscu tablicy, to mozemy
wyrazi¢ to przez réwnanie

i? mod N = j*> mod N

Iub

(i* —j*)=0 (mod N)

Rozkiadajac réznice na dwa czynniki, otrzymujemy

(i+)) (i=)=0 (mod N)

Poniewaz i #J, to wnioskujemy, Ze i lub j musi byé réwne co najmniej N/2, aby
zachodzito (i+j) = ¢N, gdzie c jest liczba calkowita.

W praktyce wada ta nie ma wielkiego znaczenia, gdyz konieczno$§é
wykonania N/2 wtornych sondowar dla uniknigcia kolizji wystepuje wyjatkowo
rzadko, tylko w przypadku prawie peinej tablicy.

Program 4.8 powstal z programu generatora odsylaczy (4.5) przez za-
stosowanie metody rozpraszania. Podstawowe rdznice wystepujg w procedurze
szukaj 1 w zastapieniu wskaznika sref przez tablice stow 7. Funkcja mieszajaca
H jest modulo wielkosci tablicy, a kolizje sa usuwane metoda sondowania
kwadratowego. Zauwazmy, Zze do uzyskania dobrych wynikéw zdecydowanie
przyczynia si¢ to, ze rozmiar tablicy jest liczbg pierwsza.

Chociaz metoda transformacji kluczy jest w tym przypadku najefektywnie;j-
sza —rzeczywiscie skuteczniejsza od organizacji drzewiastych — ma ona réwniez
wade. Po przejrzeniu tekstu i zebraniu siéw, chcielibySmy wypisaé stowa
w porzadku alfabetycznym. Latwo to zrobi¢, jezeli stosujemy organizacje
drzewiasta, gdyz jej istota polega na przeszukiwaniu uporzadkowanego drzewa.
Nie jest to jednak proste wtedy, gdy uzywamy transformacji kluczy. Uwidacznia
si¢ teraz pelne znaczenie stowa mieszanie. Nie do$¢, ze wydrukowanie tablicy
nalezy poprzedzi¢ sortowaniem (dla prostoty, w programie 4.8 zastosowano
sortowanie przez prosty wybor), ale nawet okazuje si¢ korzystne zapamigtanie
wstawianych kluczy przez potaczenie ich w specjalna liste. Tak wiec zwigkszona



289

4.6, TRANSFORMACIE KLUCZY (KODOWANIE MIESZAJACE)

efektywno$§¢ metody mieszania dotyczaca tylko procesu wyszukiwania jest
czesciowo niwelowana przez dodatkowe operacje uzupetniajace pelny proces
generowania uporzadkowanego indeksu odsylaczy.

PROGRAM 4.8
Generator odsylaczy przy zastosowaniu tablicy kodow mieszajacych

program odsytacz(f, output);
{generator odsylaczy przy zastosowaniu tablicy kodow mieszajacych}

label 13;

const ¢1=10; {dlugos¢ stow}
2=8; {ilos¢ liczb w wierszu}
c3=6; {ilos¢ cyfr w liczbie}

c4=9999;  {maksymalny numer wiersza}
p=997;  {liczba pierwsza}
wolne ="' :
type indeks=0..p;
obref=Tobiekt,
stowo =record klucz: alfa;
pierwszy, ostatni: obref,
kolejny: indeks

end;
obiekt=packed record
Ino: 0. .c4;
nast: obref
end,;

var i, top: indeks;
k, k1: integer;
n: integer;  {biezacy numer wiersza}
id. alfa;
I text;
a: array [1..cl] of char;
t: array [0..p] of stowo;  {tablica koddéw mieszajqcych}

procedure szukaj,
var h, d, i: indeks;
x: obref; z: boolean;
{zmienne globalne: t, id, top}

begin h:= ord(id) mod p;
z:= false; d:=1;
new(x); x1.lno = n; x7.nast:= nil,
repeat
if ¢ [h].klucz=id then
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begin {znaleziona} z:= true;
t [h).ostatnit.nast: = x; t[hl.ostatni:= x
end else
if ¢ [h].klucz=wolne then
begin {nowa pozycja} z:= true;

with 7 [h] do
begin klucz: = id; pierwszy:= x; ostatni:= x,
kolejny : = top
end;
top:=h
end else

begin {kolizja} h:=h+d; d:=d+2;
if h=p then h:= h—p;
if d=p then
begin writeln('PRZEPELNIENIE TABLICY'); goto 13
end
end
until z
end {szukaj};

procedure drukujtablice;
var i, j, m: indeks;
procedure drukujstowo(s: stowo);
var [: integer; x: obref,
begin write(' ', s.klucz);
x:= s.pierwszy; I:=0;
repeat if /=c2 then
begin writeln;
I:=0; write(' ":cl+1)
end; :
I:= [+ 1; write(x!.lno: c3); x:= xT.nast
until x=nmnil;
writeln
end {drukujstowo};
begin i:= fop;
while i #p do
begin {przegladaj liste taczonq i znajdz najmniejszy klucz}
m:= i; j:= t[i]-kolejny;
while j#p do
begin if ¢ [ j].klucz < t[m].klucz then m:= J;
Jji= t[jlkolejny
end;
drukujstowo(t [m]);
if m#i then
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begin t [m].klucz:= t[i].klucz;
t[m).pierwszy = t[i].pierwszy;
t[m].ostatni: = t[i].ostatni
end;
i:= t[i].kolejny
end
end {drukujtablice};

begin n:= 0; k1 := cl; top:= p; reset(f);
for i:= 0 to p do t[i].klucz:= wolne,
while 71 eof( f) do
begin if n=c4 then n:= 0;
n:= n+1; write(n: c3); {nastepny wiersz}
write(" ');
while 71 eoln(f) do
begin {przegladaj niepusty wiersz}
if /T in ['A.."Z’] then
begin k= 0;
repeat if k<c1 then
begin k:=k+1; a [k]:=fT;
end;
write(f1); get(f)
until 71 (f1 in ['A’.."Z’,'0".."9"]);
if k> k1 then k1:= k else
repeat alkl] ="' '; kl:=kl—1
until k1 = k;
pack(a, 1, id); szukaj;
end else

begin {sprawdy?, czy apostrof lub komentarz}

if f1="" then
repeat write(f1); get(f)
until /T ="" else
if 1 ="{' then
repeat write(f1); get(f)
until fT="};
write(f); get(f)
end
end;
writeln; get(f)
end;
13: page; drukujtablice
end.

291
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4.6.3. Analiza transformacji kluczy

Wstawianie i wyszukiwanie danych przez transformacje kluczy dziata
oczywiscie kiepsko w najgorszym przypadku. Przede wszystkim jest calkiem
mozliwe, ze przy pewnym argumencie wyszukiwania kolejne sondowania trafia
we wszystkie zajete pozycje tablicy, konsekwentnie omijajac pozycje pozadang
lub pozycje wolne. Nalezy jednak mie¢ zaufanie do poprawnosci zasad teorii
prawdopodobiefistwa przy stosowaniu metody mieszajacej. CheielibySmy sobie
zapewni¢, aby Srednia liczba sondowafi byta mata. Ponizsze rozwazania probabi-
listyczne dowodza, ze liczba sondowai jest nawet bardzo mala.

Przyjmijmy ponownie, ze wszystkie mozliwe klucze sa jednakowo praw-
dopodobne, a funkcja mieszajaca H rozktada je rownom iernie w zbiorze indeksow
tablicy. Zat6zmy tez, ze klucz ma byC wstawiony do tablicy o wymiarze
n zawierajacej juz k obiektow. Prawdopodobiefistwo trafienia za pierwszym
razem w wolne miejsce wynosi 1 —k/n. Jest to réwniez prawdopodobiefistwo p,
ze niezbedne jest tylko jedno poréwnanie. Prawdopodobienstwo, ze niezbgdne
jest tylko jedno powtérne sondowanie, rowne jest iloczynowi prawdopodobiefist-
wa kolizji za pierwszym razem i prawdopodobiefistwa trafienia w wolne miejsce
za nastepnym razem. Ogolnie, prawdopodobiefistwo p, wstawiania wymagajace-
go i sondowan wynosi:

n—k
Py =
n
_k n—k
pz_n n—1
k k—1 n—k
=t s 4,93
Py =i n—1 n=13 (4.93)

_k k—1 k=2 k—i4+2 n=k
Pi—n n—1n—2 n—i+2n—i+1

Wartoéé oczekiwana liczby sondowafi wymaganych przy wstawianiu klucza k+ 1
wynosi wigc

Kkl ~k kn—k

n
Eoii= jop,=1- 2—-
k+1 igllpl 1 5 T nn—l+ g
k k—1 k—2 1 n+1
Fk+1)-[— : - (4.94)
nn—1n—2 n—k+1 n—k+1

Poniewaz liczba sondowan przy wstawianiu danej jest taka sama jak liczba
sondowafi przy jej poszukiwaniu, wiec wynik (4.94) mozna stosowaé do
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obliczania §redniej liczby sondowar E potrzebnych do znalezienia losowego
klucza w tablicy. Przyjmijmy ponownie, Ze n oznacza wymiar tablicy, a m fak-
tyczng liczbe kluczy w tablicy. Wtedy

BTN n+1 & 1 n+1
Em b= 2 —— (Hy1 — Haomsd) (4.95)

m’k:]. _m—k_ln_k+2_.

1 1
gdzieH, =1 + 3 + ... + — jest funkcja harmoniczng. H, mozna przyblizy¢ przez
n

H,~1In(n) + y, gdzie y jest stata Eulera. Podstawiajac o = m/(n + 1), otrzymamy

1 1 n+1 —1
E=-(n(n+1)—ln(r—m+1)) = Ti—— = n(l —a) | (4.96)

o o« n+l—m o
o jest w przyblizeniu ilorazem liczby zajetych i dostepnych adreséw, nazywa-
nym wspolczynnikiem wypelnienia: o =0 oznacza, ze tablica jest pusta;
o =n/(n + 1) oznacza, ze tablica jest pelna. Warto§¢ oczekiwana E sondowar
potrzebnych do wyszukania lub wstawienia losowo wybranego klucza podano
w tabl. 4.6 jako funkcje wspdtczynnika wypelnienia «. Wyniki te sa zaiste
zdumiewajace 1 thumacza wyjatkowa efektywnosé metody transformacji kluczy.
Nawet przy wypelnieniu tablicy w 90% potrzeba §rednio tylko 2,56 sondowan dla
umiejscowienia klucza lub znalezienia wolnego miejsca! Zauwazmy W szczegOl-
nosci, ze wielkoSci te nie zaleza od catkowitej liczby kluczy w tablicy, a jedynie od

wspétczynnika wypeinienia.

TABLICA 4.6
Wartoéé oczekiwana liczhy sondowari
jako funkcja wspéiczynnika wypelnienia

% E
0,1 1,05
0,25 1,15
0.5 1,39
0,75 1,85
09 2,56
0,95 3,15
0,99 4,66

W powyzszej analizie zakladalo sie uzycie metody usuwania kolizji
réwnomiernie rozpraszajacej klucze na pozostate adresy. Metody stosowane
praktycznie daja nieco gorsze rezultaty. Szczegblowa analiza sondowania
liniowego pozwala okresli¢ warto$¢ oczekiwana liczby sondowafi wzorem (4.97)

[4.10]:

padimti 4.97)
1 —o
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W tablicy 4.7 znajdziemy niektére wartoSci E(x). Wyniki otrzymane nawet
dla najgorszej metody usuwania kolizji sa tak dobre, ze istnieje pokusa, aby
uwazaé transformacje kluczy (kodowanie mieszajace) za panaceum na wszystko.
Mozna tak mysleé chociazby dlatego, ze jej efektywno$¢ znacznie przewyzsza
nawet najbardziej wymyslne struktury drzewiaste, ktére poprzednio omawialis-
my, przynajmniej pod wzgledem liczby poréwnar potrzebnych do wyszukiwania
lub wstawiania. Dlatego wazne jest uwypuklenie niektérych wad metody
kodowania mieszajacego, nawet jezeli sa one oczywiste przy obiektywnej
analizie.

TABLICA 4.7
Wartosé oczekiwana liczby sondowan
dla sondowania liniowego

% E
0,1 1,06
0,25 1,17
0.5 1,50
0,75 2,50
0,9 5,50
0,95 10,50

Na pewno gitéwna jej wada, w stosunku do metod dynamicznego przy-
dzielania pamieci, jest stafa wielkos¢ tablicy, co uniemozliwia dopasowanie
jej do aktualnych potrzeb. Dlatego jest tu niezbedne mozliwie doktadne okres-
lenie a priori liczby obiektéw w celu uniknigcia ztego wykorzystania pamigci
lub stabej efektywnosci (a czasami — przepeinienia tablicy). Nawet wtedy,
gdy znana jest dokladna liczba obiektow — przypadek bardzo rzadki — troska
o duza efektywno$é metody dyktuje niewielkie zwigkszenie tablicy (powiedzmy
o 10%).

Druga wazna niedogodno$¢ metod rozpraszania ujawnia si¢ wtedy, gdy
klucze maja byé nie tylko wstawiane lub wyszukiwane, ale gdy maja byC takze
usuwane. Usuwanie pozycji z tablicy mieszajacej jest wyjatkowo niewygodne,
chyba ze stosujemy wigzanie bezposrednie w oddzielnym obszarze nadmiaro-
wym. Nalezy wigc sprawiedliwie przyzna¢, Ze organizacje drzewiaste sa wciaz
atrakcyjne i zalecane wtedy, gdy ilo§¢ danych jest trudna do okre§lenia, znacznie
sie zmienia, a czasem nawet si¢ zmnigjsza.

Cwiczenia

4.1
WprowadZmy pojecie typu rekurencyjnego

rectype T=T,
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oznaczajace sume zbioru wartosci zdefiniowanych przez typ T, i pojedynczej warto§ci nic,
tj.

T = Tyu {nic}

Mozna wtedy np. uproscié¢ definicje typu rod [zob. (4.3)] nastgpujaco:

rectype rod = record imi¢: alfa;
ojciec, matka: rod
end

Jaki jest wzorzec pamigciowy struktury rekurencyjnej odpowiadajacej rys. 4.27
Prawdopodobnie realizacja takiej struktury powinna opieraé si¢ na schemacie dynamicz-
nego przydzielania pamieci, a pola ojciec oraz matka z powyzszego przykladu powinny
zawiera¢ wskazniki wygenerowane automatycznie, ale ukryte przed programista. Jakie
trudnoéci powstaja przy realizacji takiej struktury?

4.2
Zdefiniuj strukture danych opisana w ostatnim ustepie p. 4.2 za pomoca pojet rekordu
i wskaznika. Czy mozna przedstawiC powiazania W tej rodzinie za pomoca pojgcia typu
rekurencyjnego zaproponowanego w poprzednim éwiczeniu?

4.3
Przyjmijmy, ze kolejka Q typu pierwszy wchodzi — pierwszy wychodzi (ang. fi rst-in-first-
—out) o elementach typu T, jest zrealizowana jako lista taczona. Zdefiniuj odpowiednia
strukture danych, procedury wstawiania i wybierania elementu z Q oraz funkcje
sprawdzajaca, czy kolejka jest pusta. Procedury powinny zawieraC wlasny mechanizm
ekonomicznego wykorzystania pamigci.

4.4
Przyjmijmy, Ze rekordy listy laczonej zawieraja klucz typu integer. Napisz program
sortowania tej listy wedlug rosnacych warto§ci kluczy. Nastgpnie zbuduj procedure
odwracajaca liste.

4.5
Listy cykliczne (zob. rys. 4.54) sa zazwyczaj tworzone z tzw. nagléwkiem listy. W jakim
celu sie go wprowadza? Napisz procedury wstawiania, usuwania i wyszukiwania elementu
o zadanym kluczu. Wykonaj to dla listy z nagléwkiem i powt6rnie dla listy bez niego.

RYSUNEK 4.54
Lista cykliczna
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4.6
Lista dwukierunkowa jest lista elementéw polaczonych w obydwéch kierunkach. (Zob.

rys. 4.55). Obydwa potaczenia rozpoczynaja sie od nagléwka. Analogicznie do poprzed-
niego Cwiczenia, nalczy zbudowaé zestaw procedur szukania, wstawiania i usuwania

=G,

e B nil

elementow.

RYSUNEK 4.55
Lista dwukierunkowa

4.7
Czy program 4.2 wykona si¢ poprawnie, jezeli w jego danych wejSciowych wystapi
wielokrotnie ta sama para (x, y)?

4.8
W wielu przypadkach komunikat ,,ZBIOR NIE JEST CZESCIOWO UPORZADKOWA.-

NY” w programie 4.2 nie jest zbyt pomocny. Rozszerz ten program tak, aby drukowat ciag
elementéw tworzacych petle, jezeli ona istnieje.

4.9
Napisz program wczytujacy tekst programu, rozpoznajacy wszystkie definicje i wywoty-
wania procedur (podprograméw) oraz prébujacy ustanowié topologiczny porzadek wsréd
podprograméw. Niech zachodzi P<Q zawsze, gdy P jest wywolane w Q.

4.10
Narysuj drzewo konstruowane przez program 4.3, jezeli dane wejsciowe zawierajg n+ 1

liczb:

7 000 (0 . T,

4.11
Jakie ciagi wezi6w otrzymamy, przegladajac drzewo z rys. 4.23 w porzadku preorder,
inorder i postorder?

4.12
ZnajdZ zasade tworzenia ciagu n liczb, z ktérych program 4.4 utworzylby drzewo

doskonale zréwnowazone.

4.13
Rozwazmy nastepujace dwa sposoby przegladania drzew binamnych:

(a) (1) przegladanie prawego poddrzewa;
(2) odwiedzanie korzenia;
(3) przegladanie lewego poddrzewa;



297

46, TRANSFORMACIE KLUUZY (KODOWANIE MIESZAJACE)

(b) (1) odwiedzanie korzenia;
(2) przegladanie prawego poddrzewa;
(3) przegladanie lewego poddrzewa.

Czy istnieja jakie§ proste zaleznosci migdzy ciagami wezléw uzyskanymi przez prze-
gladanie drzewa tymi dwoma sposobami a sposobami okre§lonymi w tekscie (p. 4.4.2)7

4.14
Zdefiniuj strukture reprezentujaca n-arne drzewa. Nastepnie napisz procedure przegladaja-
ca n-arne drzewo i tworzaca z tych samych elementéw drzewo biname. Przyjmujac, ze
klucz jednego elementu zajmuje k stéw, a kazdy wskaznik zajmuje 1 stowo pamieci, okresl,
ile zaoszczedzi sig stéw pamieci dzigki zastosowaniu drzewa binarnego zamiast n-arnego.

4.15
Przyjmijmy, e drzewo jest zbudowane na podstawie ponizszej rekurencyjnej definicji
struktury danych (zob. éwiczenie 4.1):

rectype drzewo=record x: integer,
lewe, prawe: drzewo
end

Sformutuj procedurg znajdujaca element o danym kluczu x i wykonujaca na tym elemencie
operacj¢ P.

4.16
W systemie plikowym katalog wszystkich plikow zorganizowano w postaci uporzadkowa-
nego drzewa binarnego. Kazdy wezel oznacza plik i okresla nazwe pliku oraz miedzy
innymi date ostatniego dostgpu do tego pliku, zakodowang w postaci liczby catkowite;j.
Napisz program przegladajacy drzewo i usuwajacy wszystkie pliki, do kt6rych ostatni
dostep nastapit przed ustalona data.

4.17
W strukturze drzewiastej czestosé dostepu do kazdego elementu mierzy sig empirycznie,
przypisujac kazdemu weztowi licznik dostepéw. Co jaki§ czas aktualizuje sig organizacje
drzewa, przegladajac je i generujac nowe drzewo za pomoca programu 4.4 oraz wstawiajac
klucze w porzadku malejacym wartoSci licznikéw. Napisz program wykonujacy te
reorganizacje. Czy Srednia dtugos¢ §ciezki poszukiwania dla tego drzewa jest rowna,
gorsza czy tez znacznie gorsza od diugoéci Sciezki poszukiwania dla drzewa optymalnego?

4.18
Metode analizowania algorytmu wstawiania w drzewie opisana w p. 4.5 mozna takze
zastosowaé do obliczenia liczby oczekiwanej poréwnafi Po i przesunigé (wymian) Pr,
wykonywanych przez sortowanie szybkie (program 2.10) sortujace N-elementowa tablice
przy zalozeniu, ze wszystkich n! permutacji n kluczy {1, 2, ..., n} jest jednakowo
prawdopodobnych. ZnajdZ analogi¢ i wyznacz Po, oraz Pr,.

4.19
Narysuj drzewo zréwnowazone o 12 wezlach i 0 najwigkszej wysokosci ze wszystkich
drzew zréwnowazonych o 12 wezlach. W jakiej kolejnosci nalezy wstawiaé wezly, aby
procedura (4.63) zbudowala to drzewo?
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4.20
Znajdz ciag n wstawianych kluczy tak, aby procedura (4.63) wykonala kazda z czterech
operacji wywazenia (LL, LP, PL, PP) co najmniej raz. Jaka jest najmniejsza diugosc
n takiego ciagu kluczy?

4.21
Znajdz drzewo zréwnowazone o kluczach 1 ... n i taka permutacje tych kluczy, ze jezeli
zadamy je procedurze usuwania (4.64), to wykona ona co najmniej raz kazda z czterech
operacji wywazania (LL, LP, PL, PP). Jaka jest najmniejsza dlugos¢ n takiego ciagu
kluczy?

4.22
Jaka jest §rednia dtugo$é Sciezki drzewa Fibonacciego 7,7

4.23
Napisz program generujacy drzewo prawie optymalne na podstawie algorytmu wyboru
centroidu jako korzenia (4.78).

4.24
Przyjmijmy, ze do pustego B-drzewa rzedu 2 wstawiamy (program 4.7) klucze 1, 2, 3, ...
Kiére klucze spowoduja dzielenie stron? Ktére klucze spowoduja zwickszanie sie
wysokosci drzewa?
Jezeli klucze sa usuwane z drzewa w tej samej kolejnosci, to ktére klucze spowoduja
taczenie (i usuwanie) stron, ktére za§ spowoduja zmniejszenie wysokoSci? Podaj
odpowiedz dla (a) schematu usuwania stosujacego wywazanie (tak jak w programie 4.7)
i (b) schematu bez wywazania (w przypadku niedomiaru pobiera si¢ jedna pozycje
z sasiedniej strony).

4.25
Napisz program poszukiwania, wstawiania i usuwania kluczy w binarnym B-drzewie. Uzyj

definicji wezla (4.84). Schemat wstawiania pokazano na rys. 4.51.

4.26
ZnajdZ ciag wstawianych kluczy, ktéry — zaczynajac od pustego symetrycznego binarnego
B-drzewa — spowoduje co najmniej jednokrotne wykonanie przez procedure (4.87) kazdej
z czterech operacji wywazania (LL, LP, PP, PL). Jaki ciag jest najkrétszy?

4,27
Napisz procedur¢ usuwania elementéw w symetrycznym binarnym B-drzewie. ZnajdZ
nastepnie drzewo i krétki ciag usuwanych kluczy powodujacy co najmniej jednokrotne
wystapienic kazdej z czterech sytuacji wymagajacej wywazenia.

4.28
Korzystajac z dostepnej Ci maszyny cyfrowej, porownaj efektywnosc algorytméw
wstawiania i usuwania w drzewach binarnych, drzewach AVL-zréwnowazonych i symet-
rycznych binarnych B-drzewach. W szczeg6lnosci zbadaj efekt upakowania danych, ().
wyboru oszczednej reprezentacji danych, w ktérej przeznacza sig tylko 2 bity na informacje
o wywazeniu w kazdym weéle.
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4.29
Zmodyfikuj algorytm drukowania z programu 4.6 tak, aby mozna go bylo uzyé do
wypisywania symetrycznych binarnych B-drzew z poziomymi i pionowymi tukami.

4.30
Jezeli ilos¢ informacji zwiazanej z kazdym kluczem jest wzglednie duza (w por6wnaniu do
samego klucza), to nie nalezy jej przechowywaé w tablicy kodéw mieszajacych. Wyjasnij
dlaczego i zaproponuj schemat reprezentowania takiego zbioru danych.

4.31
Rozwaz propozycje rozwiazania problemu grupowania przez budowanic drzew nad-
miarowych zamiast list nadmiarowych, tj. przez organizowanie kolidujacych kluczy
w drzewa. Tak wiec kazda pozycje tablicy kodéw mieszajacych (rozproszonych) mozna
uwazaé za korzef (by¢ moze pustego) drzewa,

4.32
Opracuj schemat wstawiania i usuwania z tablicy kodow mieszajacych, w ktérym uzywa
sie przyrostéw kwadratowych do usuwania kolizji. Poréwnaj ten schemat eksperymental-
nie z prosta organizacja drzew binarnych, stosujac losowe ciagi kluczy do wstawiania
i usuwania.

4.33

Podstawowa wada tablicy kodéw mieszajacych jest fakt, ze wielkos¢ tablicy musi byé
ustalona wtedy, gdy nie jest znana faktyczna liczba pozycji. Zat6zmy, ze Twoj system
komputerowy ma mechanizm dynamicznego przydzielania pamigci, ktéry umozliwia
otrzymanie pamigci w dowolnym czasie. Tak wiec, gdy tablica kod6w mieszajacych H jest
petna (lub prawie peina), wtedy jest generowana wigksza tablica H', do ktérej przesyla si¢
wszystkie klucze z tablicy H, a pamig¢ dla tablicy F moze by¢ juz przekazana do dyspozycji
tego mechanizmu. Nazywa si¢ to przemieszaniem. Napisz program realizujacy przemiesza-
nie tablicy H o wymiarze n.

4.34
Bardzo czesto klucze nie sa liczbami catkowitymi, ale ciagami liter. Dugosci tych stow
moga si¢ znacznie réznié i dlatego nie mozna wygodnie i oszczednie przechowywa¢ tych
stéw w polach kluczy o stalej wielko$ci. Napisz program dzialajacy na tablicy kodow
mieszajacych i kluczach o zmiennej dhugosci.
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Struktury jezykowe 1 kompilatory

W rozdziale tym postaramy si¢ opracowa¢ kompilator (translator) prostego,
elementarnego jezyka programowania. Program kompilatora moze postuzy¢ jako
przyktad programu o niematej ztozonosci i rozmiarze, powstatego w wyniku
systematycznego, dobrze zorganizowanego postepowania. Ilustruje on zastoso-
wanie zasad strukturalizacji programu i danych przedstawionych w poprzednich
rozdziatach. Dodatkowym celem jest ogolne wprowadzenie czytelnika w zasady
budowy i dziatania kompilatoréw. Wiedza i intuicja zwiazane z tym tematem
zar6wno spoteguja ogblne rozumienie sztuki programowania w jezyku wysokiego
poziomu, jak i utatwia programiscie opracowywanie wiasnych systemow przydat-
nych do okres§lonych celow i zastosowafi. Poniewaz wiadomo, ze inzynieria
budowy kompilatoréw jest dziedzing skomplikowana i rozlegta, rozdzial niniej-
szy musi mie¢ z koniecznosci charakter wprowadzajacy i opisowy. By¢ moze
najwazniejszym tutaj faktem jest to, ze struktura jezyka znajduje swoje odbicie
w strukturze kompilatora oraz ze ztozono$¢ lub prostota jezyka w znacznym
stopniu decyduje o ztozonoSci kompilatora. Dlatego tez zaczniemy od opisania
budowy jezyka, a nastgpnie zajmiemy si¢ wylacznie prostymi strukturami, ktore
prowadza do prostych, modularych translatoréw. Konstrukcje jezykowe charak-
teryzujace si¢ tego rodzaju prostota strukturalna odpowiadaja, jak si¢ okazuje,
niemal wszystkim prawdziwym potrzebom pojawiajacym si¢ w stosowanych
w praktyce jezykach programowania.

5.1. Definicja i struktura jezyka

Podstawa kazdego jezyka jest stownik. Elementy stownika sg zazwyczaj
nazywane stowami; w $wiecie jezykow formalnych nazywa si¢ je symbolami
(podstawowymi). Cecha charakterystyczna jezykow jest to, za pewne ciagi stow
sa rozpoznawane jako poprawne, dobrze zbudowane zdania jezyka. O innych
ciagach stow méwi sig, Ze sa niepoprawne lub Zle zbudowane. Co decyduje o tym,
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7e ciag slow jest zdaniem poprawnym lub nie? Decyduje o tym gramatyka,
mowiac inaczej — sktadnia lub struktura jezyka. Skfadnie definiujemy jako zbiér
regut lub formut, okreslajacy zbior (formalnie poprawnych) zdan. Wazniejsze jest
jednak to, Ze taki zbidr regut nie tylko pozwala nam decydowaé, czy dany ciag
stéw jest zdaniem, ale takze dla konkretnego zdania okresla jego strukture,
pomocng w rozpoznaniu znaczenia zdania. Jasne jest wiec, e sktadnia i seman-
tyka (znaczenie) sa blisko ze soba powiazane. Dlatego definicje strukturalne
bgdziemy traktowac jako definicje pomocnicze dla wazniejszych celéw. Nie
powinno to nas jednak powstrzymaé od poczatkowego przebadania samych
aspektow strukturalnych jezyka z pominigciem probleméw jego znaczenia
i interpretacji.

Rozwazmy na przyktad zdanie ,,koty §pig”. Stowo ,koty” jest podmiotem,
a ,$pia” — orzeczeniem. Zdanie to nalezy do jgzyka, ktéry np. moze by¢
zdefiniowany za pomocg nastgpujacej sktadni:

{zdanie) ::= {podmiot) {orzeczenie)
{podmiot) ::= koty | psy
{orzeczenie) ::= spiq | jedzq

Trzy powyzsze wiersze pozwalaja stwierdzi¢, ze

(1) Zdanie sktada si¢ z podmiotu i nastgpujacego po nim orzeczenia.
(2) Podmiot jest albo pojedynczym stowem ,koty”, albo stowem ,,psy”.
(3) Orzeczenie jest albo stowem ,,§pia”, albo stowem ,,jedzg”.

Podstawowa koncepcja jest wigc nastepujaca: zdanie jezyka mozna wypro-
wadzi¢ z poczatkowego symbolu (zdanie), stosujac kolejno reguly zastepo-
wania.

Formalizm, za pomoca ktérego reguly te sa zapisywane, zwany jest notacja
BNF (Backus-Naur-Form). Byt on po raz pierwszy uzyty do zdefiniowania Algolu
60 [5.7]. Konstrukcje zdaniowe {zdanie), {podmiot) i {orzeczenie) zwane sa
symbolami pomocniczymi (nieterminalnymi); stlowa kety, psy, Spiq i jedzg
nazywaja si¢ symbolami konicowymi (terminalnymi), reguly zas sa nazywane
produkcjami. Symbole ::= i | nazywa si¢ metasymbolami notacji BNF, Jesli
w celu skrocenia zapisu uzyjemy pojedynczych, wielkich liter do oznaczania
symboli pomocniczych, matych za$ liter do oznaczania symboli koficowych, to
poprzedni przykiad moze mie¢ nastgpujaca postac:

PRZYKLAD 1

Sop= AR

A::=x|y (5.1)
B:.:=7z|w

Jezyk zdefiniowany przez t¢ skladni¢ zawiera cztery zdania xz, yz, xw, yw.

O
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W celu uécislenia omawianych pojeé wprowadzimy nastgpujace definicje
matematyczne:

(1) Jezyk L=L(T, N, P, S) jest okreSlony przez
(a) stownik symboli koficowych — T;
(b) zbiér symboli pomocniczych (kategorii gramatycznych) — N,
(c) 7bior produkcji (regut syntaktycznych) — P;
(d) symbol § (nalezacy do N), zwany symbolem poczatkowym.
(2) Jezyk L(T. N, P, S) jest zbiorem ciagow symboli koficowych ¢, ktére moga
by¢ wyprowadzone z § zgodnie z podang nizej reguta 3.

L={f|S®E i EeT* (5.2)

(liter greckich uzywamy do oznaczania ciagow symboli).
T* oznacza zbior wszystkich ciagéw symboli z T.

(3) Ciag d, moze byé wyprowadzony z ciagu d, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
ciagi 0y, 05,..., 0,4 takie, ze kazdy ciag 8, moze by¢ bezpoSrednio
wyprowadzony z 6;_, zgodnie z podana ponizej reguia 4.

(0,50,)> (5, —0) dla i=1,..,n) (53)

(4) Ciag n moze by¢ bezposrednio wyprowadzony z ciagu & wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja ciagi «, f, &', n' takie, ze

(a) E=al'p;
(b) n=an'p;
(c) P zawiera produkcje &' ::= 1.
Uwaga: notacji o ::= By | B | ... | B, uzywamy jako skr6conego zapisu zbioru

produkcji o @ ;= B s B, i s B

Ciag xz z przyktadu 1 moze by¢ wyprowadzony za pomoca nastgpujacego
ciagu wyprowadzeii bezposrednich: S—AB—xB—xz; stad §% xz i poniewaz
xz € T*, wiec xz jest zdaniem jezyka, tzn. xz € L. Zauwazmy, ze W ostatnim kroku
wyprowadzenia otrzymujemy ciag, ktéry zawiera tylko symbole koricowe, oraz ze
symbole pomocnicze A i B mogly si¢ pojawié tylko we wczesniejszych krokach
wyprowadzenia. Reguly gramatyczne zwane sg produkcjami, poniewaz okreslaja
one, jak mozna wyprowadzac lub produkowa¢ nowe formy (zdaniowe).

Jezyk nazywamy bezkontekstowym wtedy i tylko wtedy, gdy mozna go
zdefinjowaé za pomoca zbioru produkcji bezkontekstowych. Produkcja jest
bezkontekstowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci

Ai=¢ (AeN,{eNUT)¥)

tj. jesli jej lewa strona skiada si¢ z pojedynczego symbolu pomocniczego i moze
by¢ zastapiona przez ¢ niezaleznie od kontekstu, w jakim pojawia si¢ A. JeSli
produkcja jest postaci

aAf 1= alf
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to zwana jest kontekstowa, poniewaZ zastapienie A przez ¢ moze si¢ zdarzy¢
tylko w kontekscie a i f. W nastgpnych punktach tego rozdziatu ograniczymy si¢
do rozwazania jezykéw bezkontekstowych.

W przyktadzie 2 pokazano, jak dzigki zastosowaniu rekursji mozna wy-
prowadzié nieskoficzenie wiele zadafi za pomoca skoficzonego zbioru produkcji.

PRZYKLEAD 2
Sii= A
A== vA 54

Nastepujace zdania mogg by¢ wyprowadzone z symbolu poczatkowego S:

5.2. Analiza zdan

Podstawowym zadaniem translatora jezyka nie jest generowanie, lecz
rozbiér zdaf i struktur zdaniowych. Wynika stad, ze kolejne kroki generujace
zdanie musza by¢ odtworzone w odwrotnej kolejnosci (po wezytaniu zdania). Jest
to na 0g6t bardzo skomplikowane, a czasami nawet niewykonalne zadanie. Jego
zto70n0§¢ zalezy bardzo silnie od rodzaju regut produkcji uzytych przy definiowa-
niu jezyka. Opracowanie algorytméw rozbioru dla jezykéw o dos¢ skom-
plikowanych regufach strukturalnych jest zadaniem teorii analizy skladniowej.
Naszym celem jest tylko naszkicowanie metody konstrukcji algorytméw rozbioru,
tak prostych i efektywnych, aby mozna bylo stosowac je w praktyce. Wynika stad
po prostu, ze koszt liczenia zwigzany z analizg zdania musi by¢ funkcja liniowa
diugosci zdania; w najgorszym za$ razie funkcja zalezno$ci moze mie¢ postac
n - log n, gdzie n jest dlugoscia zdania. Oczywiscic nie bedziemy si¢ zajmowac
problemem znalezienia algorytmu rozbioru dla zadanego jezyka, ale bedziemy
dziataé pragmatycznie w kierunku odwrotnym: zdefiniujemy algorytm efektywny
i wtedy okreslimy klase jezykéw, ktére moga by¢ poddawane jego dziataniu [5.3].

Pierwsza konsekwencja podstawowego zatozenia o efektywnosci algorytmu
jest to, ze okre§lenie kolejnego kroku analizy musi zaleze¢ tylko od obecnego
stanu obliczenia i od pojedynczego, aktualnie wczytywanego symbolu. Drugim
najwazniejszym zadaniem jest to, Ze zadnego z kolejnych krok6éw analizy nie
mozna cofnaé. Te dwa zalozenia okreSlaja technike rozbioru zwang zazwyczaj
analiza bez powrotéw z wyprzedzeniem o jeden symbol (ang. one-symbol-
-lookahead without backtracking).
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Opiszemy teraz metode zwang rozbiorem generacyjnym lub zstepujacym
(ang. topdown). Polega ona na prébie odtworzenia krokow generacyjnych
(tworzacych na ogdt drzewo) od symbolu poczatkowego do zdania koficowego,
.,z gory nadét” [5.5] i [5.6]. Wroémy do przyktadu 1. Mamy dane zdanie psy jedzq
i musimy okreéli¢, czy nalezy ono do jezyka. Z definicji, moze tak by¢ tylko
wtedy, je§li mozna je wyprowadzié z symbolu poczatkowego {zdanie). Patrzac
na reguly sktadniowe, widzimy, ze moze ono tylko wtedy by¢ zdaniem, jesli jest
podmiotem z nastepujacym po nim orzeczeniem. Teraz nasze zadanie podzielimy
na dwie czeSci; po pierwsze okre§limy, czy poczatkowa czes¢ zdania mozna
wyprowadzi¢ z symbolu {podmiot). Jest to prawda, bo stowo psy moze by¢
bezposrednio wyprowadzone; symbol psy zakreslamy w zdaniu wejsciowym
(miejsce, z ktorego czytamy, przesuwamy o jedna pozycj¢ w prawo) i prze-
chodzimy do drugiej czgéci naszego zadania — zbadania, czy pozostata czes¢
zdania mozna wyprowadzi¢ z symbolu {orzeczenie). Poniewaz znowu tak jest,
wigc proces rozbioru koficzy si¢ wynikiem pomy$inym. Graficznie mozemy ten
proces przedstawié za pomoca ponizszego diagramu, w ktérym po lewej stronie sa
zaznaczone symbolicznie kolejne podzadania (cele), a po prawej stronie wy-
stepuje pozostata do wezytania czg§é analizowanego ciagu stow.

{zdanie) | psy jedza
{podmiot) {orzeczenie) | psy jedzq
psy  {orzeczenie) | psy jedzq
{orzeczenie) | Jedzq

Jjedzq | Jjedza

S [ o o

Kolejny przyktad ilustruje proces analizy zdania xyyz zgodnie z produkcjami
z przyktadu 2.

S xyyzZ
XA xyyz
A yyz
yA w2
A ¥z
YA vz
A z

z

Poniewaz proces odtwarzania krok6éw generujacych zdanie zwany jest
rozbiorem, wicc opisany powyzej algorytm nazywa si¢ algorytmem rozbioru.
W omawianych dwéch przyktadach decyzja o zastapieniu symbolu pomocniczego
mogla by¢ powzigta po zbadaniu kolejnego, pojedynczego symbolu ciagu
wejsciowego. Nie zawsze jest to jednak mozliwe. Rozwazmy nastepujacy
przyktad:
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PRZYKLAD 3
Sii=A|8
Ans=xA |y (5.5)
Bis=aB|%
Ol
Sprébujemy dokona¢ rozbioru zdania xxxz
S XXxxz
A xxxz
XA XXXZ
A XXz
xA xXxzZ
A Xz
XA Xz
A <

i ... utkneli§my. Zrédtem trudnosci jest pierwszy krok. Decyzja o tym, czy S ma
by¢ zastapione przez A czy tez przez B, nie moze by¢ podjeta jedynie na podstawie
sprawdzenia kolejnego symbolu ciagu wejSciowego. Istnieje co prawda roz-
wiazanie polegajace na posuwaniu si¢ zgodnie z jedna z wybranych mozliwosci
dopéty, dopoki mozna, a nastgpnie na powrocie wzdtuz tej samej drogi do
ostatnicgo punktu powodujacego trudnosci. Postgpowanie takie nazywa sie
analiza z powrotami. Dla jezyka z przykladu 3 nie istnieje Zadne ograniczenie
liczby krokéw, ktére nalezy unicwazniC. Sytuacja taka jest oczywiscie wysoce
~ niepozadana; dlatego tez w praktycznych zastosowaniach powinno si¢ unikac
struktur jezykowych powodujacych powroty w procesie rozbioru. Dopuszczac
wiec bedziemy tylko systemy gramatyczne z nastepujacym ograniczeniem:
symbole poczatkowe alternatywnych prawych stron produkcji musza by¢ rézne.

REGUELA 1
Dla zadanej produkcji

Adi= oLl G,

zbiory pierwszych symboli w zdaniach, ktére moga by¢ wyprowadzone z £, musza
by¢ roziaczne, tzn.

pierw(¢;) N pierw(£;) = D dla wszystkich i#]

Zbior pierw(&) jest zbiorem wszystkich symboli koficowych, kt6ére moga wystapic
na pierwszej pozycji w zdaniach wyprowadzanych z ¢. Zbi6r ten moze by¢
wyznaczony wg nastepujacych zasad:

(1) jesli pierwszy symbol argumentu jest symbolem koficowym, to

pierw(a)={a}
(2) jesli pierwszy symbol jest symbolem pomocniczym 1 istnieje produkcja
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A =sdbag] .| o

to
pierw(A&) = pierw(u,) U pierw(a,) U ... U pierw(,)

Zauwazmy, ze w przykladzie 3: x e pierw(A) i x € pierw(B). Dlatego tez pierwsza
produkcja nie spetnia reguly 1. W rzeczywistoéci nietrudno znaleZ¢ takg sktadnig
dla jezyka z przykiadu 3, ktora spelniataby regule 1. Rozwiazanie polega na
wylaczeniu wspdlnej czeéci ,,przed nawias”. Podane ponizej produkcje sa
réwnowazne produkcjom (5.5) w tym sensie, Ze generuja ten sam zbi6r zadan:

S vomaC | xS (5.5a)
Cu=vy|z

Il

Niestety, reguta 1 nie jest dostatecznie silna na to, aby ostoni¢ nas przed innymi
ktopotami.

PRZYKEAD 4
Sii=Ax
A== (5.6)

¢ 0znacza tutaj pusty ciag symboli. Jesli sprobujemy dokonag rozbioru zdania x, to
mozemy dosta¢ si¢ w nastgpujacy ,.Slepy zautek™:

S X
Ax %
X X
X ==
U
Klopot wyniknat z zastosowania produkcji A ::= x zamiast A ::= &. Sytuacja

taka, zwana problemem pustego stowa, powstaje tylko wtedy, gdy z symbolu
pomocniczego mozna wyprowadzié pusty ciag symboli. W celu jej uniknigcia
wprowadzimy kolejna regule.

REGULA 2

Dla kazdego symbolu A € N, z ktérego mozna wyprowadzi¢ pusty ciag symboli
(A5¢), zbidr jego pierwszych symboli musi by¢ roztaczny ze zbiorem symboli,
ktére moga nastgpowaé po dowolnym ciagn wyprowadzonym z A, tzn.

pierw(A) N nast(A) =2
Zbiér nast(A) wyznacza si¢ nastgpujaco: dla kazdej produkcji P; postaci
X::= &An

przez S; oznaczamy pierw (n,); suma wszystkich takich zbioréw §; tworzy zbior
nast(A). Jesli z co najmniej jednego 1, mozemy wyprowadzi¢ pusty ciag symboli,
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to zbiér nast(X) musi byé réwniez wiaczony do nast(A). W przyktadzie 4 reguta
2 nie jest speiniona dla symbolu A, poniewaz
pierw(A) =nast(A)= {x}

Wielokrotne powtarzanie si¢ pewnego wzorca symboli wyrazamy Zazwyczaj
za pomoca rekurencyjnej definicji konstrukcji zdaniowej. Na przyktad produkcja
A::=B|AB
opisuje zbiér ciagéw B, BB, BBB, ... Zgodnie z reguta 1 uzycie jej jest teraz
niedozwolone, poniewaz
pierw(B) N pierw(AB) = pierw(B) # &

Jesli zastapimy te produkcje jej nieznacznie zmodyfikowang wersja
A::=¢|AB

prowadzacg do zdan ¢, B, BB, BBB, ..., to naruszymy regui¢ 2, poniewaz
pierw(A) = pierw(B)

a zatem

pierw(A) N nast(A) #0

Te dwie reguly ograniczajace nie pozwalaja oczywiscie na stosowanie definicji
lewostronnie rekurencyjnych. Problem ten mozna prosto rozwigzac albo stosujac
prawostronng rekursje

A:i=2|BA

albo rozszerzajac notacjec BNF o operator iteracji. Wybierzemy to drugie
rozwiazanie i przez {B} bedziemy oznacza zbidr ciag6w

¢, B, BB, BBB, ...

Oczywiécie trzeba zdawac sobie sprawe z faktu, ze kazde uzycie operatora iteracji
jest zwigzane z generowaniem ciagu pustego. (Nawiasy { oraz } sa metasym-
bolami rozszerzonej notacji BNF).

Z poprzedniego rozumowania i z transformacji produkcji (5.5) na (5.5a)
moze sie wydawaé, ze ,sztuczka” z transformacja gramatyki stanowi Srodek
uniwersalny, zapobiegajacy wszystkim problemom analizy sktadniowej. Musimy
jednak pamigtac, ze struktura zdania jest narzedziem pomocnym przy okre§laniu
znaczenia zdania, a przy wyjasnianiu znaczenia konstrukcji zdaniowej korzys-
tamy zazwyczaj ze znaczenia sktadowych tej konstrukcji. WeZmy np. jezyk
wyrazei budowanych z argumentow a, b, ¢ i znaku minus, oznaczajgcego
odejmowanie:

Su=A|S5—A
Aiia=a|k)e
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Zgodnie z gramatyka struktura zdania a —b —c moze byé wyrazona przy uzyciu
nawiaséw w sposob nastepujacy: ((a—b)—c). Gdy jednak gramatyka zostanie
przeksztalcona do postaci skladniowo réwnowaznej z uniknieciem lewostronnej
rekursji:

S::=A|A-S
A::=alblc

woéwezas to samo zdanie uzyska inna strukture, ktéra mozemy opisa¢ jako
(a— (b—c)). Biorac pod uwage ogdlnie przyjete znaczenie odejmowania, widzi-
my, ze te dwie postacie nie sa wcale semantycznie rownowazne.

Whiosek koricowy jest wigc nastepujacy: definiujac struktury sktadniowe dla
jezyka o okreslonym znaczeniu, nalezy by¢ Swiadomym jego struktur seman-
tycznych, poniewaz te pierwsze musza stanowic odbicie tych drugich.

5.3. Konstrukcja diagramu sktadni

W poprzednim punkcie przedstawiliSmy generacyjny algorytm rozbioru.
Stosuje si¢ go dla gramatyk spelniajacych reguty ograniczajace 1 1 2. Zajmiemy
sie teraz problemem przeksztalcenia tego algorytmu na konkretny program.
Mozemy zastosowaé jedng z dwoch istniejacych, zasadniczo réznych metod.
Pierwsza z nich to zaprojektowanie ogélnego programu rozbioru, odpowiedniego
dla kazdej gramatyki (spelniajacej reguly 1 i 2). W tym przypadku konkretne
gramatyki sa zadawane w postaci pewnej struktury danych, na ktérej dziala
program. Taki ogélny program jest w pewnym sensie sterowany struktura danych;
stad jego nazwa analizator sterowany skladnia. Druga metoda polega na
opracowaniu programu rozbioru generacyjnego dla zadanego jezyka. Program
taki konstruuje sie, przeksztalcajac systematycznie kolejne produkcje gramatyki
na ciagi instrukcji, zgodnie z okre§lonymi regutami. Obydwie metody maja swoje
zalety i wady; obydwie beda dalej om6wione. Przy opracowywaniu kompilatora
dla zadanego jezyka programowania stosunkowo niewiele korzysta sie z duzej
elastycznosci i zdolnosci do parametryzacii, wiasciwych analizatorowi ogolnemu,
podczas gdy analizator dla konkretnego jezyka pozwala na og6t uzyskac bardziej
efektywny i latwiejszy w obsludze system, a zatem jest lepszy. W obu
przypadkach korzystne jest przedstawienie sktadni w postaci tzw. diagramu
skladni. Diagram taki odzwierciedla przebieg sterowania podczas rozbioru
zdania.

Charakterystyczna cecha podejScia generacyjnego jest to, ze podstawowy cel
procesu rozbioru jest znany na poczatku. Celem tym jest rozpoznanie zdania, tj.
wyprowadzenie ciagn symboli z symbolu poczatkowego. Stosowanie regul
produkcji, tzn. zastgpowanie pojedynczego symbolu przez cigg symboli, od-
powiada rozbiciu pojedynczego celu na pewng liczbe celéw czeSciowych
(podceléw), ktére powinny by¢ osiagnigte w okreSlonym porzadku. Stad tez
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bierze sie inna nazwa rozbioru generacyjnego — rozbiér ukierunkowany celem
(ang. goal-oriented parsing). Przy konstrukcji analizatora mozemy, korzystajac
z wzajemnej odpowiedniosci symboli pomocniczych i celéw, opracowaé jeden
podanalizator dla kazdego symbolu pomocniczego. Zadaniem takiego podanali-
zatora bedzie rozpoznanie frazy zdaniowej dajacej si¢ wyprowadzi¢ z od-
powiadajacego mu symbolu pomocniczego. Proces konstrukcji diagramu sktadni
reprezentujacego caly analizator rozbijemy takze na kolejne podprocesy kon-
struowania poddiagraméw dla poszczeg6lnych symboli pomocniczych wediug
regul opisanych ponizej.

REGULY KONSTRUKCII DIAGRAMU

Al. Kazdy symbol pomocniczy A, dla ktérego istnieje produkcja
A= 1 6 8,
zostaje przeksztalcony na diagram symbolu A o strukturze okre$lonej przez
prawg strong produkcji, zgodnie z regulami A2-A6.

A2. Kazde wystapienie symbolu koricowego x w ¢&; odpowiada instrukcji
rozpoznajacej ten symbol i pobierajacej kolejny symbol z ciagu wejs-
ciowego. W diagramie jest ono reprezentowane przez luk z etykieta
x w koteczku.

__.®_.

A3. Kazde wystapienie symbolu pomocniczego B w ¢; odpowiada uaktywnieniu
podprogramu opisanego diagramem dla symbolu B. W diagramie dla
symbolu ¢; jest ono reprezentowane przez tuk z etykieta B (w kwadracie).

—_— B |—=

A4. Produkcja postaci
Aitimr s il

jest przeksztalcana na diagram

&

&

&

gdzie kazde L5i jest utworzone przez stosowanie regut A2-A6 dla &,
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AS5. Ciag ¢ postaci

¢ =o0,0,...a,

jest przeksztalcany na diagram

- Oy

- 0

gdzie kazde powstaje z o; przez stosowanie regut A2-A6.
A6, Jesli £ jest postaci

g Py
- =19y

—

O

p—i

to jest ono przeksztalcane na diagram

_

)

gdzie @powstaje z o przez stosowanie regul A2-A6.

PRZYKLAD 5
A::=x|(B)
B::= AC
C:ii= {+A}

311

(5.7)

W gramatyce tej symbole +, x, (,) s symbolami koficowymi, podczas gdy
nawiasy { oraz }, nalezace do rozszerzonej notacji BNF, sa metasymbolami. Jezyk
gramatyki o symbolu poczatkowym A sklada si¢ z wyrazefi zbudowanych
z argumentow x, operatora + i nawiaséw. Przykladami zdafi sa:

RYSUNEK 5.1

Diagramy skfadni dla przyktadu 5
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W wyniku zastosowania szesciu regul konstrukcyjnych otrzymamy 3 diagramy
przedstawione na rys. 5.1. Zauwazmy, Ze mozna dokona¢ redukcji tego systemu
diagram6éw do pojedynczego diagramu, stosujac odpowiednie podstawienia na
CwBinaBwA (zob. rys. 5.2).

O
i A o
(—” f
o g |
L
RYSUNEK 5.2

Zredukowany diagram skiadni dla przykiadu 5

Diagram rozbioru jest rownowazna reprezentacja gramatyki jezyka i moze
by¢ stosowany zamiast zbioru produkcji zapisanych w notacji BNF. W wielu (jesli
wrecz nie we wszystkich) zastosowaniach stanowi on wygodniejsza forme zapisu
niz BNF. Daje mianowicie bardziej przejrzysty i zwiezly obraz struktury jezyka,
a takze pozwala bardziej bezposrednio zrozumie¢ proces rozbioru. Jest to postac
opisu wlasciwa przy projektowaniu jezyka, zwlaszcza w fazie wstepnej. Przykiady
specyfikacji sktadni dla catych jezykow przedstawiono w p. 5.7 dla jezyka PL/0
i w dodatku B dla Pascala.

Reguly ograniczajace 1 i 2 zostaly wprowadzone w celu umozliwienia
rozbioru deterministycznego na podstawie analizy z wyprzedzeniem tylko o jeden
symbol. Jak te reguly wygladaja przy reprezentacji gramatyki w postaci
diagramu? W tym przypadku przejrzystos¢ diagramu staje si¢ bardziej oczywista.
I tak:

(1) Reguta 1 odpowiada wymaganiu, ze w kazdym punkcie rozgalgzienia
o wyborze dalej $ledzonej galezi decyduje pierwszy symbol tej galezi.
Wynika z tego, ze zadne dwie galezie nie moga zaczynac si¢ od tego samego
symbolu.

(2) Reguta 2 odpowiada wymaganiu, Ze jesli diagram A moze by¢ przesledzony
bez wezytania zadnego symbolu wejsciowego, to taka ,.gataZ pusta” musi
by¢ zaetykietowana wszystkimi symbolami, ktore moga wystapic po wyjsciu
z A. (Wplynie to na decyzj¢ podejmowana przy przechodzeniu do tej galezi).

Sprawdzenie, czy system diagraméw speinia te dwie zmodyfikowane re-
guly, jest proste i nie wymaga odwotywania sic do reprezentacji gramatyki
w notacji BNF. Dla kazdego diagramu A wystarczy okresli¢ zbiory pierw (A)
i nast(A), po czym zastosowanie regul 1 i 2 jest natychmiastowe. System
diagraméw spelniajacy te dwie reguly nazywamy deterministycznym dia-
gramem skladni.
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5.4. Konstrukcja analizatora sktfadniowego
dla zadanej gramatyki

Na podstawie deterministycznego diagramu sktadni konkretnego jezyka
(jesli taki diagram w ogéle istnieje) mozemy tatwo opracowaé program
akceptujacy zdania i dokonujacy ich rozbioru. Diagram stanowi bowiem w istocie
schemat blokowy programu. W trakcie tworzenia programu wskazane jest
postepowanie doktadnie wg regut przejscia podobnych do regut, ktére prowadza
od notacji BNF do reprezentacji skladni w postaci diagramu. Reguly przej §cia od
diagramu do programu sa podane ponizej. Stosuje si¢ je w pewnym srodowisku
programowym, skladajacym sie z programu gtéwnego z zanurzonymi w nim
procedurami odpowiadajacymi réznym podcelom i procedury pobierajace;
kolejny symbol.

W celu uproszczenia zatozymy, ze analizowane zdanie znajduje si¢ w pliku
input, a symbole koficowe sa pojedynczymi znakami. Przyjmiemy rowniez, ze
wewnatrz omawianego §rodowiska istnieje zmienna ch reprezentujaca kolejny,
wezytany symbol. Przejécie do nastgpnego symbolu wyrazimy za pomoca
instrukcji

read(ch)

Program gtéwny skladaé sie wigc bedzie z instrukcji poczatkowej, wezytuja-
cej pierwszy znak, oraz z instrukcji uaktywniajacej proces analizy celu gitownego.
Poszczegolne procedury odpowiadajace analizie innych celow czy diagram6éw
otrzymamy, stosujac nastepujace reguly. (Instrukcje otrzymang z diagramu
S bedziemy oznaczaé przez T(9)).

REGULY PRZEJSCIA OD DIAGRAMU DO PROGRAMU

B1. Zredukuj, na ile to mozliwe, liczbe diagram6w, stosujac odpowiednie
podstawienia.

B2. Kazdy diagram zastap deklaracja procedury zgodnie z regutami
B3-B7.

B3. Cigg elementéw postaci

zastap instrukcja ztozona

begin 7(S,); 7(S,); ...; 7(S,) end




314 5. STRUKTURY JEZYKOWE I KOMPILATORY

B4. Diagram alternatywny

S

S,

Ss

zastap instrukcja wyboru

case ch of
Ly: T(S5,)
L, T(S,);

lub instrukcjg warunkowa

if ch in L, then T'(S,) else
if ch in L, then T (S,) else
if ch in L, then T(S,) else
btad

gdzie L; to zbidér symboli poczatkowych konstrukcji S; (L;=pierw (S;)).
Uwaga: jesli L; skiada si¢ z pojedynczego symbolu a, to test ,,ch in L;”
powinien by¢ zastapiony przez ,ch=a’.

BS. Petle postaci

(o

zastap instrukcja

while ch in L do T(S)

gdzie T(S) otrzymano z § zgodnie z regutami B3-B7, a zbidr L jest rowny
pierw(S) (zob. uwage do reguty B4).
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B6. Element diagramu oznaczajacy inny diagram A

—_— A

zastap instrukcja wywotania procedury A.

B7. Element diagramu oznaczajacy symbol koficowy x

__..®_.

zastap instrukcja

if ch=x then read(ch) else biqd

gdzie btqd jest procedura wywotana przy napotkaniu niepoprawnej konstruk-

cji.

Zaslosowanie tych regul zilustrujemy za pomocg programu analizatora
(program 5.1) otrzymanego ze zredukowanego diagramu z przyktadu 5 (rys. 5.2).

PROGRAM 5.1
Program analizatora dla gramatyki z przykladu 5

program analizator(input, output);
var ch: char;
procedure A;
begin if ch='x' then read (ch) else
if ch="'(" then
begin read (ch); A;
while ch="+"do
begin read (ch); A
end;
if ch=")' then read (ch) else btad
end else biqd
end;
begin read (ch); A
end.

Dokonujac przejécia od diagramu do powyZszego programu, stosowali§my
swobodnie pewne oczywiste reguly programowania pozwalajace uprosci¢ pro-
gram. I tak czwarty wiersz programu w poczatkowej postaci wygladal, jak
nastgpuje:

if ch="x' then
if ch='x' then read (ch) else blqd
else ...

Podobne uproszczenia zastosowano dla wiersza piatego i sibdmego.
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Zastanéwmy sig, kiedy takie uproszczenia sa mozliwe i jak je wyrazié
bezposrednio za pomoca diagram6w. Dwa szczegdlne przypadki sa wykrywane za
pomoca nastepujacych, dodatkowych regut:

Bda

if ch="x,’ then begin read (ch); T(S;) end else
if ch="x,’ then begin read (ch); T(S,) end else

if ch="x,’ then begin read (ch); T(S,) end else btad

L

while ch="x' do
begin read (ch); T(S) end

B5a

Oprécz tego czesto wystepujaca konstrukcje

read (ch); T(S);
while B do
begin read(ch); T(5) end

mozemy wyrazi¢ w krotszej postaci:

repeat read (ch); T(S) until 1 B (5.8)

Procedure bfad rozmyslnie pozostawiliSmy do tej pory niewyspecyfiko-
wana. Poniewaz w tej chwili istotny jest dla nas fakt, czy zdanie wejSciowe jest
czy tez nie jest poprawnie zbudowane, wywotanie tej procedury mozemy sobie
wyobrazié jako zakoficzenie dzialania programu. W praktyce, oczywiscie, stosuje
si¢ bardziej wyszukane metody traktowania zdafi niepoprawnych. Oméwimy
je wp. 5.9.



317

5.4, KONSTRUKCJA PROGRAMU ANALIZATORA

5.5. Konstrukcja programu analizatora
sterowanego skladnia

W poprzednim punkcie opisaliémy reguly konstrukcji programu anali-
satora dla konkretnego jezyka. Inne rozwiazanie polega na opracowaniu 0gol-
nego programu rozbioru. Dane dla tego programu beda skladaty sie z opisu
gramatyki jezyka i zbioru zdafi do analizy. Dzialanie tego programu bedzie
polegato na stosowaniu regut rozbioru generacyjnego. Jezeli odpowiedni diagram
sktadni jest deterministyczny, tzn. jesli stosujemy analize bez powrotow z wy-
przedzeniem o jeden symbol, to konstrukcja analizatora ogélnego jest bardzo
prosta.

Pierwsza cze§¢ konstrukcji analizatora polega na przejSciu od gramatyki
reprezentowanej w postaci diagramow sktadni do odpowiedniej struktury danych
[5.2]. Naturalna metoda reprezentacji diagramu polega na wprowadzeniu dla
kazdego symbolu jednego wezta struktury (rekordu) i powiazaniu tych weziow za
pomoca wskaznikow. Reguty przejécia od diagramu do struktury danych podano
ponizej. Sa one do§¢ oczywiste. Wezly struktury danych sa rekordami z dwoma
wariantami: jednym dla symbolu koficowego i jednym dla symbolu pomoc-
niczego. Pierwszy wariant opisuje sam symbol koficowy, drugi zawiera wskaznik
do struktury danych reprezentujacej odpowiedni symbol pomocniczy. Obydwa
warianty zawieraja ponadto po 2 wskazniki: jeden okreslajacy nastepnik danego
symbolu i drugi prowadzacy do listy czlonéw alternatywy.

Jeden element struktury mozna przedstawi¢ graficznie w sposob naste-

pujacy:

sym

czlalt nast

doktadna za§ definicja odpowiedniego typu danych ma postac

type wskaZnik = Twezet,
wezet=
record nast, cztalt: wskaznik;
case koricowy: boolean of (5.9
true: (ksym: char);
false: ( psym: poczwsk)
end

Potrzebny jest nam réwniez jeden element do reprezentacji pustego ciagu
symboli. Ciag taki bgdziemy traktowac jako element koficowy, a na jego
oznaczenie wprowadzimy stata pusty. Reguly przejscia od diagramu do struktury
danych sa analogiczne do regut B1-B7.
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REGULY PRZEJSCIA OD DIAGRAMU DO STRUKTURY DANYCH

Cl. Zredukuj, na ile to mozliwe, liczbe diagraméw, stosujac odpowiednie
podstawienia.

C2. Kazdy diagram zastap odpowiednig struktura danych zgodnie z regutami
C3-C7.

C3. Ciag element6éw (opisany rysunkiem dla reguty B3) zastap nastepujaca lista
weztow danych:

S; S, S,

ol e

C4. Liste czlonéw alternatywy (zob. rys. dla reguly B4) zastap nastepujaca
struktura danych:

] S,

S,

iS

nil I

C5. Petle (zob. rys. dla reguly B5) zastap nastgpujaca struktura:
=)

pusty

nil | .

Stosujac powyzsze reguly np. dla diagramu skiadni z przyktadu 5 (rys. 5.2),
otrzymamy strukturg pokazang na rys. 5.3. Strukturg danych identyfikuje si¢ za
pomoca wezla poczqtkowego zawierajacego nazwe odpowiedniego symbolu
pomocniczego (celu). Wezet ten nie jest jednak niezbedny. Odwotania do niego
w innych strukturach mozna zastapi¢ odwolaniami do elementu nastgpnego.
Weztem poczatkowym postugujemy si¢ gtéwnie przy drukowaniu nazwy struk-

tury.
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e A
( ! +
1 nil | =~ - | nIII —
Y L
X pusty )
nil | nil nil = nil | nil
RYSUNEK 5.3

Struktura danych reprezentujaca diagram z rys. 5.2

type poczwsk = Tpoczatek;
poczqtek =
record wejscie: wskaznik (5.10)
sym: char
end

Zdanie analizowane jest reprezentowane jako ciag znakow w pliku input.
Podstawowa cze§é programu analizujacego zdanie stanowié bedzie instrukcja
iteracyjna opisujaca przejécie od jednego wezta struktury do nastgpnego. Sam
program bedzie miat postaé procedury opisujacej interpretacje diagramu; jesli
podczas interpretacji napotkamy wezel reprezentujacy symbol pomocniczy, to
interpretacja diagramu dla tego symbolu musi poprzedzi¢ zakoficzenie inter-
pretacji aktualnego diagramu. Procedura interpretujaca bedzie wigc wywoty-
wana rekurencyjnie. Jezeli biezacy symbol (sym) w pliku input jest taki sam jak
symbol biezacego wezta struktury, to pole nast okres§li nam kolejny wezel
diagramu; w przeciwnym przypadku przejdziemy do wezla wskazanego przez
pole cztalt.

procedure analizuj (cel: poczwsk; var jest: boolean);
var s: wskaznik;
begin s:= cel T.wejscie;
repeat
if s 1.koricowy then
begin if s 1.ksym=sym then
begin jest:= true; pobsym
end (5.11)
else jest: = (s 1.ksym = pusty)
end
else analizuj(s 1.psym, jest);
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if jest then s:= s |.nast else s:= s T.czlalt
until s=mnil
end

Cecha charakterystyczna procedury analizuj (5.11) jest to, ze w przypadku
pojawienia si¢ nowego celu czgsciowego G nastepuje bezposrednie przejscie do
analizy tego celu bez upewnienia sig, czy symbol biezacy nalezy do zbioru
symboli poczatkowych pierw (G). Wynika stad, ze odpowiedni diagram sktadni
nie moze zawiera¢ punktéw rozgatezien z kilkoma alternatywnymi symbolami
pomocniczymi. W szczegdlnosci, jesli z symbolu pomocniczego mozemy
wyprowadzi¢ ciag pusty, to zaden z czionéw alternalywy po prawej stronie
produkcji nie moze zaczyna¢ si¢ od symbolu pomocniczego.

Z programu (5.11) mozna fatwo wyprowadzi¢ bardziej wymySIne analizatory
sterowane skiadnia, dzialajace na szerszej klasie gramatyk. Réwniez nieznaczne
tylko modyfikacje pozwolityby na wykonywanie przez ten algorytm analizy
z powrotami. Prowadziloby to jednak do znacznego zmniejszenia efektywnosci
algorytmu.

Reprezentacja skladni w postaci diagramu ma jedna zasadnicza wade
— komputer nie moze czyta¢ bezposrednio diagraméw. Tymczasem przed
rozpoczeciem rozbioru nalezy w jaki§ sposéb zbudowac strukture danych
sterujaca analizatorem. Sposrod réznych reprezentacji gramatyki najbardziej
odpowiednia posta¢ danych dla ogdlnego programu rozbioru stanowi reprezenta-
cja gramatyki w notacji BNF. Dlatego w nastgpnym punkcie zajmiemy si¢
problemem opracowania programu, ktéry czyta produkcje w notacji BNF
i przeksztalca je zgodnie z regulami B1-B7 na wewngtrzna strukturg danych,
odpowiednig dla programu analizatora (5.11) (zob. [5.8]).

5.6. Translator z notacji BNF na struktury
danych sterujace analizatorem

Translator akceptujacy produkcje w notacji BNF i przeksztaicajacy ich
reprezentacje jest autentycznym przykladem programu, dla ktérego dane wejs-
ciowe mozemy traktowaé jako zdania w pewnym jezyku. W rzeczywistosci
bowiem notacje BNF mozna uwaza¢ za jezyk, ktorego skladni¢ mozemy
oczywiscie znéw opisa¢ za pomoca produkcji w notacji BNF. W konsekwencji
translator ten moze stuzyé jako kolejny przykitad konstrukcji analizatora,
rozszerzonego przez nas pozniej do translatora, czyli — méwiac ogélnie — pro-
gramu przetwarzajacego swoje dane wejSciowe. Translator skonstruujemy
w trzech kolejnych krokach:

Krok 1. Zdefiniujemy sktadnig metajezyka zwanego RBNF (Rozszerzony BNF).
Krok 2. Skonstruujemy analizator dla RBNF zgodnie z regutami z p. 5.4.
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Krok 3. Rozszerzymy ten analizator do translatora, laczac go z programem
analizatora sterowanego skfadnia.
Zalozmy, ze metajezyk — jezyk produkcji sktadniowych — jest opisany za
pomoca nastepujacych produkceji:

{produkcja) ::= (symbol) = {wyrazenie)

(wyrazenie) ::= (skladnik) {,(skfadnik)} (5.12)
(skiadnik) ::= <czynnik) {(czynnik)} '
{czynnik) ::={symbol) | [{sktadnik}]

Zauwazmy, 7e metasymbole w jezyku produkcji sa oznaczone inaczej niz
odpowiadajace im metasymbole notacji BNF. Stato si¢ tak z dwéch powod6w:

(1) aby rozréznié metasymbole i symbole jezyka produkcji w (5.12);
(2) aby wprowadzi¢ znaki powszechnie spotykane w sprzgcie komputerowym;
w szczegolnosci, aby zamiast symbolu :: = stosowac pojedynczy znak =.

Wzajemna odpowiednio§¢ migdzy metasymbolami w notacji BNF i sym-
bolami w RBNF pokazano w tabl. 5.1. Zaktadamy dodatkowo, ze kazde zdanie
jezyka produkcii jest zakoriczone kropka. Sktadnig jezyka z przykladu 5 mozemy
teraz zapisaé w postaci trzech zdan jezyka RBNF:

A=x, (B).
B=AC. (5.13)
C=[+ALl.

W celu uproszczenia konstruowanego translatora zaktadamy ponadto, Ze
symbole koficowe sa pojedynczymi literami oraz ze kazda produkcja jest napisana
w oddzielnym wierszu. Pozwala to na zwigkszenie czytelnosci danych wejs-
ciowych przez odpowiednie stosowanie odstgpéw, ignorowanych przez translator.
Instrukcje read(ch) w regule B7 zastgpujemy wywotaniem procedury pobierajace;j
z wejcia kolejny, znaczacy symbol. Procedura ta jest bardzo prostym odpowied-
nikiem analizatora leksykalnego. Zadaniem analizatora leksykalnego jest okres-
lenie i pobranie kolejnego symbolu, reprezentowanego w ciggu wejsciowym przez
grupe znakéw, zgodnie z regutami reprezentacji jezyka. U nas symbole pokrywaja
sie ze znakami, jest to jednak specjalny przypadek, rzadko spotykany w praktyce.

TABLICA 5.1
Odpowiednio$¢ miedzy metasymbolami i symbolami

Metasymbole BNF Symble RBNF

| :
{ [
} ]
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Jako ostatnie ustalenie wprowadzimy zasade, ze symbole pomocnicze beda
reprezentowane za pomoca liter od A do H, symbole koficowe za$ — za pomoca liter
od | do Z. Jest to ustalenie przyjete wylacznie dla wygody, bez gigbszego
znaczenia. Pozwoli ono unikna¢ tworzenia stownika symboli koficowych i stow-
nika symboli pomocniczych.

Postepujac teraz doktadnie wg regut konstrukcji B1-B7, po upewnieniu sieg,
e skladnia (5.12) spetnia reguly ograniczajace 1 i 2, otrzymamy w wyniku
program 5.2 bedacy analizatorem jezyka opisanego przez produkcje (5.12).
Zauwazmy, ze analizator leksykalny nosi w programie nazwe pobsym.

PROGRAM 5.2
Analizator jezyka (5.12)

program analizator (input, output),
label 99;

const pusty ="+,

var sym: char;

procedure pobsym;
begin

repeat read (sym); write (sym) until sym## '
end {pobsym};

r

procedure bfqd,
begin writeln;

writeln(NIEPOPRAWNY INPUT'); goto 99
end {blqd};

procedure skfadnik;
procedure czynnik;
begin
if sym in ['A". 'Z’, pusty] then pobsym else
if sym="[' then
begin pobsym; sktadnik;
if sym="]" then pobsym else blqd
end else bigd
end {czynnik};
begin czynnik;
while sym in ['A". /2, [, pusty] do czynnik
end {skladnik};

procedure wyrazenie,
begin sktadnik;
while sym="," do
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begin pobsym; skiadnik
end
end {wyrazenie};

begin {program gtowny}
while 1 eof (input) do

begin pobsym;
if sym in ['A’. .'Z'] then pobsym else biqd,
if sym='="then pobsym else blad,

wyrazenie;
if sym+#"." then blqd,
writeln; readin;
end;
99: end.

Czynniki:

1. <symbol> P —=] SYM

a—{_|

2. [<skiadnik>] Pr——i SKindnik .j
-

q —= pusty

|

<czynnik-1> ... <czynnik-n>

Sktadniki:

p —=| czynnik—1
q —
p — czynnik—1 czynnik—2 czynnik—n fe—
g—™ nil o—t—=s ... ——= il
Wyrazenia:
<sktadnik—-1> <sktadnik—2> i <sktadnik-n>
p —=| sktadnik—1 sktadnik—2 skiadnik—n [=—

N Ll
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Ostatni krok przy opracowywaniu translatora jest zwiazany 2z konstrukcja
struktury danych reprezentujacej wezytane produkcje w notacji BNF i prze-
twarzanej przez procedure analizujaca skladnig (5.11). Niestety, krok ten nie daje
sie sformalizowaé tak tatwo jak poprzedni. Dlatego zrezygnujemy z podejscia
formalnego i odpowiednie struktury opiszemy za pomocg rysunkow. Struktury te
sa przekazywane jako parametry wynikowe odpowiednich procedur rozbioru,
uprzednio ,,rozszerzonych” do procedur translacji. Warto$§ciami parametrow
aktualnych beda wskazniki p, g, r, identyfikujace rozne fragmenty utworzonych
struktur, tak jak to pokazano na rysunku.

Zadaniem procedury czynnik jest tworzenie nowych elementow struktury
danych. Procedury skfadnik i wyrazenie tacza te elementy w listg, przy czym
sktadnik uzywa pola nast, a wyrazenie pola czlalt. Pozostale szczegoly zwigzane
z tworzeniem struktury danych mozna znaleZé w programie 5.3.

Sposéb przetwarzania symboli pomocniczych wymaga dodatkowego wyjas-
nienia. Moze sie zdarzy¢, ze symbol pomocniczy pojawi si¢ jako czynnik, zanim
wystapi jako symbol pomocniczy po lewej stronie produkcji. Struktury opisujace
symbole pomocnicze s powiazane w jedna liste utworzong z wezléw poczat-
kowych struktur. Procedura znajdZ (sym, h) stuzy do umiejscowienia symbolu sym
w tej liécie. Jezeli sig¢ go umiejscowi, to parametrowi h przypisuje si¢ wskaZnik do
odpowiedniego elementu poczatkowego; w przeciwnym przypadku do listy
zostaje dotaczona struktura opisujaca ten symbol. W procedurze znajd? za-
stosowano metode szukania z wartownikiem, oméwiona w rozdz. 4.

Program 5.3 sklada si¢ z trzech czgsci; kazda z nich odpowiada jednej sekcji
danych wejSciowych. Czg$¢ pierwsza wcezytuje i przetwarza produkcje na
odpowiednie struktury danych. Cze$¢ druga wczytuje pojedynczy symbol
oznaczajacy symbol poczqtkowy gramatyki (dane dla czesci pierwszej i drugiej sa
rozdzielone znakiem $). Cze§¢ trzecia stanowi procedura analizuj (5.11).
Wezytuje ona kolejne zdania i analizuje je na podstawie struktur danych,
utworzonych w pierwszej czgsci programu 5.3.

Warto zauwazy¢, Ze program 5.3 utworzono, wstawiajac jedynie dodatkowe
insttukcje do niezmienionego programu 5.2. Otrzymany program analizuje tylko
zdania poprawne i moze by¢ uzyty jako szkielet do rozszerzonego programu, ktory
by nie tylko analizowal, ale réwniez przetwarzal zaakceptowane zdania lub
thumaczyt je na inna postaé. Tworzenie analizatordw i translatoréw poprzez takie
stopniowe precyzowanie CZY Taczej stopniowe wzbogacanie programu jest metoda
szczegblnie zalecang. Pozwala ona projektantowi programu na skupienie uwagi
na kolejno wybranych aspcktach jezyka. Utatwia wigc sprawdzenie poprawnosci
programu, a co najmniej pozwala uzyskac w trakcie opracowywania programu
stosunkowo duze zaufanie co do poprawnosci jego dziatania. Omawiany program
jest stosunkowo prosty i tworzac go, wyrézniliSmy tylko dwa kroki wzbogacenia.
W przypadku bardziej zlozonych jezykdéw czy tez bardziej skomplikowanego
schematu translacji liczba pojedynczych krokow wzbogacania jest znacznic
wieksza. Bardzo podobny spos6b tworzenia programu w trzech kolejnych krokach

przedstawimy w p. 5.8-5.11.
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PROGRAM 5.3
Translator jezyka (5.12)

program analizatorogdlny (input, output);
label 99;
const pusty ="*';
type wskainik=Twezel;
poczwsk = poczatek;
wezet=record nast, cztalt: wskaZnik;
case koricowy: boolean of
true: (ksym: char);
false: (psym: poczwsk)
end;
poczqtek =record sym: char;
wejscie: wskainik;
nast: poczwsk
end;
var lista, wartownik, h: poczwsk;
p: wskainik;
sym: char,
ok: boolean;
procedure pobsym,
begin
repeat read (sym); write (sym) until sym #’
end {pobsym};

r

procedure znajdz (s: char;, var h: poczwsk);
{zlokalizuj na liscie symbol pomocniczy s; jesli nie wystepuje, to go dodaj}
var hl: poczwsk;
begin hl: = lista; wartownik 1.sym:=s;
while 411.sym#s do hl = hlT.nast;
if &l =wartownik then
begin {wstaw} new (wartownik);
h11.nast: = wartownik; h11.wejscie:= nil
end;
h:= hl
end {znajdz};

procedure blqd;
begin writeln;
writeln(NIEPOPRAWNA SKLADNIA'); goto 99

end {blqd};

procedure sktadnik (var p, q, r: wskaznik);
var a, b, c: wskaznik;
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procedure czynnik(var p, g: wskaznik);
var a, b: wskaznik; h: poczwsk;

begin if sym in ['A’. .'Z', pusty] then
begin {symbol} new (a);
if sym in ['A". ."H'] then
begin {pomocniczy} znajdz (sym, h);
al.koricowy:= false; al.psym:= h;
end else
begin {koricowy}
a1.koricowy : = true; al.ksym:= sym
end;
p:= a; q:= a; pobsym
end else
if sym="[' then
begin pobsym; sktadnik(p, a, b); b1.nast:= p;
new (b); b1.koricowy: = true; bl.ksym: = pusty;
al.czdalt:=b; g:= b;
if sym="]" then pobsym else btad
end else bigd
end {czynnik};
begin czynnik(p, a); q:= a;
while sym in ['A". 'Z'], '[', pusty] do
begin czynnik (al.nast, b); bT.czlalt:-= nil; a:=»
end;
r=a

end {sktadnik};

procedure wyrazenie (var p, g: wskaznik),
var a, b, c: wskaznik;
begin sktadnik(p, a, c); cl.nast:= nil;
while sym=", do
begin pobsym;
sktadnik(a?l.cztalt, b, ¢); c1.nast:= nil; a:= b
end;
g:=a
end {wyrazienie};

procedure analizuj(cel: poczwsk; var jest. boolean);
var s: wskaznik;
begin s: = celf.wejscie;
repeat
if 57.koricowy then
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begin if s7.ksym=sym then
begin jest = true; pobsym
end
else jest: = (s1.ksym=pusty)
end
else analizuj(sT.psym, jest);
if jest then s:= sT.nast else 5:= s1.czlalt
until s =nil
end {analizuj};

begin {produkcje}
pobsym; new(wartownik); lista:= wartownik;
while sym+# '$ do
begin znajdz (sym, h);
pobsym; if sym='=" then pobsym else biqd,
wyrazenie(hl.wejscie, p); p].cztalt:= nil;
if sym="." then bfqd;
writeln; readln; pobsym
end,;
(sprawd?, czy wszystkie symbole sq zdefiniowane}
h:= lista; ok := true;
while h #wartownik do
begin if h{.wejscie=nil then
begin writeln('SYMBOL NIEZDEFINIOWANY', h1.sym);
ok:= false
end;
h:= hl.nast
end;
if 11 ok then goto 99;
{symbol poczatkowy gramatyki}
pobsym;, znajdZ(sym, h); readin; writeln;
{zdania}
while 1 eof (input) do
begin write(' '); pobsym; analizuj(h, ok);
if ok A (sym = ".") then writeln (POPRAWNE')
else writeln('NIEPOPRAWNE");
readin
end;
99: end.

Jak dowodzi opracowanie programu 5.3, analize¢ skladniowa sterowana
struktura danych cechuje swoboda i elastycznosé nie spotykana w przypadku
analizatora opracowywanego dla konkretnego jezyka. Na ogét nie wymaga sig¢ tak
duzego stopnia elastycznosci; jest on jednak niezbedny przy opracowywaniu
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kompilatorow dla tzw. jezykéw rozszerzalnych. Podstawowa cecha jezykow
rozszerzalnych jest mozliwos¢ dodawania do jezyka nowych konstrukcji sktad-
niowych wg uznania programisty. Podobnie jak dla programu 5.3, dane dla
kompilatora jezyka rozszerzalnego sktadaja si¢ ze specyfikacji rozszerzen jezyka
i z samego programu, w ktérym uzyto tych rozszerzef. Kompilatory o bardziej
ambitnym schemacie dziatania pozwalaja nawet na zmienianie jezyka podczas
tlumaczenia programu — przez przeplatanie czgsci programu z sekcjami nowych
specyfikacij.

Idea jezyka rozszerzalnego wywolata w swoim czasie spore zainteresowanie.
Wysitkom zwiazanym z realizacja kompilatorow takich jezykéw nie towarzyszy-
ty jednak wyrazne sukcesy. Podstawowym powodem tego byt fakt, ze zagadnienia
zwiazane ze skladnig i analizg zdan stanowia jedynie czeS¢ problemdw translacji
i to, w gruncie rzeczy, czgs¢ stosunkowo niewielkg. Jest to rowniez czg§¢ dajaca
sie najtatwiej sformalizowaé, co m.in. pozwala na reprezentacje sktadni jgzyka
w postaci dosé regularne;j struktury danych. Znacznie wieksze trudnosci napotyka-
my przy probie formalizacji semantyki jezyka, przy czym — na nasze potrzeby
— semantyke rozumiemy jako wynik translacji. Problem formalizacji znaczenia
nie zostat do tej pory rozwiazany w stopniu chocby zblizonym do zadawalajacego;
moze to thumaczyé, dlaczego projektanci kompilatoréw ze znacznie mniejszym
entuzjazmem odnosza si¢ obecnie do takich jezykéw. Konicowe punkty tego
rozdzialu po§wigcimy opracowaniu prostego kompilatora dla nieduzego, specyfi-
cznego jezyka programowania.

5.7. Jezyk programowania PL/0

W pozostatych punktach tego rozdziatu zajmiemy si¢ opracowaniem kom-
pilatora dla jezyka o nazwie PL/0. Jezyk PL /0 zostal zaprojektowany, aby z jednej
strony, mozna bylo na jego przykladzie zademonstrowa¢ najbardziej podstawowe
cechy kompilacji jezykéw wysokiego poziomu, z drugiej za$ strony, aby jego
kompilator by} niewielki. Pozwolitoby to umiesci¢ w tej ksiazce pelny program
kompilatora. Bez watpienia mozna by wybrac jezyk prostszy lub tez bardziej
zlozony; PL/0 stanowi jeden z mozliwych kompromisow migdzy prostota
— pozwalajaca poprowadzi¢ wyktad w przejrzysty sposob a dostateczna ztozonoscia
— dzieki ktorej uzyskujemy warto§ciowy projekt kompilatora. Jezyk programowania
Pascal jest znacznie bardziej skomplikowany, chociaz do opracowania jego
kompilatora uzyto tych samych metod. Skladni¢ Pascala opisano w dodatku B.

Pod wzgledem struktur programowych PL/0 stanowi pewng cato$¢. Pod-
stawowa struktura jest oczywiscie instrukcja przypisania. Schematy strukturaliza-
cji takie, jak ciag, wykonanie warunkowe oraz iteracja, prowadza do znanych nam
instrukcji: ztozonej begin/end, jesli if i dopoki while. W jezyku PL/0 istnieje
rowniez pojecie podprogramu i w zwiazku z tym wystepuja w nim: deklaracja
procedury oraz instrukcja wywotania procedury.
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RYSUNEK 5.4
Sktadnia jezyka PL/0
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RYSUNEK 5.4 (cd.)
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Na rodzajach i liczbie wprowadzonych struktur danych zawazylo kry-
terium prostoty — jedyny typ danych to liczby catkowite. Mozna deklarowac
stale i zmienne tego typu, a takze stosowaC zwykle operatory arytmetyczne
i relacyjne.

Wystepowanie w jezyku pojecia procedury, stanowigcej zwarty, zamknigty
fragment programu, stwarza okazje do wprowadzenia pojecia lokalnosci obiek-
tow (statych, zmiennych i procedur). Jezyk PL/0 cechuje wigc mozliwosc
deklarowania w nagiéwku kazdej procedury obiektéw lokalnych dla tej pro-
cedury.

Ten krotki przeglad konstrukcji wystgpujacych w PL/0 dostarcza intuicji
koniecznych do zrozumienia sktadni jezyka. Sktadnig te przedstawiono narys. 5.4
za pomoca siedmiu diagraméw. Przejscie od diagraméw do zbioru réwnowaznych
produkcji w notacji BNF pozostawiamy jako ¢wiczenie zainteresowanemu
czytelnikowi. Rysunek 5.4 jest rownocze$nie przekonywajacym dowodem mocy
opisowej tych diagraméw pozwalajacych na zapisanie skladni calego jezyka
programowania w tak zwartej i czytelnej postaci.

Ponizszy program postuzy nam jako ilustracja korzystania z pewnych
mozliwosci naszego minijezyka PL/0. Program ten zawiera znane algorytmy
mnozenia, dzielenia i znajdowania najwickszego wspdlnego dzielnika (nwd)
dwéch liczb naturalnych. : .

const m=7, n=285;

var x, ¥, 2, g,

procedure mnéz;
var a, b;

begin a:=x; b:=y; 2:=0;
while >0 do

begin
if odd b then z:= z+a; (5.14)
a=2%a; b:=b/2;
end
end;

procedure dziel;
var w;

begin r:=x; g:= 0, wi=y;
while w<r do wi= 2*w;
while w>y do

begin g:= 2xq; wi= w/2; (5.15)
if w<r then
begin r:=r—w; g:=gq+1
end
end

end;
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procedure nwd,
var f, g;
begin fi=x; g:=y;
while f# g do
begin if f<g then g:= g—f,

if g<fthen fi=f—g; (5.16)
end;
z=f
end;
begin

x:=m; y:= n; call mnéz;

x:=25; y:= 3; call dziel;

x:= 84; y:= 36; call nwd;
end.

5.8. Analizator sktadniowy dla jezyka PL/0

Konstruowanie kompilatora jezyka PL/0 rozpoczniemy od opracowania
analizatora skladniowego. Zadanie to nie sprawi wigkszych klopotow, jesli
zastosujemy reguty konstrukcji B1-B7 oméwione w p. 5.4. Przed ich uzyciem
nalezy jedynie sprawdzié, czy skladnia jezyka spetnia reguly ograniczajace 112.
Przy sprawdzaniu skorzystamy ze sformulowania tych regut dla diagraméw
sktadni.

Reguta 1 méwi, ze kazda gataZ wychodzaca z punktu rozgalezienia musi si¢
zaczynaé od innego symbolu. Weryfikacja tej reguty dla diagraméw skiadni z rys.
5.4 nie stwarza wiekszych klopotéw. Regula 2 stosuje si¢ do wszystkich
diagraméw, przez kt6re mozna przej$¢ bez koniecznosci wezytania jakiegokol-
wiek symbolu. Jedynym takim diagramem ze sktadni PL/0 jest diagram opisujacy
instrukcje. Reguta 2 zada, aby wszystkie symbole, ktére moga nastgpowac po
instrukcji, byly rézne od symboli rozpoczynajacych instrukcje. Poniewaz w przy-
szlo$ci bedziemy korzystaé z wartoSci zbioréw pierw i nast dla wszystkich
diagraméw, okreslimy te zbiory dla wszystkich siedmiu symboli pomocniczych
(diagraméw) w gramatyce PL/0 (z wyjatkiem symbolu ,,program”). Z tablicy 5.2
wynika, Ze zbiory pierw i nast dla symbolu ,,instrukcja” sa roziaczne, mozemy
wigc stosowaé reguly konstrukcyjne B1-B7.

Uwazny czytelnik spostrzeze, ze w odréznieniu od poprzednich przyktadow
symbole podstawowe jezyka PL/0 nie sa pojedynczymi znakami. Symbole te sa
ciagami znakéw, np. BEGIN czy = . Podobnie jak w programie 5.3, zadaniem
tzw. analizatora leksykalnego bedzie podziat wejsciowego ciggu znakow na
symbole podstawowe (leksykalne). Analizator leksykalny zaprogramowano jako
procedure pobsym dostarczajaca nastgpny symbol. Czynnosci wykonywane przez
analizator leksykalny mozemy podzieli¢ na:
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TABLICA 5.2
Zbiory pier i nast dla symboli pomocniczych gramatyki PL/0

Symbol ; pierw (S) nast (S)
pomocniczy S
Blok const var e
procedure ident
if call begin while
Instrukcja ident call . ; end
begin if while
Warunek odd + — ( then do
ident liczba
Wyrazenie + — SR
ident liczba end then do
Sktadnik ident liczba ( YR+ =
end then do
Czynnik ident liczha ( IR+ — =/
end then do

(1) opuszczanie separatoréw (odstgpow);

(2) rozpoznawanie stow zastrzezonych, takich jak BEGIN, END itd;

(3) rozpoznawanie identyfikatoréw nie bedacych stowami zastrzezonymi; fak-
tyczny identyfikator jest przypisany zmiennej id;

(4) rozpoznawanie ciagéw cyfr jako liczb; aktualna wartoS¢ jest przypisana
zmiennej num;

(5) rozpoznawanie par znakéw specjalnych, takich jak np. :=.

Procedura pobsym uzywa lokalnej procedury pobznak, ktdrej zadaniem jest
pobranie nastgpnego znaku. Oprocz tego procedura pobznak:

(1) rozpoznaje i przetwarza koniec wiersza znakow;

(2) kopiuje plik input do pliku output; powstaje w ten sposob wydrukowany tekst
programu;

(3) na poczatku kazdego wiersza drukuje jego kolejny numer.

Analizator sktadniowy ,,czyta z wyprzedzeniem” o jeden symbol. Poniewaz
okreslenie przez analizator leksykalny kolejnego symbolu odbywa si¢ na
podstawie ,.czytania z wyprzedzeniem” o jeden znak, wiec taczne ., Wyprzedze-
nie” stosowane przez kompilator skfada si¢ z jednego symbolu i jednego znaku.

Szczegdly zwiazane z dziataniem procedur pobsym i pobznak mozna znalez¢
w programie 5.4 stanowiacym pelny analizator jezyka PL/0. W rzeczywistosci
program analizatora zostal juz rozszerzony o pewne dodatkowe czynnosci,
mianowicie umieszcza on wszystkie identyfikatory oznaczajace stale, zmienne
i procedury we wspdlnej fablicy. Wystapienie identyfikatora wewnatrz instrukcji
powoduje przejrzenie tej tablicy w celu okreSlenia, czy identyfikator zostat
poprawnie zadeklarowany. Brak odpowiedniej deklaracji mozemy traktowac jako



334 5. STRUKTURY JEZYKOWE I KOMPILATORY

btad sktadniowy, poniewaz formalnie jest to btad popetniony podczas tworzenia
tekstu programu i spowodowany uzyciem ,,nielegalnego” symbolu. Fakt, Ze btad
ten moze byé wykryty tylko na podstawie informacji zawartej w tablicy, jest
konsekwencja istotnych zaleznosci kontekstowych tkwiacych wewnatrz jezyka.
Chodzi tu mianowicie o regul¢ wiazaca deklaracje identyfikatora ze sposobem
jego uzycia. Ten rodzaj zaleznoSci kontekstowej wystepuje praktycznie we
wszystkich jezykach programowania. Pomimo tego faktu sktadnia bezkonteks-
towa jest bardzo pomocnym modelem do opisu takich jezykéw i znacznie ulatwia
systematyczna konstrukcje analizatora. Analizator tworzy szkielet programu,
ktory tatwo mozemy rozszerzy¢, uwzgledniajac zaleznosci kontekstowe jezyka.
Przyktadem takiego rozszerzenia jest tablica identyfikator6w wprowadzona do
omawianego przez nas analizatora.

Zanim przejdziemy do konstrukcji poszczegdlnych procedur analizatora
odpowiadajacych kolejnym diagramom skfadni, warto okresli¢, w jaki spos6b te
diagramy sa od siebie zalezne. Zaleznosci te mozemy przedstawic za pomoca tzw.
diagramu zaleznosci. W diagramie zaleznosci dla kazdego diagramu sktadni G sa
zaznaczone wszystkie diagramy skiadni Gy,.., G,, na podstawie ktorych
zdefiniowano G. Innymi stowy, diagram zaleznosci okreSla, ktére procedury
moga by¢ wywolane przez dana procedurg. Diagram zaleznosci dla jezyka PL/0
pokazano na rys. 5.5.

Blok

| Instrukcja

Warunek

Wyrazenie

|
Skiadnik

Petle na rysunku 5.5 wskazuja na wystapienie rekursji. Istotne jest wigc, aby
jezyk, w ktérym zapiszemy kompilator PL/0, dopuszczal rekurencyjne wywota-
nia procedur. Ponadto diagram zaleznosci pozwala nam wyciagna¢ wnioski
o hierarchicznej organizacji programu analizatora. Na przyklad wszystkie

RYSUNEK 5.5
Diagram zaleznosci dla jgzyka PL/0
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procedury mogg by¢ lokalne dla procedury analizujacej konstrukcje zdaniowa
(program) (dlatego procedura ta stanowi gléwna czgS¢ programu analizatora).
Poza tym wszystkie procedury wystgpujace W diagramie ponizej procedury blok
moga by¢ lokalne dla procedury analizujacej konstrukcje {blok). Oczywiscie
wszystkie te procedury wywoluja procedurg pobsym, a ta z kolei wywotuje
procedurg pobznak.

PROGRAM 5.4
Analizator jezyka PL/0

program PLO (input, output);

{kompilator jezyka PL/0, tylko analiza sktadniowa}

label 99;

const Isz=11;  {liczba stow zastrzezonych}
tmax=100; {diugosc tablicy identyfikatoréw}
cmax=14; {maksymalna liczba cyfr w liczbach}
al=10; {dlugosc identyfikatorow}

type symbol=
(zaden, ident, liczba, plus, minus, razy, dziel, oddsym, réwne, réine, mniejsze,
mnréwne, wieksze, wrowne, Inaw, pnaw, przec, §rednik, kropka, przypis,
beginsym, endsym, ifsym, thensym, whilesym, dosym, callsym, constsym,
varsym, procsym);
alfa=packed array [1. .al] of char,
obiekt = (stata, zmienna, procedura);

var ch: char, {ostatni wezytany znak}
sym: symbol;, {ostatni wczytany symbol}
id: alfa; {ostatni wezytany identyfikator}
num: integer, |ostatnia wezytana liczba}
Iz: integer;  |licznik znakow}
dw: integer, |diugos¢ wiersza}
kk: integer,
wiersz: array [1..81] of char;
a: alfa;

stowo: array [1..lsz] of alfa;
zsym: array [1..lsz] of symbol;
ssym: array [char] of symbol;
tablica: array [0..tmax] of
record nazwa: alfa;
rodzaj: obiekt
end;

procedure biqd(n: integer);
begin writeln(' ": Iz, 'T', n: 2); goto 99
end {blqd};
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procedure pobsym;
var i, j, k: integer;
procedure pobznak;
begin if /z=dl then
begin if eof (input) then
begin write( PROGRAM NIEDOKONCZONY'); goto 99
end;
dw:=0; lz:= 0; write(" ');
while 71 eoln(input) do
begin dw:= dw + 1; read(ch); write(ch); wiersz[dw]:= ch
end;
writeln; dw:= dw+ 1; read(wiersz[dw])
end,;
lz:=lz+1; ch:= wiersz[lz]
end {pobznak};
begin {pobsym}
while ch=' ' do pobznak;
if chin ['A". 'Z'] then
begin {identyfikator lub stowo zastrzezone} k:= 0;
repeat if k<al then
begin k:= k+1; alk]:= ch
end;
pobznak
until 71 (ch in ['A". Z', '0". /9]);
if k=>kk= then kk = k else
repeat a[kk] =" '; kk:= kk—1
until kk=k;
id=a: i*="1; j=1Isg;
repeat k:= (i+) div 2;
if id <stowolk] then j:= k—1,
il id>=stowo[k] then i:= k+1
until i>j; -
if i—1>j then sym:= zsym|k] else sym:= ident
end else
if ch in ['0". /9] then
begin {liczba} k:= 0; num:= 0; sym:= liczba;
repeat num:= 10xnum+ (ord(ch)—ord('0’);
k:= k+1; pobznak
until 71 (ch in ['0". .9]);
if k> cmax then blqad(30)
end else
if ch="" then
begin pobznak;
if ch="="then
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begin sym:= przypis; pobznak
end else sym:= Zaden,;
end else
begin sym:= ssym[ch]; pobznak
end
end {pobsym};

procedure blok(tx: integer),

procedure wprowad?(k: obiekt),

begin {wprowad? obiekt do tablicy}
tx:=1tx+1;
with rablica[tx] do
begin nazwa:= id; rodzaj:= k;
end

end {wprowad?};

function pozycja(id: alfa): integer;
var I: integer;

begin {znajd identyfikator id w tablicy}
tablica[0].nazwa: = id; i:= tx;
while tablicali].nazwa #id do i:=i—1;
pozycja =i

end {pozycja};

procedure deklistatej;
begin if sym=ident then
begin pobsym;
if sym=rowne then
begin pobsym;
if sym=liczba then
begin wprowad?(stata); pobsym
end
else biqd(2)
end else biqd(3)
end else blqd(4)
end {dekistatej},

procedure deklzmiennej;

begin if sym = ident then
begin wprowad?(zmienna); pobsym
end else blad(4)

end {dekizmiennej};

procedura instrukcja;
var i. integer,
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procedure wyrazenie;
procedure sktadnik;
procedure czynnik;
var i: integer;
begin
if sym=ident then
begin i:= pozycja(id);
if i:= 0 then blqd(11) else
if tablica[i].rodzaj =procedura then blgd(21);
pobsym
end else
if sym=liczba then
begin pobsym
end else
if sym=Inaw then
begin pobsym; wyrazenie;
if sym =pnaw then pobsym else blqd(22)
end
else blqd(23)
end {czynnik};
begin {sktadnik} czynnik;
while sym in [razy, dziel] do
begin pobsym; sktadnik
end
end {skfadnik};
begin {wyrazenie}
if sym in [plus, minus] then
begin pobsym; sktadnik
end else skfadnik;
while sym in [plus, minus] do
begin pobsym; sktadnik
end
end {wyrazenie};

procedure warunek;
begin
if sym=oddsym then
begin pobsym; wyrazenie
end else
begin wyrazenie;
if 71 (sym in [réwne, rdine, mniejsze, mnrowne, wieksze,
wrdwne]) then biqd (20) else
begin pobsym; wyrazenie
end
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end
end {warunek};
begin {instrukcja|
if sym=ident then
begin i : = pozycja(id),
if i=0 then biqd(11) else
if tablicali).rodzaj # zmienna then biqd(12);
pobsym; if sym= przypis then pobsym else biad(13);
wyrazenie
end else
if sym=callsym then
begin pobsym;,
if sym +# ident then biqd(14) else
begin i := pozycja(id);
if =0 then blqd(11) else
if tablica[i].rodzaj # procedura then biqd(15);
pobsym
end
end else
if sym=ifsym then
begin pobsym; warunek;
if sym = thensym then pobsym else blad(16);
instritkcja;
end else
if sym=beginsym then
begin pobsym; instrukcja;
while sym=srednik do
begin pobsym; instrukcja
end:
if sym = endsym then pobsym else biqd (17)
end else
if sym=whilesym then
begin pobsym; warunek,
if sym =dosym then pobsym else biqd(18);
instrukcja
end
end {instrukcja};

begin {blok}
if sym=constsym then
begin pobsym; deklstatej,
while sym =przec do
begin pobsym; deklistatej
end;

339
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if sym =srednik then pobsym else blqd(5)
end;
if sym=varsym then
begin pobsym; deklzmiennej,
while sym=przec do
begin pobsym; dekizmiennej
end;
if sym=srednik then pobsym else biqd(5)
end;
while sym = procsym do
begin pobsym;
if sym = ident then
begin wprowadi(procedura); pobsym
end
else blqd(4);
if sym = Srednik then pobsym else btqd(5);
blok(tx);
if sym = Srednik then pobsym else biqd(5);
end;
instrukcja

end {blok};

begin {program gtéwny}

for ch:='A’ to ';’ do ssym[ch]:= zaden,

stowo[ 11:='BEGIN '; stowo[ 2]:= 'CALL i
stowo| 3]:='CONST '; stowo[ 4]:='DO :
stowo| 5]:='END "+ stowo[ 6]:="IF :
stowo[ 7]:='0ODD ' stowo[ 8]:='PROCEDURE ';
stowo[ 9]:= THEN ’; stowo[10]:= 'VAR :
stowo[11]:= "WHILE ;

zsym[l] = beginsym; zsym[2] = callsym;
zsym[3]  := constsym; zsym[4] = dosym;
zsym[5]  := endsym, zsym[6] = ifsym;
zsym|7] = oddsym; zsym([8] := procsym;
zsym[9]  := thensym, zsym[10] : = varsym;

zsym[11] = whilesym;

ssym['+'] = plus; ssym[' —']:= minus;

ssym['*'] = razy; ssym['/)'] = dziel,

ssym['('] = Inaw; ssym[')] = pnaw;
ssym['="] := réwne; ssym[',))] = przec;
ssym['] = kropka; ssym|'#'] := rozne;

ssym[' <'] := mniejsze;
ssym[' <] = mnréwne,
ssym[’;] = Srednik;

ssym[' >'"] 1= wigksze;
ssym|' 2'] := wréwne;
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page(output),
lz:=0; dw:=0; ch:=" '; kk:= al; pobsym;
blok(0);
if sym# kropka then biqd(9);
99: writeln
end.

5.9. Reagowanie na biedy skiadniowe

Do tej pory jedynym zadaniem analizatora syntaktycznego bylo okreSlenie,
czy wejsciowy ciag symboli nalezy do jezyka czy tez nie. Ujawnienie wewnetrz-
nej struktury zdania stanowito wynik uboczny. W momencie rozpoznania
niepoprawne;j konstrukcji cel pracy analizatora byt osiagniety i program mogt
zakoficzy¢ dziatanie. Nie jest to jednak rozwiazanie, ktore mozna przyjacé
w kompilatorach stosowanych w praktyce. Rzeczywisty kompilator powinien
postawi¢ odpowiednia diagnoze o bledzie i dalej kontynuowac proces analizy
_ chociazby w celu znalezienia innych bled6w. Kontynuacja jest mozliwa jedynie
wowczas, gdy przyjmie si¢ pewne zalozenie dotyczace natury bledu i intencji
autora niepoprawnego programu lub tez ominie si¢ w procesie analizy pewna
cze$é tekstu wejSciowego (mozna tez zastosowaé i jedno, 1 drugie podejscie
jednoczesnie). Sztuka wybrania pewnego zalozenia o wysokim prawdopodobiefi-
stwie poprawnoéci jest do¢ skomplikowana. Jak dotad wymykata si¢ ona
wszelkim prébom udanej formalizacji. Formalizacje nie obejmuja bowiem wielu
czynnikéw wywierajgcych wplyw na umyst ludzki. Na przyktad pospolitym
btedem jest opuszczanie symboli interpunkeyjnych, takich jak Srednik (nie tylko
w programowaniu), natomiast jest wielce nieprawdopodobne, ze ktos zapomni
o napisaniu operatora + w wyrazeniu arytmetycznym. Zar6wno grednik, jak i plus
sa dla analizatora jedynie symbolami koficowymi. Dla czlowieka-programisty
¢érednik ma z trudem okreslone znaczenie i wydaje si¢ zbyteczny na koficu
wiersza, podczas gdy znaczenie operatora arytmetycznego nie pozostawia
zadnych watpliwosci. Istnieje wiele innych wzgledéw, ktére nalezy rozwazyc
przy projektowaniu adekwatnego systemu reagowania na bledy sktadniowe;
wszystkie one zaleza od konkretnego jezyka i nie moga by¢ uogélnione na calos¢
jezykow bezkontekstowych.

Niemniej jednak istnieja pewne reguly, ktére mozna postulowac i ktore sg
stuszne nie tylko dla tak prostych jezykéw jak PL/0. Charakterystyczne, ze
dotycza one zaréwno poczatkowej fazy tworzenia jezyka, jak i projektowania
mechanizmu reagowania na bledy w analizatorze jezyka. Przede wszystkim jest
oczywiste, ze sensowne reagowanie na bigdy jest znacznie ulatwione czy nawet
w ogéle mozliwe w przypadku jezykéw o prostej strukturze. W szczeg6lnosci,
jesli po postawieniu diagnozy dla jakiego$ bledu czes¢ ciagu wejsciowego nalezy
ominaé (zignorowad), to jezyk powinien zawiera¢ takie stowa kluczowe, ktérych
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trudno uzyé w sposGb niewlasciwy, dzigki czemu umozliwityby one analizatorowi
podjecie dalszej analizy. W jezyku PL/0 regula ta jest wyraZnie stosowana: kazda
instrukcja strukturalna zaczyna sig trudnym do pomylenia stowem kluczowym, ta-
kim jak begin, if, while; podobnie, kazda deklaracja zaczyna si¢ od sfowa var, const
lub procedure. Regule t¢ bedziemy dlatego nazywac regulg stéw kluczowych.

Druga regula w sposob bezposredni dotyczy konstrukcji analizatora. Dla roz-
bioru generacyjnego jest charakterystyczne, ze cele rozbija si¢ na podcele, anali-
zator za§ wywotuje wtedy odpowiednie podanalizatory do analizowania tych
podcelow. Reguta druga méwi, Ze jesli analizator wykryje blad, to (zamiast przer-
wania analizy i powiadomienia o tym analizatora giownego) powinien konty-
nuowad czytanie ciagu wejsciowego do punktu, od ktérego mozna by podjaé dalsza
wiarogodna analizg. Regule t¢ bedziemy nazywac regula postgpowania bez pa-
niki. Pragmatyczng konsekwencja tej reguly jest fakt, ze analizator moze skoriczy¢
swoje dzialanie tylko wtedy, gdy dojdzie do koficowego punktu programu.

Doktadna interpretacja reguty ,,postgpowania bez paniki” jest nastgpujaca:
analizator po wykryciu nielegalnego ciagu symboli szuka pierwszego symbolu,
ktéry moze byé poprawnym nastgpnikiem aktualnie analizowanej konstrukcji.
Implikuje to, ze kazdy analizator zna zbiér mozliwych nastepnikow nast (w chwili
jego uaktywnienia).

W pierwszym kroku precyzowania programu do listy parametrow kazde;j
procedury analizujacej dodamy dodatkowy parametr fpocz, ktdory bedzie okreslal
zbiér mozliwych nastgpnikéw. Na koficu kazdej procedury umieScimy réwniez
test weryfikujacy, czy kolejny symbol ciagu wejSciowego nalezy do zbioru fpocz
(z wyjatkiem przypadkéw, w ktorych zapewnia to logika programu).

Krétkowzrocznos$cia bytoby jednak omija¢ fragment tekstu wejsSciowego az
do miejsca wystapienia pierwszego mozliwego nastgpnika, bez wzgledu na
wszystkie okolicznosci. Ostatecznie programista mogt poczatkowo opuscic tylko
jeden symbol (np. Srednik); zignorowanie catego tekstu do miejsca wystapienia
symbolu ze zbioru nast byloby niezbyt szczesliwe. Dlatego tez zbiory fpocz
poszerzymy o dodatkowe symbole — stowa kluczowe, okreSlajace poczatki
konstrukcji, ktérych nie powinni§my przeoczy¢. Symbole przekazywane za
pomoca parametréw fpocz zreczniej wigc bedzie nazywa¢ symbolami od-
gradzajacymi niz mozliwymi nastgpnikami. Zbiory symboli odgradzajacych
beda tworzone z réznych stéw kluczowych, a potem stopniowo rozszerzane
o symbole-nastgpniki w miare posuwania si¢ po drzewie podceléw. Dla wygody
wprowadzimy dodatkowg procedur¢ o nazwie fest, ktorej zadaniem bedzie
wykonywanie opisanego sprawdzania. Procedura ta (5.17) ma trzy parametry:

(1) zbiér dopuszczalnych nastgpnikéw —s1; jezeli symbol biezacy nie nalezy do
tego zbioru, to zostal wykryty blad;

(2) zbiér dodatkowych symboli odgradzajacych — s2; wystapienie symbolu z 52
jest wyraznym bledem, ale w Zadnym przypadku symbol ten nie powinien
by¢ zignorowany lub ominiety;

(3) liczbe n — okreslajaca rozpoznany bfad.
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procedure fest (s1, s2: zbidrsym; n: integer);
begin if 1 (sym in s1) then
begin biqd(n); s1 = s1 + 52, (5.17)
while 1 (sym in s1) do pobsym
end
end

Procedure (5.17) mozna takze zastosowaé na poczatku procedur analizujacych
w celu sprawdzenia, czy symbol biezacy jest dopuszczalnym symbolem poczat-
kowym. Jest to zalecane we wszystkich przypadkach, w ktérych procedura
analizujaca X jest wywotywana w spos6b bezwarunkowy. Przyktadem moze tu
by¢ instrukcja

if sym=a, then S else

if sym=a, then S, else X
stanowiaca wynik translacji produkceji
Aii=a8...1a5,1 X (5.18)

W tym przypadku parametr s1 powinien by¢ réwny zbiorowi symboli poczat-
kowych dla X, podczas gdy s2 stanowi zbi6r mozliwych nastepnikéw dla A (zob.
tabl. 5.2). Szczegoty korzystania z tej procedury mozna znalezé w programie 5.5,
stanowiacym rozszerzong wersje programu 5.4. Dla wygody czytelnika po-
wtérzono tekst catego programu z wyjatkiem inicjowania zmiennych globalnych
i procedury pobsym, ktére pozostaja niezmienione.

W omawianym dotychczas schemacie prébowato si¢ reagowaC na bledy
przez zignorowanie jednego lub kilku symboli tekstu wejsciowego. Nie jest to
szcze§liwa strategia we wszystkich tych przypadkach, w ktérych biad zostal
spowodowany opuszczeniem symbolu. Praktyka wykazuje, ze tego rodzaju biedy
sprowadzaja si¢ glownie do opuszczania symboli majacych jedynie znaczenie
syntaktyczne i nie powodujacych zadnych akcji. Przyktadem jest tu znak Srednika
w PL/0. Dzigki temu, ze zbiory nastgpnikéw zostaly rozszerzone o pewne stowa
kluczowe, analizator nie pomija zbyt duzego fragmentu tekstu i zachowuje si¢ tak,
jak gdyby opuszczony symbol zostal wstawiony. Tego typu dzialanie mozna

———( begin >—~ instrukcja end

instrukcja

RYSUNEK 5.6
Zmodyfikowana skladnia instrukcji ztozonej
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zaobserwowaé w czesci programu (5.19) analizujacej instrukcje ztozona. Opusz-
czone $redniki sa ,,wstawiane” przed stowami kluczowymi. Zbi6r poczinstr jest
zbiorem symboli poczatkowych dla konstrukcji ,,instrukcja™.

if sym=beginsym then
begin pobsym;
instrukcja ([Srednik, endsym]+ fpocz),
while sym in [§rednik] + poczinstr do
begin
if sym = srednik then pobsym else biqd,
instrukcja ([Srednik, endsym]+ fpocz)
end;
if sym=endsym then pobsym else biqd
end

(5.19)

Poprawnos$¢ przyjetej diagnostyki bledéw syntaktycznych i zdolno$¢ reago-
wania na niezwykle sytuacje mozna oceni¢ na przykiadzie programu PL/0.
Przedstawiony tekst programu (5.20) stanowi zawartoSC pliku ourput otrzymane-
go z programu 5.5. Tablica 5.3. zawiera teksty komunikatéw o btedach

odpowiadajace numerom bledéw z programu 5.5.

TABLICA 5.3
Komunikaty o bledach z kompilatora PL/0

. Uzy] = zamiast ‘=

Po = powinna wystapi¢ liczba

. Po identyfikatorze powinno wystapi¢ =

Po const, var, procedure powinien wystapi¢ identyfikator
. Brakuje przecinka lub $rednika

Niepoprawny symbol po deklaracji procedury
Spodziewana instrukcja

. Niepoprawny symbol po czgéci instrukcyjnej bloku
. Spodziewana kropka

. Brakuje $rednika miedzy instrukcjami

. Niezadeklarowany identyfikator

R

=5

12. Przypisanie wartosci procedurze lub stalej jest niedozwolone
13. Spodziewany operator przypisania ‘=

14. Po call powinien wystapi¢ identyfikator

15. Wywolanie stalej lub zmiennej nie ma sensu

16. Spodziewany then

17. Spodziewany §rednik lub end

18. Spodziewany do

19. Niepoprawny symbol wystepuje po instrukcji

20. Spodziewany operator relacyjny

21. Identyfikator procedury nie moze wystapi¢ w §rodku wyrazenia
22. Brakuje prawego nawiasu

23. Symbol ten nie mozZe wystapi¢ po czynniku

24. Wyrazenie nie moze zaczaé si¢ od tego symbolu

. Za duza liczba

[ B
Ln
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Podany ponizej program (5.20) otrzymano z programéw (5.14)—(5.16) przez

wprowadzenie do nich bledéw syntaktycznych.

const m=7, n=835
yar x, v, 4, q, s
15
T-3

procedure mnoz;
var a, b
begin a:=u; b:=y; 2:=0
15
111
while & > 0 do
110
begin
if odd b do z:= z+a;
T16
119
a:=2a,b:=b/2,
123
end
end,;
procedure dziel
var w;
15
const dwa=2, trzy:=3;

17
11

begin r=x; g:=0; w:=y;
113
124

while w < r do w:= dwax*w;

while w >y

begin g:= (2%q; w:= w/2);

118
122

if w < r then

begin r:=r—w gq:=q+1

end
end
end;

(5.20)
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procedure nwd,
var f, g;
begin f:=x; g:=y
while f# ¢ do
117
begin if f < g then g:= g—f,
if g < fthen f:=f—g;
gi=f
end;
begin
xi=m; y:= n; call mndz;
x:=25; y:= 3; call dziel,
x:= 84; y:= 36; call nwd,
call x; x:= nwd; nwd=x

115
121
T12
113
124
end.

117

15

(87

PROGRAM NIEDOKONCZONY

5. STRUKTURY JEZYKOWE 1 KOMPILATORY

(5.20)

Jasne jest, ze zaden schemat translacji, ktéry z rozsadna efektywnoscia
analizuje zdania poprawne, nie bedzie jednocze$nie zdolny do przetwarzania
w sensowny sposéb wszystkich mozliwych konstrukcji niepoprawnych. Kazdy
schemat o rozsadnych kosztach realizacji bedzie dziatal w spos6b niezadowalaja-
cy dla pewnych konstrukcji niepoprawnych. Dobry kompilator powinien mie¢

jednak nastgpujace wiasnoSci:

(1) zaden ciag wejsciowy nie powinien doprowadzi¢ do przerwania dzialania

programu kompilatora;

(2) wszystkie konstrukcje, ktére w my$] definicji jezyka sa nielegalne, powinny
byé wykryte i zaznaczone na wydrukowanym tekscie programu;

(3) biedy pojawiajace sie wzglednie czgsto, bedace autentycznymi pomytkami
programisty (przeoczenia i nieporozumienia) sa wlasciwie diagnozowane
i nie powoduja zadnych dalszych potknigé kompilatora (tzw. falszywych

komunikatéw o bledach).

Omawiany schemat dziata w stopniu zadowalajacym, aczkolwiek w wielu
miejscach mozna by prébowa¢ usprawnic jego dzialanie. Zaleta jego jest to, ze zo-
stal zbudowany w systematyczny sposéb na podstawie kilku podstawowych regut.
Reguly te zostaly jedynie uzupeinione pewnymi ustaleniami dotyczacymi paramet-
réw, wynikajacymi z do§wiadczen zdobytych przy praktycznym uzywaniu jezyka.
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5.4, REAGOWANIE NA BLEDY SKLADNIOWE
PROGRAM 5.5
Analizator PL/0 z reagowaniem na biedy skladniowe

program PLO(input. output);
{kompilator PL/0, reagowanie na bledy sktadniowe}

label 99;

const Isz = 11; {liczba stow zastrzezonych}
tmax = 100;  {dlugos¢ tablicy identyfikatoréw}
cmax = 14; {maksymalna liczba cyfr w liczbach}
al = 10; {dlugosc identyfikatoréw}

type symbol =
(:aden, ident, liczba, plus, minus, razy, dziel, oddsym, réwne, rozne, mniejsze,
mnréwne, wigksze, wréwne, Inaw, pnaw, przec, Srednik, kropka, przypis,
beginsym, endsym, ifsym, thensym, whilesym, dosym, callsym, constsym,
varsym, procsym);
alfa = packed array [1..al] of char;
obiekt = (stata, zmienna, procedura);
zbidrsym = set of symbol,

var ch: char; {ostatni wezytany znak}
sym: symbol; {ostatni wezytany symbol}
id: alfa; {ostatni wezytany identyfikator}

num: integer; {ostatnia wczytana liczba}
Iz: integer;  {licznik znakow}
dw: integer; {dlugosc¢ wiersza}
kk: integer;
wiersz: array [1..81] of char;
a: alfa;
stowo: array [1. .Isz] of alfa;
zsym: array [1. .lsz] of symbol;
ssym: array [char] of symbol;
poczdekl, poczinstr, poczezyn: zhiorsym;
tablica: array [0. .tmax] of
record nazwa: alfa;
rodzaj: obiekt
end,;
procedure blqd(n: integer);
begin writeln(' ': Iz, "T', n: 2);
end {blqd};

procedure fest(s1, s2: zbidrsym; n: integer);
begin if 71 (sym in s1) then
begin biqd(n); s1:= sl +s2;
while —1 (sym in s1) do pobsym
end
end {test};
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procedure blok(tx: integer; fpocz: zbidrsym);
procedure wprowad?(k: obiek);
begin {wprowad: obiekt do tablicy}
txi=1tx + 1;
with tablica [tx] do
begin nazwa:= id; rodzaj:= k;
end
end {wprowadz};

function pozycja(id: alfa): integer;
var [: integer;

begin {znajd? identyfikator id w tablicy}
tablica[0).nazwa: = id; i:= 1x;
while rablica[i]l.nazwa#id do i:=i—1;
pozycja:=i

end {pozycja};

procedure deklstatej;
begin if sym = ident then
begin pobsym;
if sym in [réwne, przypis] then
begin if sym = przypis then blqd(1);
pobsym;
if sym = liczba then
begin wprowadZ(stata); pobsym
end
else biqd(2)
end else biqd(3)
end else bigd(4)
end {delstatej};

procedure deklzmiennej;

begin if sym = ident then
begin wprowadz(zmienna); pobsym
end else bigd(4)

end {deklzmienej};

procedure instrukcja(fpocz: zbiorsym);
var (. integer;
procedure wyrazenie (fpocz: zbidrsym);
procedure skfadnik (fpocz: zbiérsym);
procedure czynnik (fpocz: zbidrsym);
var i: integer;
begin test (poczczyn, fpocz, 24);
while sym in poczczyn do
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begin
if sym = ident then
begin i:= pozcyja(id);
if i = 0 then bigd(11) else
if tablicai). rodzaj = procedura then bfqd (21);
pobsym
end else
if sym = liczba then
begin pobsym;
end else
if sym = Inaw then
begin pobsym; wyrazenie([pnaw]+ fpocz);
if sym = pnaw then pobsym else blqd (22)
end;
test (fpocz, [Inaw], 23)
end
end {czynnik};
begin {skfadnik} czynnik (fpocz+[razy, dziell);
while sym in [razy, dziel] do
begin pobsym; czynnik (fpocz+[razy, dziel])
end
end {sktadnik};
begin {wyrazenie}
if sym in [plus, minus] then
begin pobsym; sktadnik (fpocz + [plus, minus])
end else skfadnik (fpocz+ [plus, minus]);
while sym in [plus, minus] do
begin pobsym; sktadnik (fpocz+[ plus, minus])
end
end {wyrazenie};

procedure warunek (fpocz: zbidrsym),
begin
if sym = oddsym then
begin pobsym; wyrazenie (fpocz),
end else
begin wyrazenie ([rowne, rézne, mniejsze, mnréwne, wigksze, wrowne]
+fpocz);
if 1 (sym in [réwne, rozne, mniejsze, mnrowne, wieksze, wrowne])
then biqd (20) else
begin pobsym; wyrazenie (fpocz)
end
end
end {warunek};
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begin {instrukcja}
if sym = ident then
begin i:= pozycja(id);
if i = 0 then bigd(11) else
if tablica[i].rodzaj # zmienna then biqd (12);
pobsym;, if sym = przypis then pobsym else biqd (13);
wyrazenie (fpocz);
end else
if sym = callsym then
begin pobsym ;
if sym # ident then biqd (14) else
begin i := pozycja (id);
if i = 0 then biqd (11) else
if tablica [i].rodzaj # procedura then blqd(15);
pobsym
end
end else
if sym=ifsym then
begin pobsym; warunek([thensym, dosym] +fpocz);
if sym = thensym then pobsym else blqd (16);
instrukcja (fpocz)
end else
if sym = beginsym then
begin pobsym; instrukcja ([Srednik, endsym] + fpocz);
while sym in [Srednik] + poczinstr do
begin
if sym = Srednik then pobsym else biqd(10);
instrukcja ([Srednik, endsym] + fpocz)
end;
if sym = endsym then pobsym else biqd (17)
end else
if sym = whilesym then
begin pobsym; warunek([dosym]+fpocz);
if sym = dosym then pobsym else blqd(18);
instrukcja (fpocz);
end;
test (fpocz, [ 1, 19)
end {instrukcja};

begin {blok}

repeat
if sym = constsym then
begin pobsym;

repeat deklstatej;
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while sym = przec do
begin pobsym; dekistatej
end;
if sym = Srednik then pobsym else biqd(5)
until sym # ident

end;
if sym = varsym then
begin pobsym;

repeat deklzmiennej;
while sym = przec do
begin pobsym; dekizmiennej
end;
if sym = srednik then pobsym else btqd (5)
until sym #ident;

end;
while sym = procsym do
begin pobsym;

if sym = ident then
begin wprowadz (procedura); pobsym
end
else blgd(4);
if sym = srednik then pobsym else blqd(5);
blok (tx, [Srednik] + fpocz);
if sym = srednik then
begin pobsym; test(poczinstr+ [ident, procsym], fpocz, 6)
end '
else biqd (5)
end;
test (poczinstr + [ident)], poczdekl, T)
until 71 (sym in poczdekl);
instrukcja(|§rednik, endsym]+fpocz);
test (fpocz, [ 1, 8);
end {blok};

begin {program gtéwny}
... nadanie zmiennym warto$ci poczatkowych (zob. program 5.4) ...
lz:=0; dw:=0; ch:=""'; kk:= al; pobsym;,
blok(0, [kropka]+ poczdekl + poczinstr);
if sym # kropka then biqd (9);
99: writeln
end.
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5.10. Maszyna PL/0

Jest istotnie godne uwagi, ze przy opracowywaniu kompilatora PL/0 do tej
pory nic nie wiemy o maszynie, dla ktérej ten kompilator ma produkowac kod
wynikowy. Ale dlaczego struktura maszyny docelowej miataby mie¢ wplyw na
schemat analizy syntaktycznej i na schemat reagowania na bledy? W rzeczywisto-
éci nie powinna mieé zadnego wplywu. Natomiast odpowiedni schemat genero-
wania kodu dla dowolnego koputera powinien by¢ natozony, metoda stopniowego
precyzowania, na program analizatora syntaktycznego. Skoro mamy zamiar to
wiaénie robi¢, to powinni§my precyzyjnie okresli¢ maszyne docelowa.

W celu uproszczenia opisu kompilatora oraz uniknigcia ubocznych rozwazafi
zwiazanych ze szczegOlnymi wlasciwo§ciami rzeczywistej maszyny przyjmiemy
jako maszyne docelowa komputer specjalnie ,,przykrojony” do potrzeb jezyka
PL/0. Maszyna taka w rzeczywistosci nie istnieje; jest to maszyna hipotetyczna.
Nazywaé ja bedziemy maszyna PL/0.

Nie zamierzamy w tym punkcie wyjasnia¢ dokiadnie powod6w przyjecia
takiej wlasnie, a nie innej organizacji maszyny PL/0. Punkt ten nalezy traktowac
jako podrecznik skiadajacy si¢ z intuicyjnego wprowadzenia i z nastepujacej po
nim, szczegdtowej definicji komputera w postaci algorytmu. Formalizacja ta
moze stuzyé jako przyklad dokladnego, algorytmicznego opisu wspotczesnych
maszyn. Algorytm interpretuje sekwencyjnie instrukcje maszyny PL/0 i dlatego
zwany jest interpretatorem.

Maszyna PL/0 skiada si¢ z dwoch rodzajéw pamigci, rejestru instrukcji
i trzech rejestrow adresowych. Pamigeé programu, zwana kodem, jest wypetnio-
na przez kompilator i pozostaje niezmieniona podczas interpretacji tego kodu.
Mozemy ja wigc traktowaé jako pamieé, z ktérej mozna tylko pobiera¢ informacje.
Pamieé danych S jest zorganizowana jako stos; interpretacja kazdego operatora
arytmetycznego polega na zastapieniu dwoch elementéw na wierzchotku stosu
(argumentéw) wynikiem operacji. Indeks (adres) elementu znajdujacego si¢ na
wierzchotku stosu jest przechowywany w rejestrze wierzchotka stosu 7. Re-
jestr instrukeji / zawiera instrukcje aktualnie interpretowana. Rejestr adresowy
P (licznik instrukeji) okre$la nastgpna instrukcj¢ przeznaczong do interpretacji.

Kazda procedura w jezyku PL/0 moze miec zmienne lokalne. Poniewaz
procedury moga by¢ uaktywniane rekurencyjnie, nie mozna przydziela¢ pamigci
dla zmiennych lokalnych przed wywotaniem procedury. Z tego powodu segmenty
danych poszczeg6lnych procedur sa umieszczane po kolei w pamieci stosowej
S podczas uaktywniania tych procedur. Zakoficzenie realizacji danego wywotania
procedury jest zwiazane ze zwolnieniem pamieci przeznaczonej na jej segment
danych, tzn. elementéw na wierzchotku stosu. Widaé stad, ze stos jest wlaSciwa
struktura dla opisanej strategii przydzielania pamigci. Z kazda procedura jest
zwiazana pewna informacja o niej samej, mianowicie adres wywotlania jej
w programie (tzw. adres powrotu) i adres segmentu danych procedury, z ktorej
zostata ona wywotana. Te dwa adresy umozliwiaja wiasciwa kontynuacje
wykonywania programu po zakoficzeniu dziatania procedury. Adresy te mozemy
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traktowaé jako wewnetrzne lub niejawne zmienne lokalne, umieszczone w seg-
mencie danych wywotanej procedury. Nazywaé je bedziemy adresem powrotu
AP i kaczem (wiazaniem) dynamicznym £D. Poczatek tancucha taczy dynamicz-
nych, tj. adres ostatnio umieszczonego na stosie segmentu danych, jest prze-
chowywany w bazowym rejestrze adresowym B.

Skoro przydzielenie pamigci odbywa si¢ podczas wykonania programu
(interpretacji), to kompilator nie moze umieszczaé adreséw absolutnych w gene-
rowanym kodzie. Znajac jednak adresy zmiennych wewnatrz segmentu danych,
kompilator moze generowaé adresy wzgledne. Interpretator, wyliczajac adres
zmiennej, do adresu bazowego odpowiedniego segmentu danych musi dodac
adres zmiennej w segmencie, tzw. przesuniecie. Jezeli zmienna jest lokalna dla
procedury aktualnie interpretowanej, to adres bazowy znajduje si¢ w rejestrze B.
W przeciwnym razie w celu wyznaczenia adresu bazowego nalezy zejS¢ po
tanicuchu segmentéw danych, Kompilator moze znaé jednak tylko statyczna
diugos¢ Sciezki prowadzacej do segmentu potrzebnej procedury, podczas
gdy tancuch dynamiczny reprezentuje dynamiczng histori¢ uaktywnief pro-
cedur. Niestety jednak, Sciezka statyczna i $ciezka dynamiczna nie muszg si¢
pokrywac.

Zatézmy na przyklad, Ze procedura A wywotuje procedurg B zadeklarowana
jako lokalna dla A, B wywotuje C (lokalng dla B) oraz procedura C wywotuje
B (rekurencyjnie). Bedziemy mowié, ze A jest zadeklarowana na poziomie 1, Bna
poziomie 2, C na poziomie 3 (zob. rys. 5.7). Jezeli w procedurze B odwolujemy sie
do zmiennej a zadeklarowanej w A, to kompilator wie, ze réznica pozioméw
miedzy B i A wynosi 1. Schodzac jednak po tafcuchu dynamicznym o jeden
poziom nizej, uzyskaliémy dostep do zmiennej lokalnej dla procedury C!

tD AP ts

zmienne lokalne
dia A

zmienne lokalne
dla B
C -

P I

zmienne lokalne
dlaC

zmienne lokalne
dla B

]

RYSUNEK 5.7
e~ Stos maszyny PL/0
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Zrozumiate jest wigc, ze potrzebny jest drugi taficuch, umozliwiajacy
w takich sytuacjach wiasciwe fyczenie segmentéw danych. Nazywac go bedzie-
my laricuchem statycznym, a pojedyncze wiazanic faficucha — taczem statycz-
nym £S5,

Adresy beda wigc generowane jako pary liczb wskazujacych statyczng
réznice pozioméw i wzgledne przesuniecie wewnatrz segmentu danych. Za-
ktadamy, ze w kazdym stowie pamigci danych mozemy przechowywac jeden
adres lub jedna liczbg catkowita.

Zbiér rozkazéw maszyny PL/0 jest dopasowany do wymagar jezyka PL/0.
Zawiera on nastepujace rozkazy:

(1) rozkaz umieszczania liczby (stalej) na wierzchotku stosu (STA);

(2) rozkaz pobierania wartoci zmiennej i tadowania jej na wierzcholek stosu
(LAD);

(3) rozkaz pamigtania (PAM) odpowiadajacy instrukcji przypisania;

(4) rozkaz uaktywniania podprogramu (PRO), odpowiadajacy wywolaniu pro-
cedury;

(5) rozkaz przydzielania pamigci na stosie (PRZ) przez zwigkszenie wartoSci
rejestru 75

(6) rozkazy bezwarunkowego (SKB) i warunkowego skoku (SKW), uzywanego
w instrukcjach if i while;

(7) rozkazy realizujace operatory arytmetyczne i relacyjne (OPR).

Wzorzec rozkazu jest okreSlony przez jego sktadowe: kod realizowane;j
czynnosci cz i parametr skiadajacy sig zdwoch czgsei (zob. rys. 5.8). W zaleznosci
od kodu czynnosci ¢z parametr okresla: tozsamos¢ operatora (OPR), liczbe (STA,
PRZ), adres w programie (SKB, SKW, PRO) lub adres w danych (LAD, PAM).

o J RYSUNEK 5.8

= |
[ | P Wrzorzec rozkazu

Szczegdly dziatania maszyny PL/0 mozna znaleZ¢ w procedurze interpretuj,
stanowiacej czgé¢ programu 5.6, Program ten powstal z pofaczenia petnego
kompilatora i interpretatora we wsp6lny system, ktory tumaczy, a nastepnie
wykonuje programy w jezyku PL/0. Czytelnikowi proponujemy jako ¢wiczenie
modyfikacje tego programu w taki sposob, aby generowat on kod dla istniejacego
w rzeczywistosci komputera. Otrzymane przy tym powickszenie programu
kompilatora moze stanowi¢ pewng miar¢ adekwatnosci wybranego komputera do
realizacji naszego zadania.

Nie ulega watpliwosci, Ze organizacj¢ opisanej maszyny PL/0 mozna tak
rozbudowaé, aby pewne operacje byly wykonywane efektywniej. Jednym
7z mozliwych przykladéw jest wyboér innego mechanizmu adresowania. Przed-
stawione rozwiazanie zostalo wybrane z powodu jego wewnetrznej prostoty,
a takze dlatego, ze wszelkie jego ewentualne usprawnienia musza bezwzlednie na
nim opieraé si¢ i z niego wychodzic.
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5.11. Generowanie kodu wynikowego

Kompilator thtumaczy pojedyncze rozkazy na podstawie ich kodéw czynnosci
i parametrow bedacych liczbami lub adresami. Podczas przetwarzania deklaracji
statych, zmiennych i procedur kompilator kojarzy warto§ci parametrow rozkazow
z odpowiednimi identyfikatorami. Z tego tez wzgledu tablicg zawierajacy
identyfikatory rozszerza si¢ o zwiazane z kazdym z nich atrybuty. Jesli
identyfikator oznacza stala, to jego atrybutem jest wartos¢ statej; jeSli iden-
tyfikator oznacza zmienna, to jego atrybutem jest adres zmiennej skladajacy si¢
7 wartoéci przesunigcia i poziomu; jezeli identyfikator oznacza procedure, to jego
atrybutami sa: adres wejécia do procedury i poziom procedury. Odpowiednie
rozszerzenie deklaracji zmiennej tablica pokazano w programie 5.6. Jest to godny
uwagi przyktad stopniowego precyzowania (czy wzbogacania) deklaracji danych
jednoczesnie z precyzowaniem czgSci instrukcyjnej programu.

Wartosci stalych wystepuja bezposrednio w tekscie programu, okreSlenie
adresow jest natomiast jednym z zadaf kompilatora. Jezyk PL /0 jest dostatecznie
prosty na to, aby sekwencyjne przydzielanie pamieci dla zmiennych i rozkazow
programu przebiegato w sposob oczywisty. Przetworzenie kazdej deklaracji
sprowadza sig zatem do zwickszenia licznika adresow danych o 1 (kazda zmienna,
zgodnie z definicja maszyny PL/0, zajmuje jedno stowo pamigci). Z chwila
rozpoczecia kompilacji nowej procedury licznikowi adres6w danych dx nadaje sig
warto§é¢ poczatkowa. Poniewaz segment danych sklada si¢ wtedy tylko z trzech
zmiennych wewnetrznych AP, £D i £S (zob. p. 5.10), wiec wartos¢ poczatkowa dx
jest rowna 3. Wyznaczenie atrybutéw identyfikatorow odbywa si¢ w procedurze
wprowad?, stuzacej do wprowadzania nowych identyfikatoréw do tablicy.

Po zapewnieniu bezposredniego dostepu do atrybutoéw argumentow genero-
wanie kodu wynikowego jest juz dos§¢ proste. Stosowa organizacja maszyny PL/0
sprawia, Ze istnieje praktycznie wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é migdzy
argumentami i operatorami jezyka Zrodiowego a rozkazami w programie
wynikowym. Kompilator musi jedynie wykonac odpowiednie przejscie do notacji
przyrostkowej. W notacji przyrostkowej operatory wystepuja zawsze po argumen-
tach — w odréznieniu od popularnej notacji wrostkowej, w ktorej operatory
wystepuja miedzy argumentami. Notacja przyrostkowa jest takie nazywana
notacja polska (autorem jej byt Polak J. Lukasiewicz) lub notacjq beznawiasowq
(nawiasy w tej notacji sa zbyteczne). Przyklady odpowiednio$ci migdzy notacja
przyrostkowa i notacja wrostkowa pokazano w tabl. 5.4 (zob. réowniez p. 4.4.2).

TABLICA 54

Przyklady wyrazen w notacji wrostkowej i przyrostkowej
Notacja wrostkowa Notacja przyrostkowa

x4y xy+

(x—y)+z xy—z+

x—(y+z) Xyz+—

x# y+z)Ew XYz ww
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Prosta metode przejScia do notacji przyrostkowej pokazano w procedu-
rach wyrazenie i sktadnik w programie 5.6. Istota tej metody polega jedynie na
op67nieniu transmisji operatora arytmetycznego. Czytelnik powinien sprawdzic,
7e w prezentowanym ukladzie procedur dokonujacych rozbioru uwzgledniono
wiasciwa interpretacje przyjetych zwyczajowo regul pierwszefistwa réznych
operatorow.

Nieco bardziej skomplikowana jest translacja instrukcji warunkowych
i iteracyjnych. W tym przypadku trzeba generowaé rozkaz skokéw, dla ktérych
adres skoku nie jest jeszcze znany. Jezeli zalezy nam na Scisle sekwencyjnym
generowaniu rozkazéw (do pliku wyjsciowego), to jest konieczne stosowanie
kompilatora dwuprzebiegowego. Zadaniem drugiego przebiegu translacji bedzie
uzupelnienie rozkaz6éw skoku obliczonymi adresami. Alternatywne rozwiazanie
zastosowane w naszym kompilatorze polega na umieszczaniu rozkazo6w w tablicy
przechowywanej w pamigci operacyjnej. Metoda ta pozwala uzupetnic brakujace
adresy, skoro tylko sq znane.

Jedyna dodatkowa operacja, jaka nalezy wykona¢ dla rozkazu skoku do
przodu, jest zapamigtanie miejsca wystapienia tego rozkazu, tj. jego indeksu
w pamieci programu. Indeksu tego uzywa si¢ pdzniej w celu lokaliza-
cji niepelnego rozkazu. Szczegbly mozna znalezé w programie 5.6 (zob.
procedury przetwarzajace instrukcje if i while). Uktad kodu wynikowego
produkowanego dla instrukc;ji if i while jest nastepujacy (L11L2 oznaczaja adresy
w kodzie):

if W then / | while W do [
kod wynikowy dla warunku W | L1: kod wynikowy dla warunku W
SKW L1 SKW L2
kod wynikowy dla instrukcji / kod wynikowy dla instrukcji I
% SKB LI
LZ: ..

Dla wygody wprowadzimy pomocnicza procedure gen. Jej zadaniem jest
przettumaczenie i wyprowadzenie rozkazu zgodnie z jego trzema parametrami.
Zwicksza ona réwniez licznik rozkazéw [r wyznaczajacy adres nastgpnego

wyprowadzanego rozkazu.

Ponizszy przykiad przedstawia program wynikowy otrzymany w wyniku
kompilacji procedury mndz (5.14). Komentarze po prawej stronie maja jedynie
charakter objasniajacy.

Program wynikowy odpowiadajacy procedurze 5.14
2 REZY O przydzielenie pamieci dla faczy i zmiennych lokalnych
3 tAD 13 P
4 PAM 0,3 a
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5 tAD 1,4 y
6 PAM 0,4 b
7 STA 0,0 0
8 PAM l; 5 z
9 tAD 0,4 b
10 STA 0,0 0
11 OPR 012 =
12 SKW 0,29
13 tAD 0.4 b
14 OPR 0,7 testowanie nieparzystosci
15 SKw 0,20
16 tAD 1,5 Z
17 tAD 0,3 a
18 OPR 0,2 4
19 PAM 1,:5 z
20 STA 0, 2 2
21  tAD 0,3 a
22 OPR 0,4 %
23 PAM 0,3 a
24 tAD 0,4 b
25 STA : 0,2 2
26 OPR 0,5 /
27 PAM 0,4 b
28 SkB 0,9
29 OPR 0,0 powr6t

Wiele zagadniefi zwiazanych z kompilacja jezk6éw programowania ma
charakter bardziej zlozony niz te, ktore przedstawiliémy podczas omawiania
kompilatora jezyka PL/0 dla maszyny PL/0 [5.4]. O wickszosci z nich trudno jest
méwi¢ w rownie gladki sposéb, jak w przypadku omawianego kompilatora.
Czytelnik prébujacy wzbogacic ten kompilator albo przez rozszerzenie jezyka
programowania, albo przez wprowadzenie bardziej ,zyciowego” komputera,
przekona si¢ szybko o stusznosci tego stwierdzenia. Niemniej jednak przed-
stawione w niniejszym rozdziale podstawowe podejscie do projektowania
ztozonych programéw okazuje si¢ stuszne, a przy rozwazaniu problemow bardziej
wymyslnych i zlozonych metoda ta okaze sie nawet bardziej wartoSciowa.
W rzeczywistoSci metode tg zastosowano Z powodzeniem przy realizacji
kompilatoréw o duzych rozmiarach [5.1] 1 [5.9].
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PROGRAM 5.6
Kompilator jezyka PL/0

program PLO (input, output);
(kompilator PL/0 tqcznie z generowaniem kodu wynikowego
L

label 99;

const [sz=11; {liczha stow zastrzezonych}
tmax=100; {dtugos¢ tablicy identyfikatorow}
cmax=14; {maksymalna liczba cyfr w liczbach}
al=10; {dtugos¢ identyfikatorow}
amax=2047; {maksymalny adres}
pozmax=3;  {maksymalna glebokoS¢ zagniezdzenia blokiw}

rmax=200;  {dtugos¢ tablicy z rozkazami kodu wynikowego }
type symbol=

(zaden, ident, liczba, plus, minus, razy, dziel, oddsym, roéwne, roine,
mniejsze, mnréwne, wigksze, wrowne, lnaw, pnaw, przec, Srednik, kropka,
przypis, beginsym, endsym, ifsym, thensym, whilesym, dosym, callsym,
Constsym, varsym, procsynt);
alfa=packed array [1..al] of char;
obiekt = (stata, zmienna, procedura);
zbicrsym =set of symbol,
czynnosci= (sta, opr, tad, pam, pro, prz, skb, skw);
rozkaz = packed record

cz: czynnosci; {kod czynnosci}

p: 0..pozmax; {poziom}

a: 0..amax; {przesuniecie)

end;

{STA 0, a : taduj stalq a

OPR 0, a : wykonaj operacje a

LAD p, a: faduj zmienng p, a

PAM p, a : pamigtaj zmienng p, a

PRO p, a : wywotaj procedure a na poziomie p
PRZ 0, a : zwieksz t-rejestr o a

SKB 0, a : skocz bezwarunkowo do a
SKW 0, a : skocz warunkowo do a}

var ch: char; {ostatni wezytany znak}
sym: symbol;  {ostatni wezytany symbol}
id: alfa; {ostatni wezytany identyfikator}
num: integer; {ostatnia wezytana liczba}
lz: integer, {licznik znakéw}
dw: integer;  {dlugos¢ wiersza}
kk: integer,;
Ir: integer; {licznik rozkazow}

wiersz: array [1..81] of char;
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a: alfa;
kod: array [0..rmax] of rozkaz;
stowo: array [1..Isz] of alfa;
zsym: array [1..Isz] of symbol;
ssym: array [char] of symbol,
mnem: array [czynnosci] of
packed array [1..5] of char;
poczdekl, poczinstr, poczezyn: zhidrsym;
tablica: array |0..tmax] of
record nazwa: alfa;
case rodzaj: obiekt of
stata: (wartos¢: integer);
zmienna, procedura: (poziom, adr: integer)
end;
btedy: boolean,

procedure biqd(n: integer);
begin writeln(’ **** o z—1,"1", n: 2); bledy: = true
end {blqd};

procedure pobsym;
var i, J, k: integer;
procedure pobznak;
begin if lz=dw then
begin if eof(input) then
begin write( PROGRAM NIEDOKONCZONY'); goto 99
end;
dw:=0; Iz:= 0; write(Ir: 5, Y
while 71 eol(input) do
begin dw:= dw+1; read(ch); write(ch); wiersz[dw]:= ch
end;
writeln; dw:= dw+1; read(wiersz[dw])
end;
lz:=lz+41; ch:= wiersz[lz]
end {pobznak};

begin {pobsym}
while ch=' ' do pobznak;
if chin [A’..'Z'] then
begin {identyfikator lub stowo zastrzezone} k:=0;
repeat if k <al then
begin k= k+1; alk] = ch
end;
pobznak
until 71 (ch in ['A"./Z',70"./9']);

359
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if k=kk then kk:= k else
repeat alkk]: =" ', kk:=kk—1
until kk=k;
idi=a; i:=1; ji=Isz;
repeat k:= (i+)) div 2;
if id<stowolk] then j:=k—1;
if id = stowo[k] then i:= k+1
until i >j;
if i—1>j then sym:= zsym[k] else sym: = ident
end else
if ch in ['0'..9'] then
begin {liczba} k=0; num:= 0; sym:= liczba;
repeat num:= 10%num+ (ord(ch)—ord('0));
k:=k+1; pobznak
until 71 (¢h in ['0°..'9']);
if k> cmax then bigd(30)
end else
if ch="" then
begin pobznak;
if ch="=" then
begin sym: = przypis; pobznak
end else sym:= zaden;
end else
begin sym:= ssym|ch]; pobznak
end
end {pobsym};

procedure gen(x: czynnosci; y, z: integer);
begin if /r>rmax then
begin write('ZA DLUGI PROGRAM’); goto 99
end;
with kod|[lr] do
begin czi=x; pi=y,a:=z2
end;
Iri=1Ilr+1
end {gen};

procedure rest(sl, s2: zbiérsym; n: integer);
begin if 1 (sym in s1) then
begin biqd(n); s1:= s1 +s2;
while 71 (sym in s1) do pobsym
end
end {rest};
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procedure blok( poz, tx: integer; fpocz: zbiorsym);

var dx: integer; {indeks segmentu danych}
tx0: integer, [poczatkowa warto$¢ indeksu tx}
Ir0: integer, {poczatkowa wartos$¢ licznika Ir}

procedure wprowadZ(k: obiekt);
begin {wprowad? obiekt do tablicy}

o= x4 1;

with tablicaltx] do

begin nazwa: = id; rodzaj = k;

case k of
stata: begin if num > amax then
begin blqd(31); num:= 0 end;
wartosc = nium

end;
zmienna: begin poziom:= poz; adr:= dx; dx .= dx+1;
end;
procedura: poziom:= poz
end
end

end {wprowadZ};

function pozycja(id: alfa): integer,
var i integer;

begin {znajd? identyfikator id w tablicy}
tablica [0).nazwa = id; i:= tx;
while rablica [i].nazwa # id do i:=i—1,;
pozycja =i

end {pozycja};

procedure deklstatey;
begin if sym=ident then
begin pobsym;
if sym in [rdwne, przypis] then
begin if sym = przypis then bfqd(1);
pobsym;
if sym =liczba then
begin wprowadi(stata); pobsym
end
else btqd(2)
end else bfqd(3)
end else biqd(4)
end {deklstatej};
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procedure deklzmienney;

begin if sym =ident then
begin wprowadZ(zmienna); pobsym
end else biqd(4)

end {deklzmiennej};

procedure drukujkod,
var I: infeger,
begin {drukuj program wyprodukowany dla aktualnego bloku)
for i:=[r0 to [r—1 do
with kod[i] do
writeln(i, mnem [cz]: 5, p: 3, a: 5)
end {drukujkod};

procedure instrukcja( fpocz: zbidrsym);
var i, Irl, [r2: integer;

procedure wyrazenie( fpocz: zbiorsym),
var opaddyt: symbol,

procedure sktadnik(fpocz: zbidrsym);
var opmult: symbol,

procedure czynnik( fpocz: zbidrsym);
var i: integer;
begin rest( poczezyn, fpocz, 24);
while sym in poczezyn do
begin
if sym =ident then
begin i: = pozycja(id),
if =0 then blqd(11) else
with tablica [i] do
case rodzaj of
stata: gen(sta, 0, wartosc);
zmienna: gen(tad, poz-poziom, adr);
procedura: btqd(21)
end;
pobsym
end else
if sym = liczba then
begin if num > amax then
begin blqd(31); num:= 0
end;
gen(sta, 0, num); pobsym
end else
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if sym=Inaw then
begin pobsym; wyrazenie([ pnaw]+ fpocz);
if sym =pnaw then pobsym else biqd(22)
end;
test( fpocz, [Inaw], 23)
end
end {czynnik};
begin {sktadnik} czynnik(fpocz + [razy, dziell);
while sym in [razy, dziel] do
begin opmult:= sym; pobsym;
czynnik( fpocz + [razy, dziell);
if opmult=razy then gen(opr, 0, 4)
else gen(opr, 0, 5)
end
end {sktadnik};
begin {wyrazenie}
if sym in [plus, minus] then
begin opaddyt:= sym; pobsym;
sktadnik( fpocz + [plus, minus]);
if opaddyt=minus then gen(opr, 0, 1)
end else skiadnik( fpocz + [plus, minus]);
while sym in [plus, minus] do
begin opaddyt:= sym; pobsym;
sktadnik( fpocz + [plus, minus]);
if opaddyt = plus then gen(opr, 0, 2) else gen(opr, 0, 3)
end
end {wyrazenie};

procedure warunek(fpocz: zbidrsym);
var oprel: symbol,
begin
if sym=oddsym then
begin pobsym; wyrazenie( fpocz); gen(opr, 0, 6)
end else
begin wyrazenie([rowne, rizne, mniejsze, wieksze, mnrdwne, wréwnel|
+fpocz);
if 1 (sym in [réwne, rdzne, mniejsze, wigksze, mnrowne, wrowne|)
then biqd(20) else
begin oprel:= sym; pobsym; wyrazenie( fpocz);
case oprel of
rowne: gen(opr, 0, 8);
réine: gen(opr, 0, 9);
mniejsze:  gen(opr, 0, 10);
wréwne:  gen(opr, 0, 11);
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wieksze: gen(opr, 0, 12);
mnréwne: gen(opr, 0, 13);
end
end
end
end {warunek};

begin {instrukcja}
if sym =ident then
begin i:= pozycja(id),
if i=0 then blqd(11) else
if tablica [i].rodzaj # zmienna then
begin {przypisanie wartosci nie zmiennej} biqd(12); i:=0
end;
pobsym; if sym=przypis then pobsym else btad(13);
wyrazenie( fpocz);
if i # 0 then
with tablica[i] do gen( pam, poz-poziom, adr)
end else
if sym=-callsym then
begin pobsym;
if sym # ident then biqd(14) else
begin i:= pozycja(id),
if i=0 then biqd(11) else
with tablicali] do
if rodzaj = procedura then gen( pro, poz-poziom, adr)
else biqd(15);
pobsym
end
end else
if sym=ifsym then
begin pobsym; warunek([thensym, dosym] + fpocz);
if sym = thensym then pobsym else blqd(16);
Irl := lr; gen(skw, 0, 0);
instrukcja( fpocz); kodllrl].a:=Ir
end else
if sym=beginsym then
begin pobsym; instrukcja([Srednik, endsym] + frocz);
while sym in [Srednik] + poczinstr do
begin
if sym = srednik then pobsym else biqd(10);
instrukcja([Srednik, endsym] + fpocz)
end;



5.11. GENEROWANIE KODU WYNIKOWEGO

if sym = endsym then pobsym else biqd(17)

end else

if sym =whilesym then

begin /r1:= Ir; pobsym; warunek([dosym] + fpocz),
Ir2:= lr; gen(skw, 0, 0);
if sym=dosym then pobsym else blqd(18);

instrukcja( fpocz); gen(skb,0, Irl); kod [lr2].a:= Ir

end;
test(fpocz, | 1, 19)

end [instrukcja};

begin [blok] dx: = 3; tx0:= 1x;
tablica |tx].adr:= Ir; gen(skb, 0, 0);
if poz > pozmax then blqd(32);
repeat
if sym=constsym then
begin pobsym,
repeat deklstalej,
while sym=przec do
begin pobsym; deklstatej
end;
if sym = srednik then pobsym else biqd(5)
until sym # ident
end;
if sym =varsym then
begin pobsym;
repeat deklzmiennej,
while sym =przec do
begin pobsym; deklzmiennej
end,;
if sym=srednik then pobsym else blqd(5)
until sym # ident;
end;
while sym = procsym do
begin pobsym;
if sym = ident then
begin wprowad?( procedura); pobsym
end
else biqd(4);
if sym = srednik then pobsym else blqd(5);
blok( poz+ 1, tx, |srednik] + fpocz);
if sym=srednik then

begin pobsym; test( poczinstr + [ident, procsym), fpocz,6)

end

365
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else biqd(5)
end;
test(poczinstr + [ident], poczdekl, 7)
until 71 (sym in poczdekl);
kod [tablica [tx0].adr].a:= Ir;
with tablica [tx0] do
begin adr: = Ir; {adres poczatkowy kodu}
end;
Ir0:= Ir; gen(alo, 0, dx);
instrukcja([Srednik, endsym] + fpocz),
gen(opr, 0, 0); {powrdt}
test(fpocz, [ 1, 8);
drukujkod,
end {blok};

procedure interpretuj,
const diugstosu= 500,
var p, b, t: integer; {rejestry: programowy, bazowy, stosowy}
i: rozkaz; {rejestr rozkazu}
s: array [1..dtugstosu] of integer; {stos — pamiec z danymi}

function baza(p: integer): integer;
var bl: integer,
begin b1:= integer; {znajdZ baz¢ segmentu lezqcego p poziomoéw nizej}
while p > 0 do
begin bl:= s [b1]; p:=p—1
end;
baza:-= bl
end {baza};

begin writeln( POCZATEK INTERPRETACJI");
ti=0; b= l; p=10;
s[1]:=0; s[2]:=0; s[3]:=0;
repeat i:= kod[pl; p:=p+1;
case Lcz of
sta: begin t:=t+1; s[t]:= La
end;
opr: case i.a of {operator}
0: begin {powrdt}
tr=b—1; pi=slt+ 3]s b:=slt + 2];
end;
1: s[t]:= —slt];
2: begin t:=t—1; s[t]:=s[t] + [t + 1];
end;
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3: begin t:=t—1; s[t]:= s[t] — s[t + 1]

end;

4: begin t:=t—1; s[t]:= s[t] st + 1]
end;

5: begin t:= r—1; s[t] = s[t]div s[t + 1]
end;

6: s[t]:= ord(odd(s[t]));
8: begin t:=1—1; s[t]:= ord(s[t] = s[t + 1])

end;
9: begin r:=t—1; s[t]:= ord(s[t] # s[t + 1])
end;
10: begin t:=t—1; s[f]:= ord(s[t] < s[t + 1])
end;
11: begin t:= t—1; s[t] := ord(s[t] = s[t + 1])
end;
12: begin t:= t—1; s[t]:= ord(slt] > s[t + 1])
end;
13: begin 1:=r—1; s[t]:= ord(s[1] < s[t + 1])
end;
end;
tad: begin t:= t+1; s[f]: = s[baza(i.p) + i.a]
end;
pam:  begin s|baza(i.p) + i.a]:= s[t]; writein(s[t]); 1:=1—1
end;

pro:  begin {nowy blok}
slt+1]:= baza(i.p); slt+2]:=b; s[t+3]:=p;
b:= I+l; pi= La

end;

pra t:=t+1La;

skb:  pi=ia;

skw:  begin if s[t] =0 then p:= ia; t:=1—1
end

end {case}

until p=0
write( KONIEC INTERPRETACJI');

end {interpretuj};

begin {program gléwny}
for ch:='A’ to ";’ do ssym[ch]:= zaden;
stowo|1]:="BEGIN ';  stowo[2]:= "'CALL :
stowo[3]:= 'CONST ;  stowo[4]:= DO s
stowo[5] = 'END " slowo[6].=IF
stowo|7]: = 'ODD " stowo[8]:= 'PROCEDURE
stowo[9]:= 'THEN ';  stowo[10]:= VAR b
stowo[11]:= 'WHILE ;
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zsym[1]:= beginsym; zsym[2]: = callsym;
zsym[3]:= constsym; zsym[4]: = dosym;,
zsym[3]: = endsym; zsym|6]:= ifsym;
zsym[7]: = oddsym; zsym[8] = procsym;
zsym|9]: = thensym; zsym[10]: = varsym;
zsym[11]:= whilesym;

ssym['+']:= plus; ssym['—']: = minus;
ssym|'#']: = razy; ssym['/]: = dziel,
ssym['(']:= Inaw; ssym[')']:= pnaw;
ssym['="]:= réwne; ssym|',"]: = przec;
ssym['.'): = kropka; ssym[' #']:= roine;
ssym[’ <']:= mniejsze; ssym[' >"]:= wigksze;

ssym[' <']:= mnréwne; ssym[' =']: = wrowne;
ssym[';']: = Srednik;

mnem|sta]:= 'STA'; mneml|opr]:= 'OPR’;
mnem[tad]:= "LtAD’; mnem[pam]:= "PAM’;
mnem|pro]:='PRO’; mneml|alo]:= '"PRZ’;

mnem|[skb]:= 'SKB'; mnem[skw]:= 'SKW';

poczdekl: = [constsym, varsym, procsym);

poczinstr:= [beginsym, callsym, ifsym, whilesym];

poczezyn: = lident, liczba, Inawl;

page(output); bledy:= false;

lz:=0; Ir:=0; dl:=0; ch-=""; kk:= al; pobsym;

blok(0, 0, [kropka] + poczdekl+ poczinstr);

if sym #kropka then btad(9);

if biedy then write('BLEDY W PROGRAMIE PL/0’) else interpretuj;
99 : writeln;
end.

Cwiczenia

5.1
Rozwazmy nastepujaca skiadnie:

Su=A

A ::= B |if A then A else A
B::=C|B+C| +C
C::=D|C*D|*D
D::=x|(4A) |-D

Ktére symbole sa koficowe, a ktére pomocnicze? Okresl zbiory pierw (X) i nast (X) dla
kazdego symbolu pomocniczego X. Skonstruuj ciag bezposrednich wyprowadzefi dla
nastepujacych zdafi:
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X+ x

(x +x)=(+—x)

(x#— +2x)

if x + x then x=x else —x

if x then if —x then x else x+x else xx*x
if —x then x else if x then x + x else x

5.2
Czy gramatyka z ¢wiczenia 5.1 spelnia reguly ograniczajace 1 i 2 dla rozbioru
generacyjnego przy czytaniu z wyprzedzeniem o jeden symbol? Jesli nie, Lo znajdZ skiadnig
réwnowazna, spelniajaca te reguly. Przedstaw t¢ skladnie w postaci diagramu skladni
i w postaci struktury danych zastosowanej w programie 5.3.

5.3
Powtérz éwiczenie 5.2 dla nastgpujacej skladni:
Si:=A
A ::= B |if C then A | if C then A else A
B::=D=¢€
C::=if Cthen Celse C | D

Wskazéwka: w celu zastosowania rozbioru generacyjnego z wyprzedzeniem o jeden
symbol moze okaza¢ si¢ konieczne usunigcie lub zastapienie pewnych konstrukcji
gramatyki innymi.

5.4
Rozwazmy problem rozbioru generacyjnego zdai jezyka o nastgpujacej sktadni:
S=A
A::=B+A|DC
B::=D|D=*B
D ive= x| (C)
Cii= +x| —x

Na podstawie wyprzedzenia o co najwyzej ile symboli bedzie mozna dokonywa¢ rozbioru
zdan, zgodnie z powyzsza skladnia?

5.5
Przeksztalé opis jezyka PL/0 (rys. 5.4) na réwnowazny mu zbiér produkcji w notacji BNF.

5.6
Napisz program okre§lajacy zbiory symboli pierw(S) i nast(S) dla kazdego symbolu
pomocniczego S z danego zbioru produkceji.
Wskazowka: wykorzystaj cze§¢ programu 5.3 do konstrukcji wewnetrznej reprezentaci
sktadni w postaci struktury danych. Nastepnie dziataj na otrzymanej strukturze danych.

5.7
Rozszerz jezyk PL/0 i jego kompilator o nastgpujace konstrukcje:

(a) instrukcje warunkowa postaci
Cinstrukcja) == if {warunek) then {instrukcja)
else {instrukcja)
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(b) instrukcje iteracyjna postaci
Cinstrukcja) ;= repeat (instrukcja) {; (instrukcja)}
until {warunek)

Czy istnicja jakies trudnogcei, ktore mogtyby spowodowat konieczno$¢ zmiany postaci lub
interpretacji pewnych cech jezyka PL/0? Przy rozwazaniu tego problemu nie nalezy
rozszerzaé zbioru instrukcji maszyny PL/O0.

5.8
Rozszerz jezyk PL/0 i jego kompilator o procedury z parametrami. Rozwaz dwa mozliwe

rozwiazania i wybierz jedno z nich do realizacji.

(1) Parametry przekazywane przez wartosé. Parametry aktualne procedury sa wyrazenia-
mi. Warto§ci wyrazefi zostaja przypisane zmiennym lokalnym reprezentowanym
przez parametry formalne wymienione w naglowku procedury.

(2) Parametry prrekazywane przez zmiennq. Parametry aktualne sa zmiennymi. Wywo-
fanie procedury powoduje podstawienie tych parametr6w na miejsce parametrow
formalnych. W realizacji oznacza to przekazanie adresu paramciru aktualnego do
wywotanej procedury i zapamigtanie tego adresu w slowie odpowiadajacym
parametrowi formalnemu. Dostep do parametrow aktualnych jest poéredni (przez
przekazane adresy). Parametry przekazywane przez zmienng pozwalaja odwotywac
sic do zmiennych zadeklarowanych na zewnatrz procedury. Reguly zakresu de-
klaracji moga by¢ wigc zmienione nastepujaco: w kazdej procedurze, w sposéb
bezpo$redni mozemy odwolywa¢ si¢ tylko do zmiennych lokalnych; do zmiennych
nielokalnych odwolujemy si¢ wylacznie przez parametry.

5.9
Rozszerz jezyk PL/0 i jego kompilator o pojecie tablicy. Zal6z, ze zakres indeksow
zmiennej tablicowej @ jest wskazany w jej deklaracji w spos6b nastepujacy:
var a (dolneograniczenie: gorneograniczenie )

5.10
Zmodyfikuj kompilator PL/0 tak, aby generowat kod wynikowy dla komputera, z ktérego

mozesz korzystac.

Wskazéwka: aby uniknaé klopotéw zwiazanych z dobraniem odpowiedniej reprezentacji
programu wynikowego dla programu fadujacego, kompilator powinien generowaé program
w jezku symbolicznym. W pierwszej wersji programu kompilatora nie prébuj op-
tymalizowaé programu wynikowego, np. ze wzlgedu na uzycie rejestréw. Ewentualne
optymalizacje powinny by¢ uwzglednione w czwartym kroku stopniowego precyzowania
programu kompilatora.

5.11
Rozszerz program 5.5 do programu o nazwic . fadnydruk”. Zadaniem programu ,.fadny-

druk” bedzie czytanie tekstu w jezyku PL/0 i drukowanie go w postaci odzwierciedlajacej
strukture programu za pomoca odpowiedniego rozdzielania wierszy i stosowania wcieé. Na
poczatku, na podstawie struktury syntaktycznej jezyka PL/0 okredl dokladne reguly
rozdzielania i wcinania; nastepnie wprowadZ w Zycie te reguly przez odpowiednie
natozenie instrukcji pisania na program 5.5 (usuwajac oczywiscie instrukcje pisania
z analizatora leksykalnego).
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Dodatek A

7Zbior znakow ASCII

V_
¥
[
(o]
(%]
'S
h
(=,
~J]

0 nul dle 0 @ P p
1 soh del ! 1 A Q a q
2 stx dc2 4 2 B R b r
3 etx dc3 # 3 C S c s
4 eot dc4 $ 4 D i d t
5 enq nak %o 5 E U e u
6 ack syn & 6 F Vv f v
7 bel etb 7 G w g w
8 bs can ( 8 H X h X
9 ht em ) 9 1 Y i y
10 If sub # : J Z j z
11 vt esc + : K [ k {
12 ff fs , o I \ I [
13 cr gs - = M ] m }
14 SO rs ; > N 1 n ~
15 si us / ? 0 - 0 del

Liczbe porzadkowa znaku ch oblicza si¢ na podstawie wartosci jej wsp6irzednych
w tablicy jako
ord(ch) = 16%x+y

Znaki o numerach od 0 do 31 oraz 127 sa tzw. znakami sterujacymi, uzywanymi
przy transmisji danych i sterowaniu urzadzeniami. Znak o numerze 32 jest

odstepem (spacja).



Dodatek B

Diagramy sktadni dla Pascala

Identyfikator ﬁ

Liczba catkowita

bez znaku
Lcij

Liczba bez znaku

.| liczba catkowita . | liczba catkowita
bez znaku syfva R bez znaku

Stata bez znaku identyfikator
N stalej (i
. liczba bez y
znaku

i
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: identyfikator
Stala [ stale] |
L liczba bez
znaku
Zmienna
) identyfikator
zmiennej Y )
| identyfikator i L wyrazenie
pola
identyfikator | |
pola
| (7) J
‘ U
Czynnik | statabez _
N znaku
! = zmienna d
idegﬁ'éﬁmr | wyrazenie

h > wyrazenie
( A
N ~/n:t\ czynnik i

t wyrazenie T—O——» wyrazenie

)
S
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Sktadnik
— czynnik : : ‘ I
czynnik f= !
Wyrazenie proste
+
» sktadnik -
skiadnik = i } !
Wyrazenie
| wyrazenie 4
proste N 4
®
wyrazenie /
proste
Lista parametrow
identy- identyfika- )
fikator tor typu

identy- |
fikator

procedure
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TP ey identyfikator
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