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PRZEDMOWA DO WYDANIA DRUGIEGO

Celem autorow niniejszej ksiazki jest wprowadzenie Czytelnika w dzial
matematyki stosowanej, zwanej metodami numerycznymi. Gwaltowny
rozwoOj techniki obliczeniowe] spowodowal pojawienie si¢ istnej lawiny
metod, umozliwiajacych rozwiazywanie roznorodnych problemow

z dziedziny techniki, medycyny, ekonomii itp. przy uzyciu komputerow.
Nalezy zdawac sobie sprawe z tego, ze w zasadzie kazde bardzie) zlozone
zagadnienie wymaga opracowania indywidualnej metody jego rozwigzywania
na komputerze. Niekiedy jednak roznica uzyte] metody w stosunku do
metody standardowej polega na drobnych pozornie zmianach, takich jak
nietypowe operowanie pamigcia operacyjna, zastosowanie przy pewnych
pomocniczych obliczeniach podwdjnej precyzji, zastosowanie innych testow
zatrzyman. Zmiany takie moga przesadzic na przyktad o mozliwosci
rozwiazania danego zagadnienia za pomoca aktualnie dostepnego komputera.
Bywaja jednak zagadnienia, do ktorych rozwiazania nalezy opracowac
istotnie nowa metode. Powyzsze wzgledy powoduja, iz stosowanie

metod numerycznych jest po trosze sztuka, wymagajaca duzej wprawy.
Autorzy tej ksiazki postawili sobie za cel przedstawienie wybranych dziatow
metod numerycznych w ten sposob, by z jednej strony umozliwic
Czytelnikowi rozwiazywanie typowych zagadnien — rozwiazywanie rownan
rozniczkowych, catkowanie, rozwigzywanie ukladow réwnan algebraicznych
— z drugiej za$ strony przez doktadniejsze omodwienie dziatu algebry liniowe;
umozliwi¢ samodzielne opracowywanie bardziej wyspecjalizowanych metod.
Zakladamy, ze Czytelnik jest obeznany z podstawowymi dziatami
matematyki, jak algebra, teoria funkcji, rachunek rézniczkowy 1 catkowy,
w zakresie podanym w pracach [61], [72]—{74]. Ponadto do wlasciwego
zrozumienia istoty wigkszosci algorytmow niezbedna jest umiejgtnosc
programowania w jezyku Pascal (lub Fortran). W obecnym, drugim wydaniu,
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postaralismy si¢ usuna¢ wszystkie dostrzezone lub zasygnalizowane przez
Czytelnikow bledy 1 niedokladnosci.

Poniewaz od pierwszego wydania mineto ponad 10 lat, a w okresie tym
nastapita prawdziwa rewolucja w sprzecie komputerowym oraz dostgpnym
oprogramowaniu, w obecnym wydaniu wiekszo$¢ przyktadowych
programow zostata przerobiona na jezyk Pascal.

W okresie tym ukazalo si¢ takze na rynku wydawniczym kilka nowych,
cennych pozycji majacych charakter podrecznikow akademickich i ksiazki te
zamiescilismy jako dodatkowe pozycje literatury.

Zenon Fortuna
Bohdan Macukow
Warszawa, w czerwcu 1992 Janusz Wasowski



0.1.

WSTEPNE UWAGI O OBLICZENIACH NUMERYCZNYCH

WLASNOSCI ZAPISU ZMIENNOPOZYCYJNEGO

Aby postugiwaé si¢ maszyna cyfrowa i rozwiazywac za jej pomoca nawet
bardzo zlozone problemy, niekoniecznie trzeba znac jej budowe i sposob
reprezentowania liczb i znakow w tej maszynie. Wielu uzytkownikom
wystarczy znajomo$¢ jakiegos jezyka programowania i sposdb wprowadzania
danych oraz wyprowadzania wynikow. Piszac jednak program, korzystajac
z gotowych algorytmow (procedur), zwlaszcza uktadajac wlasne algorytmy
obliczeniowe, nalezy zna¢ pewne podstawowe dane techniczne uzywane;
maszyny cyfrowej, mianowicie: wielko§¢ pamigci operacyjnej maszyny,
szybko$¢ wykonywania operacji arytmetycznych i logicznych, zakres liczb
dopuszczalnych podczas obliczen oraz doktadnos¢ wykonywania podstawo-
wych dzialan arytmetycznych na liczbach rzeczywistych.

Liczby rzeczywiste x sa zapamictywane w wickszosci wspolczesnych
maszyn cyfrowych w tzw. postaci zmiennopozycyjnej x = M x N, gdzie
M oznacza mantyse liczby x, a W — wyktadnik czgéci potegowej. Podstawa
N czeéci potegowej jest na ogot rowna 2 lub 10, lecz np. w maszynie IBM 360
przyjeto N = 16. W zapisie zmiennopozycyjnym liczba rzeczywista jest wigc
przedstawiana za pomoca dwu grup bitow. Pierwsza grupa, tworzaca mantyse
M, jest interpretowana jako cze$¢ utamkowa; w wigkszosci maszyn cyfrowych
jest spelniony warunek: 1/2 < M < 1. Druga grupa, tworzaca wyktadnik W,
jest interpretowana jako liczba catkowita, przy czym zakres liczb W decyduje
o zakresie liczb rzeczywistych dopuszczalnych w danej maszynie.

Przyklad. Jezeli w zapisie dwojkowym liczbe M okresla S bitdw, a liczbe W trzy bity, przy
czym pierwsze bity oznaczaja znaki tych liczb (liczbg ujemna rozpoczyna bit o wartosci 1), to zapis

x = (1)1101 (0)10
M 14
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oznacza w zapisie dwojkowym liczbe

1 1 0 1
—0,1101 x2t190 = 4 _ 4 Z 4 | x 2t@-2+0:D
(2 4+8+ 16)

czyli w zapisie dziesietnym liczbe —3,25.

(10)

W zapisie zastosowanym w powyzszym przykiadzie mozna utworzyé
tylko niektore liczby dodatnie w zakresie od 0,0625 do 7,5, liczbe 0 i niektore
(10) (10)
liczby ujemne w zakresie od —0,0625 do —7,5. Latwo spostrzec, ze sa liczby
(10) (10)
rzeczywiste, ktorych za pomoca tego zapisu nie mozna doktadnie przedstawié.
Na przyktad liczba x = 0,2 (w zapisie dziesigtnym) ma w zapisie dwojkowym
(10)
nieskonczone rozwinigcie rowne 0,0011(0011)... Najblizsza jej liczba, ktora
(2)
mozna przedstawiC stosujac 5-bitowa mantyse i 3-bitowy wyktadnik, to liczba
x"=(0)1100 (1)10 = 0,001100 = 0,1875, a wiec blgd bezwzgledny |x — x'|
(2) (10)
wynosi 0,0125. Podobnie liczbe — 6,25 mozna najlepiej przyblizyé liczba
(10) (10)
(1)1101 (0)11 = —110,1 = —6,5, z bledem 0,25. Widaé¢ wiec, ze btad ten
2) (10) (10)
silnie zalezy od wielkosci rozpatrywanej liczby. Dlatego wygodniej jest
postugiwac si¢ bledem wzglednym, okreSlonym jako taka liczba ¢/, 7ze x' =
= x (1 + &'). Dla liczby 0,2 uzyskamy wowczas ¢’ = —0,0625, a dla liczby
—6,25 uzyskamy ¢’ = 0,04.

Mozna uzasadni¢, ze |¢'| <& dla dowolnej liczby x mieszczacej sie
w zakresie liczb objetych zapisem, gdzie & jest pewna ustalong liczba
(niezalezna od liczby x), tym mniejsza, im wiecej bitdw przeznaczono na
reprezentowanie mantysy M. W rozpatrywanym poprzednio przykladzie
mozna przyjaé¢ ¢ = 272 = 0,125.

W dalszej czgsci ksiazki, zwlaszcza w rozdziatach 4 i 6, liczbe & bedziemy
traktowac jako parametr chrakteryzujacy dokladnosé obliczeniowa maszyny
(Im mniejsza liczba e, tym wieksza doktadnos$é). We wszystkich prawie
maszynach cyfrowych istnieje mozliwo$¢ zwiekszenia doktadnosci obliczef.
W tych miejscach ksiazki, gdzie mowimy o zwiekszonej doktadnosci od-
wotujemy si¢ do sytuacji, gdy w przypadku programéw napisanych w Turbo
Pascalu konfiguracja sprzetu zawiera koprocesor arytmetyczny — czyli
dostepne sa rozszerzone typy rzeczywiste, a w przypadku programow
napisanych w Fortranie — dostepny jest tryb obliczen prowadzonych w tzw.
podwdjnej precyzji (DP — double precision). Dla mantysy i ewentualnie
wykladnika przeznacza si¢ wowczas np. dwukrotnie wicksza liczbe bitow.
Powoduje to zmniejszenie parametru ¢ zgodnie z zaleznoscia epp = &2
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0.2.

BLEDY OBLICZEN

Przy obliczeniach wykonywanych na maszynach cyfrowych wystepuja trzy
podstawowe rodzaje bledow: bledy wejsciowe, bledy obciecia 1 bledy zao-
kraglen.

Bledy wejsciowe (wzglednie bledy danych wejsciowych) wystepuja woOw-
czas, gdy dane liczbowe wprowadzone do pamigci lub rejestrow maszyny
cyfrowej odbiegaja od doktadnych wartosci tych danych. Btedy takie
pojawiaja sie np. wtedy, gdy dane wejsciowe sa wynikiem pomiarow wielkosci
fizycznych, mierzonych z pewnymi bledami pomiaru. Bardziej jednak charak-
terystyczna przyczyna wystepowania bledow wejSciowych jest skonczona
dhugos¢ stow binarnych, reprezentujacych liczby w maszynie, 1 nieuniknione
w zwiazku z tym wstepne zaokraglanie. W poprzednim punkcie podano
przyklad zapisu zmiennopozycyjnego, w ktorym liczby 0,2 1 —6,25 mozna
bylto zapisaé jedynie z nieuniknionym bledem wzglednym (nie przekraczaja-
cym liczby ¢). Zauwazmy na koniec, ze wstgpne zaokraglanie wystepuje
w przypadku wszystkich liczb niewymiernych, takich jak ﬁ, 7w, e itp.

Bledy obciecia powstaja podczas obliczen na skutek zmniejszania liczby
dziatan. Postepujemy tak na ogoédt przy obliczaniu sum nieskonczonych
(szeregow). Chcac np. obliczy¢ warto$¢ wyrazenia e, rOwWnego Szeregowl

1 1 . . ,
1+ x+ Exz + ...+ 7\7_'XN + ... zastgpujemy je sumg czesciowa 1 + x +

1 1 C o . , . : L e
+ ixz + ...+ f\f_va o odpowiednio dobranej wartosci N. Zauwazmy, ze jesli

N jest dostatecznie duza liczba, to uzyskana w ten sposob wartosc liczby e*
moze byé rowna wstepnie zaokraglonej jej wartosci, tzn. catkowity biad
popelniony przy obliczeniu e* bedzie rowny btedowi wejsciowemu. Na ogot
jednak ze wzgledu na dhugi czas obliczania tego rodzaju sum uwzglednia sig
niewielka liczbe sktadnikow szeregu, co powoduje pojawienie si¢ dodat-
kowego bledu — bledu obcigcia. Bledy obcigcia powstaja rowniez czesto przy
obliczaniu wielkoS$ci bedacych granicami. Jezeli np. obliczamy wartos¢ calki
oznaczonej jako granicg sum przyblizajacych calke o coraz to gestszym
podziale, to przyjecie jednej z tych sum jako wartosci bliskiej calce oznacza
wprowadzenie bledu obcigcia. Podobnie zastapienie wartosci pochodne;
funkcji jej ilorazem réznicowym powoduje powstanie biedu obcigcia.

W wielu przypadkach mozna unikna¢ bltedow wejsciowych 1 bledow
obciecia, ograniczajac np. dane do takich wartosci, ktore mozemy wprowa-
dza¢ do rejestrOw maszyny bez wstepnych zaokraglen, lub np. zast¢pujac
obliczanie calki oznaczonej za pomoca sum obliczaniem jej wartosci ze wzoru
wykorzystujacego calke nieoznaczona. W trakcie obliczen pojawiaja si¢
jednak nowe bledy, zwane bledami zaokraqglen, ktorych na ogot nie da sig
uniknaé, cho¢ mozna je zmniejszy¢ ustalajac umiejetnie sposédb i kolejnosé
wykonywania dziatan.
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Przyklad. Rozwazmy taki sam jak w poprzednim przyktadzie zapis zmiennopozycyjny
z 5 bitami (wraz z bitem znaku) dla mantysy i 3 bitami dla wyktadnika. Jezeli mamy obliczy¢ sume
trzech liczb: 0,48, 0,241 0,12, to w rozwazanym zapisie trzeba wstepnie zaokraglié¢ te liczby do
wartosci (0)1111 (1)01, (0)1111 (1)10, (0)1111 (1)11, czyli do liczb 0,46875, 0,234375, 0,1171875.
Taki sposob zaokraglania, polegajacy na odrzuceniu cyfr rozwiniecia binarnego wykraczajacych
poza przyjeta liczbe bitdow, nazywamy urywaniem (chopping). Wiekszo$¢ kompilatordéw Fortranu
wlasnie w taki sposob dokonuje zaokraglania liczb. Zamiast liczby x uzyskujemy wtedy liczbe

x'—x

x'=x(1+¢"), przy czym blad wzgledny &' = jest nie wigkszy co do wartosci bez-

wzglednej od ¢ = 27+, gdzie ¢ oznacza liczbe bitéw przyjetych do reprezentowania w zapisie
dwojkowym mantysy M. Istnieja jeszcze inne sposoby zaokraglania, zblizone np. do zaokraglania
powszechnie przyjetego w zapisie dziesigtnym (0,249 ~ 0,2, 0,250 ~ 0,3, 0,251 ~ 0,3 itp.). Przy
takim sposobie zaokraglania parametr ¢ jest dwukrotnie mniejszy (w zapisie dwojkowym), lecz
wiaze si¢ to z wigksza rozbudowa rejestrow maszyny cyfrowe;.

Obliczmy sumg liczb bedacych zaokragleniem przez urywanie liczb 0,48, 0,241 0,12. Nalezy
w tym celu zmieni¢ wykladniki sumowanych skladnikoéw w ten sposob, by byly jednakowe.
Sumujac dwie pierwsze liczby mamy (0)1111 (1)01 4 (0)1111 (1)10 = (0)1111 (1)01 + (0)01111
(1)01, przy czym liczbe (0)01111 (1)01 nalezy zaokragli¢ do (0)0111 (1)01. Ostatnia suma nie moze
by¢ zapisana w rejestrze, ktory przechowuje tylko 4 bity. Jednym z mozliwych rozwigzan jest
dodatkowa zmiana wyktadnikow. Aby podkresli¢, ze dzialania sa wykonywane w technice
zmiennopozycyjnej (floating point) 1 wyniki na skutek zaokraglen moga ro6znic sie od wynikow
dokladnych, obliczong przy uzyciu maszyny warto$¢ a bedziemy oznacza¢ symbolem f1 (a).
Zatem

fl ((0)1111 (1)01 + (0)0111 (1)01) = fi ((0)0111 (1)00 +
+ (0)0011 (1)00) = (0)1010 (1)00.
Podobnie
fl ((0)1010 (100 + (0)1111 (1)11) = fl ((0)1010 (100 +
+ (0)0001 (1)00) = (0)1011 (1)00 = 0,1011 = 0,68125

Uzyskano wynik z blgdem wzglednym okoto 20%.
Obliczmy powyzsza sumg¢ jeszcze raz, zmieniajac kolejnos¢ skladnikow:

fl ((0)1111 (1)11 + (0)1111 (1)10) = 1 ((0)0111 (1)10 +
+(0)1111 (1)10) = f1 ((0)0011 (1)01 + (0)0111 (1)01) = (0)1010 (1)01

fl ((0)1010 (1)01 + (0)1111 (1)01) = f1 ((0)0101 (1)00 +
+(0)0111 (1)00) = (0)1100 (1)00 = 0,1100 = 0,75

Wynik, ktory teraz uzyskali$my, jest doktadniejszy — btad wzgledny wynosi bowiem okoto 10%.
W nastepnym punkcie podamy wyjasnienie przyczyny zmniejszenia si¢ powyzszego biedu.

Na zakonczenie ogdlnych uwag o bledach zaokraglen, podamy oszaco-
wanie bledow wzglednych powstajacych podczas wykonywania pojedynczych
dzialan arytmetycznych.

Lemat Wilkinsona. Bledy zaokrqglen powstajqce podczas wykonywania
dzialan zmiennopozycyjnych sq rownowazne zastepczemu zaburzeniu liczb, na
ktorych wykonujemy dzialania. W przypadku pojedynczych dzialan arytmetycz-
nych otrzymujemy:

(% & x) =x1(1 + &) £x(1+¢,)

fl (x; x%3) = x;(1 + &) x5 = %" x2(1 + &3)
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fl (x;/x2) = x1(1 + &4)/x2 = x1/(x(1 + £s))

gdzie liczby ¢;, i=1, ..., 5, sq niewigksze co do modufu od parametru e,
charakteryzujqcego dokiadnosé maszyny.

Uwaga. Lemat powyzszy stanowi podsumowanie szczegoétowej analizy bledow zaokrag-
len (patrz [68], s. 16—21).

Jako ilustracje tego lematu rozwazmy ponownie obliczanie sumy liczb
(0)1111 (1)01 i (0)1111 (1)10. Doktadny wynik wynosi 0,101101, natomiast
fl ((0)1111 (1)01 + (0)1111 (1)10) = 0,1010. Zamiast interpretowa¢ powstaty
btad jako wynik zaokraglenia (urwania), ktore wystapito podczas prze-
skalowywania (zmiany wyktadnikow) skltadnikow, mozna przyja¢ w mysl
lematu Wilkinsona, ze samo dzialanie zostato wykonane dokladnie (bez
bledu), ale na nieco zmienionych skiadnikach. Jesli bowiem zamiast
x; = 0,46875 i x, = 0,234375 przyjmiemy liczby x}=x(1 4+ &), x3=

1
= x,(1 + &,), gdzie ¢, = ¢, = — 5’ to xi + x5 = 0,1010. Oczywiscie |&;| =
(2)
1

= < =2_4+1‘=—-,
les] <& 3

Zauwazmy, ze wybor zaburzen ¢, i ¢, nie jest na ogot jednoznaczny.
W rozwazanym przypadku sumowania mozna przyjac np.

= : = : lub > | |<1 g :
_ — — = — — E1 = = —— oo & — = —_—
o1 8’ °2 12 1 48 g ) ? 8

Ta niejednoznacznosC zastgpczych zaburzen jest czgsto wygodna przy szacowa-
niu wielkosci tych zaburzen (skorzystamy z tego np. w rozdz. 5 dla oszacowania
bledow powstajacych przy rozwiazywaniu ukitadu réwnan liniowych).

Nalezy jeszcze zwroci¢ uwage na zjawisko, zwane redukcjq cyfr znacza-
cych, wystepujace przy odejmowaniu liczb bliskich co do wartosci bezwzgled-
nej.

Przyklad. Obliczmy » = x, — x,, gdzie x, = 0,50000, x, = 0,46875. Wykonujac obliczenia
W opisany powyzej sposob, otrzymamy

fl (x; — x,) = f1 ((0)1000 (1)00 — (0)1111 (1)01)

= 11 ((0)1000 (1)00 — (0)0111 (1)00)
— (0)0001 (1)00 = (0)1000 (1)11 = 1/16

natomiast doktadna wartos$é roznicy r wynosi 1/32. Blad wzgledny spowodowany skonczona
liczba bitoéw jest zatem rowny 100%.

Uzyskany wynik pozornie nie jest zgodny z lematem Wilkinsona,
z ktérego wynika, ze btad bezwzgledny popelniony przy odejmowaniu jest
maly (tu blad bezwzgledny wynosi 1/32). Przy odejmowaniu bliskich sobie
liczb mala jest jednak takze dokladnie obliczona roéznica, co powoduje
mozliwos¢ wystapienia duzego btedu wzglednego, o czym nalezy pamigtac
obliczajac np. ilorazy roznicowe przyblizajace pochodne funkcji, wyznaczajac
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0.3.

pierwiastki rownania kwadratowego o dominujacym wspélczynniku przy
niewiadome] w pierwszej potedze itp. Najprostszym Srodkiem zaradczym jest
wowczas zwigkszenie dokladnosci obliczen (np. DP) — wtedy rdznica
obliczana jest bez bledu. Z drugiej strony niektére maszyny cyfrowe sa
wyposazone w akumulator wykonujacy standardowo wszystkie dziatania na
stowach o podwdjnej dtugosci, co rowniez zapobiega redukcji cyfr znaczacych
(patrz [68, s. 19]).

OSZACOWANIA BLEDOW ZAOKRAGLEN

Sumowanie liczb. Rozwazmy sumowanie # liczb rzeczywistych: x(1), x(2), ...
..., x(n). Na maszynie sum¢ s = x; + X, + ... + X, wyznaczamy stosujac na
ogot petle, na przykilad:

oooooooooooo

s:= 0.0;
FOR1:=1TO n DO
s:=s8 + x(1);

Uwaga: W wielu miejscach ksiazki przy podawaniu prostych podprograméw, czy
fragmentéw programdw napisanych w jezyku Turbo Pascal zakladamy, ze w programie (lub
podprogramie) zostaly podane odpowiednie definicje typow i deklaracje zmiennych.

Oznaczmy przez s, sum¢ k liczb x(1), ..., x(k). Wowczas s, = x(1),
sy = fl(si_1 + x(k)) = 551 + x'(k), gdzie liczby s;_; i x'(k) roznig sie od
wartosci s, _; 1 x(k) mnoznikami bliskimi 1, zgodnie z lematem Wilkinsona.
Niech s = sp_1(1 + &x_1), x'(k) = x(k) (1 + &%), gdzie |ei_1| < e i [ef] <
< &. Poniewaz wyznaczona ostatecznie wartos$¢ s, jest poszukiwana suma s,
WIEC

s=x(DA+e)A+&)...(1+e_))+
+x@Q)A+e)A+ed)...(1+el_H+
+xB)A+e)A+e)...(I+el_DN+...+
+x(r =D +e- )1 +e1)+xm1+e7)

Uzyskany wynik mozna interpretowaé¢ w ten sposob, ze wyznaczona suma
s jest dokladna suma zaburzonych sktadnikow, przy czym wielkos¢ zaburzen
zalezy od kolejnosci wykonywania sumowania. Nie mozna okresli¢ rzeczywis-
tej wielkosci mnoznika (1 + 1) (1 + &3) ... (1 + &} _;), ktorym nalezy zaburzy¢
wartosc x(1), bez podania pozostatych liczb x(2), ..., x(n), nie mozna tez
okresli¢ pozostatych mnoznikow bez uwzgledniania wszystkich sumowanych
liczb. Mozna jednak oszacowa¢ maksymalne mozliwe zmiany sktadnikow,
mianowicie:

x(1) moze zostac zmniejszony co najwyzej (1 — ¢)” razy lub zwigkszony
co najwyzej (1 + &)” razy;
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takie samo oszacowanie uzyskujemy dla x(2);

pozostale liczby x(i), i = 3, ..., n, moga by¢ zmienione co najwyzej przez
mnozniki (1 — &)t "lub (1 + &)" "' "

Najmniej zaburzony moze by¢ zatem ostatni sktadnik, bo tylko 1 — ¢lub
1 + erazy. Powyzsze oszacowania stanowia podstawe reguly, ze liczby nalezy
sumowaé w kolejno$ci wzrastajacych wartosci bezwzglednych. Przykitad
podany w poprzednim punkcie potwierdza stusznos¢ tej reguly, lecz nalezy
zdawaé sobie sprawe z tego, ze w pewnych przypadkach sumowanie w innej
kolejno$ci moze da¢ doktadniejszy wynik (gorsze jednak oszacowanie).

Obliczanie warto$ci wielomianu. Przy uzyciu maszyn cyfrowych wartosc
wielomianu w(x) = x" + a;x""' + ... + a,_; x + a, oblicza si¢ stosujac na
ogol tzw. schemat Hornera:

w, = X+ a
W2=XW1"\L‘CZ2

oooooooooooooooo

odpowiadajacy obliczaniu wyrazenia
x{x[x.(x+a)+a]+..+a,_1j+a,

Fatwo stwierdzié, ze obliczajac w ten sposOb wartos¢ wielomianu nalezy
wykonaé M =n — 1 mnozen i D =n dodawan. Obliczajac natomiast tg
wartosc jako
xx..x+ax...x+..+a,1xXx+a,

A

n n—1
-1 2
nalezy wykonac lacznie M = U )2(n 2 mnozen i D =n dodawan.

Schemat Hornera umozliwia znaczne zmniejszenie liczby dziatan arytmetycz-
nych. Powstaje pytanie, ktora z powyzszych metod daje lepsze oszacowanie
bledow zaokraglen. Otdz okazuje sig, ze jesli wykonywac dziatania w kolejno-
sci przedstawionej powyzej, to oszacowanie wielkosci bledow zaokraglen jest
identyczne dla obu metod.

Przyklad. Dla wielomianu x° + a;x* + a,x + a; przy uzyciu schematu Hornera uzys-
kujemy wartos¢

A(wx)=x1+e){x(1+e)x(1+e)+a(l+e)]d+es)+
+ay(1 +e6)f (1 +e7) +as(1 + &) =
=x’1+e)+e)(1+e)(I +e5)(1 +e7)+
+arx*(1+e)(1+e)A+e)(d +es)(1+¢e7) +
+ arx(1 +&1)(1 + &6) (1 + &7) + as(l + &s)

Gdy za$ obliczymy warto$¢ tego wielomianu jako x-x-x + @y x-X + a-x + a3, wowczas
uzyskamy

2 Metody numeryczne
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Awx)=x"0+e)A+e5)A +e5)(A +ei)(1 +eb)+
+arx’(1+eg)(L+e7)(1+e5)(1+ei)(1+e5) +
+arx(1 +e3)(1+elo) (1 +¢e5) + as(1 + &4y)

Wynik obliczania w(x) moze by¢ w obu przypadkach rézny, lecz oszacowanie najwiekszej
mozliwej wartosci bledu jest takie samo.

Bledy zaokraglen w obliczeniach iteracyjnych. Wiele efektywnych algoryt-
moOw obliczeniowych polega na wyznaczeniu ciagu liczb zbieznego do
poszukiwanej wartosci. Zagadnienie to rozpatrzymy na przykladzie wy-

znaczania wartosci y = \/; Mozna to uczyni€ obliczajac ciag y,, y1, Va, ...,

gdzie:
yo — dowolnie wybrana liczba dodatnia
1 X
yi=‘—(}’i_1+ >, =1,2,3, ..
2\" Yi—1
Jesli zalozy¢, ze dzialania sa wykonywane dokladnie, to ciag vo, ¥i, Vs, ...
| 1 1
bedzie zbiezny do liczby x. Jesli bowiem y; = p, \/;, toy,. = 5 (p,- + ——) \/;,

, 1 1 : .
aciagp, >0, p.,= i(pi + —), i =0, 1, ..., jest zbiezny do 1.
Pi |
Zespot dziatan potrzebnych do wyznaczania kolejnych wartoéci elemen-
tOw ciagu y,, y1, ... nazywamy iteracjq. O tym, czy w kolejnej iteracji nastapito
przyblizenie do rozwiazania, decyduje warto$¢ utamka

q.:yi‘Ll_\/;
yz'—'\/;

W przypadku dokladnych dzialan, gdy y, = pi\/;c , mamy

=1 - 1
g =[—)§——, wige |¢;| <1 dlai=0, 1, 2, ..., jesli tylko p; > 3 Oznacza to
malenie wartosci bezwzglednej roznicy y; — \/)_C poczawszy od dostatecznie
duzego numeru iteracji i. Gdy obliczenia wykonujemy na maszynie cyfrowej,
wOwCZzas

| .
A1) = E[yi(l + &1) +

x(1+ &)1+ aé)]
Vi
gdzie |gf| < e, k=1, 2, 3.

ZwroCmy uwage, ze mnoznik 1/2 nie powoduje bledow zaokraglen
(zakladamy, ze maszyna wykonuje dzialania w systemie dwojkowym). Dla
liczby y;y1 = f1(y; ;) uzyskamy

. e+ es+ &bl
' pié1 +
q(zyi+1_ \/;Czpi_l_!_ Pi
| Vi — \/—;c 2p; 2(p;— 1)
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2*

Pierwszy skladnik tej sumy moze mie¢ pomijalnie mala wartosc, jesli p; jest
dostatecznie bliskie 1, czyli jesli y; jest juz dostatecznie dobrym przyblizeniem
liczby \/)-C . Drugi sktadnik jest spowodowany btedami zaokraglen i moze miec
tym wieksza wartos¢, im blizsze 1 jest p;, a wiec wlasnie wtedy, gdy y; dobrze
przybliza \/; Jesli na przykiad |p, — 1] < %8, a liczby ¢!, €5, &5 sa dodatnie
i bliskie ¢, to warto$¢ ¢} przekroczy 1. Oznacza to, ze na skutek bledow
zaokragled nie uzyskamy lepszego przyblizenia rozwiazania w (i + 1)-€]
iteracji niz w i-tej iteracji. W niektorych jednak przypadkach bledy zaokraglen
moga dopomoéc w wyznaczeniu dokladnego rozwiazania. Jesli bowiem
wystapi taki uktad wartosci liczb p;, e}, €, €5, ze g; = 0, to oznacza to, ze
przypadkowo uzyskalismy y;.; = ﬁ, jakkolwiek teoretycznie zaden ele-
ment ciagu yg, Vi, ... nie moze by¢ rowny \/; (jesh y, # \/;). Sytuacja taka
zdarza sie jednak w praktyce niezmiernie rzadko, gdyz niewielka zmiana
poczatkowej wartosci y, powoduje zmiang wartosci ;. ; do wartosci rozne;

od ./x i zmiana ta jest na ogdt duza. Na skutek wystepowania bledow
zaokraglen ciag generowany metoda iteracyjna nie dazy do rozwigzania, lecz
zaczyna oscylowa¢ wokot rozwiazania. Uzywa si¢ w zwiazku z tym pojecia
maksymalnej granicznej dokladnosci: jest to oszacowanie bledu rozwiazania,
ktérego nie mozna zmniejszy¢ dla danej metody iteracyjnej.

W rozwazanym przykladzie oszacowanie to uzyskamy obliczajac mnoz-
nik p;, dla ktdrego btad w kolejnej iteracji nie zmniejszy si¢, czyli |g;| = 1.
Mamy
el 4 gy + &5 + &hel ‘

pi—1_ p; e+ e+ e

2p; 2(pi— 1) 20— 1)

przy zalozeniu, ze |¢;| « 1 oraz p; & 1. Najgorsze oszacowanie otrzymamy,
gdy liczby &k, k=1, 2, 3, sa jednakowego znaku i rowne co do wartosci
bezwzglednej liczbie ¢. Zatem

|q:| =

3¢
>
21pi — 1]
3
Ipz_1|<§8
3 3
l—iesp,-él—f—ie

Oznacza to, ze nie mozemy zagwarantowac lepszego przyblizenia y; = pl-\/;

. 3 , . .
liczby \/; niz z bledem 5\/;8. Jest to wlasnie maksymalna graniczna

dokladnos¢ wyznaczenia liczby \/} rozwazana metodg iteracyjna.
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0.4. UWARUNKOWANIE ZADANIA | STABILNOSC ALGORYTMOW

Zadanie numeryczne jest problemem polegajacym na wyznaczeniu wektora
wynikéw w na podstawie wektora danych a. Mowimy, ze zadanie jest dobrze
postawione, jezeli wektor w jest jednoznacznie okreslony dla przyjetego
wektora danych a. Niech D oznacza zbiér danych a, dla ktorych zadanie jest
dobrze postawione. Na zbiorze D istnieje zatem odwzorowanie W takie, ze
w = W (a). Niech w oznacza obliczony numerycznie wektor wynikow. W celu
obliczenia wektora w, nalezy sformutowaé algorytm obliczeniowy polegajacy
na okresleniu ciagu dziatan, ktére trzeba wykonaé nad wektorem danych
a 1 wynikami poprzednich dzialan, przy czym algorytm ten bedzie poprawnie
sformutowany wtedy, gdy liczba niezbednych dzialan bedzie skoficzona (cho¢
moze zaleze¢ od wektora danych a).

Algorytm okre$la odwzorowanie WN takie, ze w = WN (a, &). Parametr
¢ symbolizuje zalezno$¢ wektora wyniku w od rodzaju arytmetyki maszyny
cyfrowej (patrz p. 0.110.2). Nalezy podkresli¢, ze zbidr danych a, na ktorym
odwzorowanie WN (a, ¢) jest okre$lone, niekoniecznie jest rowny zbiorowi D.
Oznaczmy ten wzdr przez DN i zaldézmy, ze DN D # @. Warunek ten
odpowiada wymaganiu, by istnialy dane a, dla ktorych istnieje rozwiazanie
zadania (a € D) i mozna wyznaczy¢ numeryczne rozwiazanie danym algoryt-

mem (ae€ DN). Rozpatrzymy to na przyktadzie.
1

Dana jest liczba zespolona a = x + iy. Nalezy obliczyé¢ — .
a

Algorytm I. — oblicz ¢ = y/x (tangens fazy liczby a)
— oblicz |a = x* 4+ »? (kwadrat modutu liczby «)

1 1 1—-27 1 1 —2¢
— obliczy¢ Re (—) = Im( ) =

?) @1+ \2) @21+7

Dyskusja:

Zadanie powyzsze jest dobrze postawione, jesli tylko x2 + y? # 0. Zatem
D = R> — {(0, 0)}. Algorytm jest poprawnie sformutowany (11 niezbednych
dziatan), lecz nie dla kazdej pary danych (x, y) # 0 mozna tym algorytmem
znalezC rozwiazanie. Podczas wykonywania dziatat moga bowiem wystapi¢
zatrzymania pracy maszyny z powodu nadmiaru liczb zmiennopozycyjnych.
Bedzie tak oczywiscie dla wartosci x = 0, ale nie tylko, bo takze dla wartosci
liczb x o tak matym module, ze sa zaokraglane w maszynie do 0. Jesli ponadto
najwigksza liczba zmiennopozycyjna w maszynie ma wartos¢ rzedu 1080,
a przyjmiemy y = 10 i x = 107%°, to algorytm I zatrzyma si¢ z powodu
nadmiaru juz przy pierwszym dzialaniu. Widzimy zatem, ze DN < D, lecz
DN # D.

Zwrocmy uwage, ze zbior D nie zalezy ani od dokladnosci dziatas
wykonywanych przez maszyne cyfrowa, ani od zakresu liczb, ktoére mozna
wprowadzac do rejestrow maszyny. Zbior ten charakteryzuje bowiem jedynie
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dane zadanie. Inaczej jest w przypadku zbioru DN; jest on zalezny od
powyzszych wlasnosci maszyny cyfrowej. Dla podkreslenia tego, bedziemy
oznacza¢ ten zbior symbolem DN (g). Przyjmiemy poza tym umoweg, ze jesli
zmieniamy wlasno$ci arytmetyki maszyny tak, ze ¢ maleje, to rownoczesnie
wzrasta zakres liczb, ktére mozna wprowadza¢ do rejestrow maszyny bez
sygnalizowania nadmiaru. Zatozenie to jest zgodne z najczesciej stosowang
metoda zmniejszania ¢ (zwigkszania doktadnosci), polegajaca na wydtuzaniu
stow maszynowych. Mowimy, ze algorytm obliczeniowy jest numerycznie
stabilny, jezeli dla dowolnie wybranych danych a, € D istnieje taka dokladnos¢
obliczen ¢, ze dla ¢ < ¢y mamy a,€ DN (¢) oraz

lim WN (ay, &) = W(ay)

e—>0

Innymi stowy, algorytm jest numerycznie stabilny wtedy, gdy zwigkszajac
dokladno$¢é obliczen mozna wyznaczy¢ (1 to z dowolna dokladnoscia)
dowolne istniejace rozwigzanie zadania.

~ Zpowodu bledow zaokraglen przy zadane] dokladnosci maszyny ¢ > 0,
jest na ogodt WN (a, ) # W (a). Interpretujac odpowiednio bledy zaokraglen,
czesto jednak mozna dobraé takie zaburzone dane a + dac D (patrz: lemat
Wilkinsona w p. 0.2), ze¢ WN(a, ¢) = W(a + da). WielkosC zastgpczego
zaburzenia da zalezy od danych a, od liczby wykonywanych dziatan (ktora
ewentualnie zalezy od a) i od dokladnosci obliczen. Na pod-
loall _,
|a| '
To, jak bardzo wynik W (a + da) rozni si¢ od W (a), zalezy od rodzaju zadania
i ceche te nazywamy uwarunkowaniem zadania. Mowimy, ze zadanie jest
stabilne, jezeli dla kazdego ae D

lim W(a + oa) = W(a)
oa—()
a-+ dacD

stawie lematu Wilkinsona mozna przyjac, ze gdy ¢ =0, wowczas

czyli, jezeli wystepuje ciagta zalezno$¢ rozwiazania W od danych a w zbiorze
danych D, dla ktorych zadanie jest dobrze postawione.

Niech éw oznacza btad wyznaczonego rozwiazania, czyli ow = WN (a, &) —
— W(a). Zalézmy, ze mozna dobraé zastgpcze zaburzenia oa takie, ze
WN (a, ¢) = W (a + da) dla wszystkich ae D. Zazwyczaj potrafimy oszaco-

oa| :
wac wielkos¢ u dla zastepczych zaburzen danych a ze zbioru D, tzn.

lal

C, gdzie C zalezy od D i e. Jezeli mozna wskazac liczbe B (a) taka,

la|

o owll loal

© Tl SE@

wiazywanego zadania. Kres dolny liczb B(a) nazywamy (nieuniknionym)
wzmochnieniem zaburzen danych. Wyznaczenie wzmocnienia zaburzen jest na

to B(a) nazywamy wskaznikiem uwarunkowania roz-
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ogot bardzo trudne, wigc zadowalamy sie informacja o uwarunkowaniu
uzyskana za pomoca obliczonej liczby B (a). Jesli wskaznik B (a) jest na tyle
maly, ze gorne oszacowanie wzglednego bledu rozwiazania rowne iloczynowi
BC ma zadowalajaca warto$¢, to mowimy, ze zadanie jest dobrze uwarun-
kowane.

Zwrocmy uwage, ze ocena, czy zadanie jest dobrze, czy Zle uwarun-
kowane, zalezy nie tylko od danych a, lecz takze od doktadnos$ci obliczet. Gdy
bowiem zwigkszamy dokladnos¢ obliczen (zmniejszamy &), wowczas zmniej-

|oal

la
jest niezalezna od ¢ (charakteryzuje ona jedynie zalezno$¢ W (a)), wiec BC
maleje. Zadanie, ktére oceniliSmy jako Zle uwarunkowane, moze zatem
okazaC si¢ zupelie dobrze uwarunkowane po zwieckszeniu dokladnosdci
obliczen lub przy zastosowaniu innej (doktadniejszej) maszyny cyfrowe;.
Wroécmy do rozwigzanego przykladu obliczania 1/a* dla danej liczby
zespolonej a = x + iy. Poprawnie sformutowany algorytm I nie jest numery-
cznie stabilny. Jesli bowiem x = 0, to nie pomoze zaden wzrost doktadnosci
obliczen — istniejacego dla y # 0 rozwiazania nie mozna zatem wyznaczyé
tym algorytmem. Rozpatrzmy wobec tego inny algorytm.

sza si¢ liczba C, bedaca gdornym oszacowaniem . Poniewaz liczba B(a)

Algorytm II: — oblicz

1 2 4,2
r=Re(——2)=x2 yz
a X4y

U= Im(%) — 2 nyz

a X“+y
Algorytm ten jest poprawnie sformulowany (9 dzialan) i jest numerycznie
stabilny, co wynika z ciaglosci odpowiednich wzoréw przy zalozeniu
x* + y* # 0. Wykonujac obliczenia na maszynie cyfrowej uzyskamy zamiast
wartosci r 1 u takie liczby, jakie uzyskalibySmy przy danych x(1+¢)

iy(1 + &,), przy czymjeslie < 0,01,toe; < 15¢ie, < 15¢. Postuzenie si¢ zatem
algorytmem II daje btad rozwigzania rownowazny wzglednemu zaburzeniu

. g 0 .
danych mniejszemu niz 15e, tzn. Hl]aal[” <15¢ = C. Oszacowanie to dotyczy
wszystkich liczb a # 0. Ze wzoru Taylora mamy

1 1 —20a

(a + da)? e (a + xda)?

oW =

dla pewnego x € <0; 1>, wiec
lé_w_l B 2 |0al

W ‘(1 _%I_é_a_l)3 a
a
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Jako B (a) mozna teraz przyjac liczbe 4,0 > . Liczbe 4,0 mozna wigc

(1 — 15¢)°
traktowaé jako wskaZnik uwarunkowania zadania obliczania 1/a* dla
oa . . .
zaburzen I_l—l—l <0,15. Gorne oszacowanie wzglednego bledu rozwiazania
a

wynosi BC = 60¢. Jezeli wymagamy doktadnosci obliczania 1/a* co najmniej
1%, to przy postugiwaniu sie¢ maszyna, ktorej ¢ = 1074, mozemy powiedziec,
ze zadanie to jest dobrze uwarunkowane. Je$li jednak ¢ = 107", to bez
obliczenia wzmocnienia zaburzen nie mozemy ocenic, czy zadanie jest dobrze
uwarunkowane.
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INTERPOLACJA

SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA INTERPOLACJI

Zagadnienie interpolacji mozna sformulowaé nastepujaco: na przedziale

{a; b danych jest n + 1 réznych punktow x,, x,, ..., x, — ktore nazywamy
weziami interpolacji, oraz wartosci pewnej funkciji y = f (x) w tych punktach
J(Xo0) = yo, f(x1) = y1, v JX) =y, (1.1)

Zadaniem interpolacji jest wyznaczenie przyblizonych wartosci funkcji
w punktach nie bedacych wezlami oraz oszacowanie bledu tych przyblizonych
wartosci. W tym celu nalezy znalezé funkcje F (x), zwana funkcjq inter-
polujacq, ktora w wezlach interpolacji przyjmuje takie same wartodci co
funkcja y = f(x); patrz rys. 1.1.

Mozna powiedzie¢, ze interpolacja jest w pewnym sensie zadaniem
odwrotnym do tablicowania funkcji. Przy tablicowaniu majac analityczna
postac funkcji budujemy tablice wartosci, przy interpolacji natomiast na
podstawie tablicy wartosci funkcji okreslamy jej postac analityczng.

Funkcji interpolujacej poszukuje sie najczesciej jako funkcji pewne;
okreslonej postaci. Moga to by¢ wiclomiany algebraiczne, wielomiany

flxs)

lx2)
F(xp)
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1.2.

trygonometryczne, funkcje sklejane (splajny) itp. Zaleznie od postaci funkcji
interpolujacej sformutowane powyzej zagadnienie interpolacyjne moze nie
mie¢ rozwigzania albo mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan. Jest rzecza bardzo
wazng, aby istniala doktadnie jedna funkcja interpolujaca.

Zastosowanie do obliczen bardzo szybkich maszyn cyfrowych o duzych
pamieciach spowodowalo, ze interpolacja, bedaca niegdy$ jedna z pod-
stawowych metody numerycznych, stracila nieco na znaczeniu. Obecnie
stosuje sie albo bardzo proste metody, jak interpolacja liniowa czy kwad-
ratowa, albo tez bardziej zZlozone, wymagajace uzycia maszyny cyfrowej, jak
na przyklad interpolacja za pomoca funkcji sklejanych. Poniewaz jednak
wzory interpolacyjne sa punktem wyjscia do wyprowadzenia wielu metod
stosowanych w innych dziatach metod numerycznych — np. do roznicz-
kowania numerycznego, kwadratur czy numerycznego rozwigzywania row-
nan rozniczkowych — omowimy tu podstawowe wzory interpolacyjne, majac
na uwadze przede wszystkim zastosowanie maszyn cyfrowych. Glowny
nacisk polozymy zatem na metody oparte na wezlach o niekoniecznie
rownych odstepach.

INTERPOLACJA ZA POMOCA WIELOMIANOW

Ograniczymy si¢ na razie do poszukiwania wielomianu W, (x) stopnia co
najwyzej n, spetniajacego warunki (1.1). Jednoznacznos¢ tak sformutowanego
zagadnienia interpolacyjnego rozstrzyga ponizsze twierdzenie.

Tw. Istnieje dokladnie jeden wielomian interpolacyjny stopnia co najwyzej
n(n = 0), ktéry w punktach x,, x1, ..., X, przyjmuje wartoSci Yo, ¥i, «s Y

DOWOD. Przyjmijmy, ze wezly interpolacji sa rozmieszczone w zupetnie dowolny sposob
w przedziale {a; b)>. Mamy dane n + 1 wezléw, w ktorych sa znane wartosci pewnej funkeji
y = f(x). Szukany wielomian zapisyjemy w postaci

W,(x)=ao+ a1 x+ax’... + a,x” (1.2)

Korzystajac z warunkéw (1.1) otrzymujemy uktad n+ 1 réownan z n+ 1 niewiadomymi
wspolczynnikami ag, a1, ..., ds

Qo+ a1 Xo+ a,xs+ ... +a,xb = yo
o+ a;x; + a,x3+ ... +a,x% =y (1.3)

------------------------------------------------

n

2
o+ a1 X, + A, X5+ ... +a, X% = Vn

Tl oxp x3 xh ... x|
A=11 x x3 x3 x" (1.4)
1 x, x2 x3 ... x%

a poniewaz wyznacznik D macierzy A jest wyznacznikiem Vandermonde’a

1 xo x3 ... x%
D = 1 X1 x21 x'{ (15)

oooooo
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1.2.1.

wiec przy przyjetych zalozeniach, ze x; # x; dla i # j zawsze

D= J] (u—x)#0 (1.6)

0<j<ign

Zatem uklad (1.3) ma dokladnie jedno rozwiazanie, a wartosci a;, wedtug twierdzenia Cramera sa
okreslone wzorem

1 n
a; = — Y; Di; (1.7)
5 J;O i D
gdzie D;;(j = 0,1, ..., n) sa kolejnymi dopelnieniami algebraicznymi elementow i-tej kolumny
macierzy A.

Z twierdzenia Cramera wynika wigc, ze istnieje wielomian postaci (1.2) spelniajacy warunki
(1.1) oraz ze jest on wyznaczony jednoznacznie. Stopien wielomianu jest nie wickszy niz n (gdy
a, = 0 jest to oczywiscie wielomian stopnia odpowiednio nizszego).

WZOR INTERPOLACYJNY LAGRANGE'A

Podstawiajac (1.7) do (1.2) 1 grupujac razem te skladniki, w ktorych wystepuja
jednakowe y,, otrzymujemy

Wu(x) = yo@o(x) + 1 P1(x) + ... + ¥, D(x) (1.8)

gdzie funkcje @y(x), @(x), ..., D,(x) sa wiclomianami stopnia co najwyzej n.
Jak poprzednio, zakladamy, ze wezly sa rozmieszczone w dowolny

sposob. Poszukujemy wielomianu W, (x) stopnia co najwyzej n okre§lonego

rownaniem (1.8). Dla kazdego i =0, 1, 2, ..., n zachodzi zalezno$¢

Wa(x:) = o @o(x:) + y1 @1(x;) + ... + ¥, D,(x)) (1.9)
skad wynika, ze

0, gdy j#1i

(1.10)
Aby okreslic funkcje @;(x) nalezy znalezé wielomian stopnia n, ktory
w punktach x, x;, ..., X;_1, X;11, ..., X, jest tozsamosciowo rdéwny zeru,

J
a w punkcie x; rowna si¢ jednosci. Stad

Dj(x) = A(x —x) (x — X)) oo (x — X, 1) (X — X541) .o (X — X,) (1.11)
a poniewaz @;(x;) = 1, wiec
I=A405—x)(x;,—x)) 0. O — x,21) (X, — Xj41)... (%, — x,,) (1.12)

Po wyrugowaniu stalej 4 ze wzordw (1.11) 1 (1.12), otrzymujemy

(X — X)) (X — X)) ... (x — X;_1) (x — Xjp1) e (X — Xp)

i) = (7 = Xo0) (3 = 1) e (67 = X, 1) (6 = X5 01) oo (3= %)

(1.13)
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zatem
e mm)amx) | (=) x) (- )
Wa () = (X0 — Xx1) ... (X — X,) 1 (X1 — Xp) (X1 — X3) ... (% — xp) N
+o4y, (x —xp)(x — X1) o (X — X, 1)

(-xn T xO)(xn T xl)"'(xn T xn—l)

_Zn (x — Xxp)(x — x1).. (x"xj—l)(x“xj+1)---(X—xn)

](x — X)) (X — X))o (X — X 1) (5 — X 41) ... (X5 — X,,)

Przyjmujac oznaczenie

COn(x) = (X_‘-— xO) (.X' — xl) ce (X T xn) (115)

mozemy (1.14) zapisaC w postaci

(1.14)

_ v @, (X) @, (X)
W,(x) _,-;o Vs e =2 ) w0 (1.16)
(x B xj) X — X; = x;

gdzie y;, = y(x;), a w,(x;) jest wartoscia pochodnej wielomianu w,(x) w punk-
cie x; (bedacym zerem tego wielomianu), co mozna tatwo pokazac rozpatrujac
wzor Taylora w otoczeniu punktu Xx;.

Otrzymany wielomian speinia wszystkie warunki wymagane przy inter-
polacji. Wzér (1.14) nazywamy wzorem interpolacyjnym Lagrange’a. Na
podstawie udowodnionego w p. 1.2 twierdzenia mozemy stwierdziC, ze
wielomian ten jest jedynym wielomianem stopnia co najwyzej #.

Przyklad 1. Znalez¢ wielomian interpolacyjny, ktoéry w punktach —2, 1, 2, 4 przyjmuje
wartosci 3, 1, —3, 8.
Stosujemy wzér interpolacyjny Lagrange’a (1.14) dla n = 3.

Mamy
., D -2)x—-4 x+Yx-2)x -4
W) =3 T o (—2—a L 0r20-20-4
B .(x+2)(x—1)(x—4)+8.(x+2)(x—21(x—2)_
2+2)2-1DC2 -4 G+2)@E -4 -2
=—%(x3—7x2+14x—8)—!—é(x3——4x2——4x-|—16)+—Z—(x3—3x2—6x—|-8)+
2 ., s d 2 3 25 ;
+§(x—-x— x+4)= —3—x———2-x —Zx—!-

Przyklad 2. Korzystajac ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a (1.14) napisa¢ program
w Turbo Pascalu obliczania wartosci wielomianu interpolacyjnego stopnia n — 1 w dowolnym
punkcie x lezacym wewnatrz przedziatu (x;; x,> 1 ré6znym od wezla.
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Na podstawie wzordéw (1.14)—(1.16) mamy

W) = 0,(0) 3 :
2 (X) = 0,(x Vi —
= @n(x;) (x — X))

Procedura LAGR wymaga umieszczenia wartosci argumentoéw (wezldw) w tablicy 4 (o
wymiarach 1 x n), a odpowiadajacych tym argumentom wartosci funkcji w tablicy W (rowniez
o wymiarach 1 x n); W1 i W2 oznaczaja odpowiednio wartoSci m,(x) 1 @n(x) (wzory (1.15)
i (1.16)) obliczone w punkcie x;, X oznacza warto$¢ argumentu wejsciowego, ¥ — wartos¢
wielomianu interpolacyjnego w punkcie X.

Schemat blokowy procedury LAGR jest przedstawiony na rys. 1.2.

S=0
W1=1
J=1

I=1+1

WCJ)

S=S+

W2 * (X=ACJ))

' Tak
J=J+1 @

Nie

Y=W1%S§S

( RETURN > 1.2
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Tres¢ programu:

CONST maxXx = .ee.;
TYPE zakres = 1l..max;
wektor = ARRAY[zakres] OF real;
PROCEDURE LAGR(X:real; VAR A ,W:wektor; VAR Y:real; N:zakres);
VAR S,W1l,W2 : real;
I,J : integer;

BEGIN

S = 0.0;7

Wl := 1.0;

FOR J := 1 TO N DO
BEGIN
Wl := W1l = (X - A[J]);
w2 :=1;. .
FOR I := 1 TO N DO

IF NOT(I=J) THEN W2 := W2 = (A[J] - A[I]);
S =8 + W[J]/(W2 = (X - A[J]));
END;

U waga: Wezly zostaly ponumerowane od 1 do N — zatem otrzymany wielomian bedzie
stopnia co najwyzej n = N — 1.

WartosC wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a (stopnia z), opartego
na n + 1 dowolnych (r6znych) weztach x,, x;, ..., x, w danym punkcie
x€<{Xxo; X,y mozna obliczy¢ stosujac iteracyjnq metode Aitkena. Niech W,
oznacza wielomian stopnia pierwszego, ktory w punktach x;, x; przyjmuje
wartosct y;, y;

Vi Xi—X

Vi X — X
X; — X;

VVz‘,j(x) =

Podobnie, W, ; ;(x) oznacza wielomian stopnia drugiego, ktéry w trzech
punktach x;, x;, x; (i #j # k) przyjmuje wartosci y;, y;, Vi

W, (x) x;—x

A Wi(x) xp—x
Wi k(x) = : -
xk‘—xj

Ogolnie mozna wykazac, ze

Wl,z,...,k—l,k (X) X —x

Wl,Z,...,k—l,m(x) Xm — X

Wi . km(X) =

X — X

Przyjmijmy, ze mamy dane dwie tablice: tablice wartos$ci argumentow x;

oraz tablice wartosci funkcji interpolowanej y;, i = 1, 2, ..., n. Aby znalez¢

wartosc¢ Y funkcji interpolowanej w punkcie X ro6znym od podanych punktow
X;, obliczamy kolejno
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1 x;— X
W, = M1 1
Xo— X1 |V, Xp— X
1 x;— X
W1,2= Y1 1
X3 — X1 |Vs X3— X
1 W X, — X
W, o, = 1,2 2
3 X W1,3 X;— X
| W1 ) x2—X
W — ]
b s— X% |\ Wia x4— X
1 |14 — X .
Wiss4= 123 A3 itd.
Xeg— X3 | Wias x4— X

Kolejne wielomiany tworza macierz trojkatna zgodnie z ponizszym schema-
tem, zwanym schematem Aitkena:

X1 | V1
Xo | V2 Wl,z

X3 | V3| Wis | Wi
X | Yo | Wia | Wiaa | Wiasa

Xn | Vn Wl,n Wi, Wl,2,3,n -~~W1,2,3,...,n

Ostatni z wielomianow tego schematu jest szukanym wielomianem inter-
polacyjnym.

Przyklad 3. NapisaC program obliczania wartosci wiclomianu interpolacyjnego wykorzys-
tujac metode interpolacji Aitkena-Lagrange’a.

Procedura obliczania wartosci kolejnych wielomiandw jest nastepujaca. Oznaczmy wejs-
ciowa tablice argumentéw przez 4, a tablice wartosci funkcji przez W. Schemat generowania
kolejnych elementdéw tablicy opisuje zalezno$é

W) = W (4(J) — X)— w4 - X)
A(J) — A1)

I=1,2,...,J—-1 dla J=2,3,...,n

Kolejno sa obliczane wartosci

W1,29 W1,35 WI,2,35 VVI,4: Wl,2,49 W1,2,3,4 ltd

Ostatnia wartoS¢ J-tego wiersza jest zmagazynowana w W (J). Wykonanie procedury zostaje
przerwane, gdy: |

1) n <1, woéwczas zmienna IWY = 2;

2) roznica migdzy dwiema kolejno obliczonymi wartosciami na gléwnej przekatnej
w tablicy schematu Aitkena jest mniejsza niz dana warto$¢ EPS (badanie dla J > 3); wowczas
zmienna /WY = 0;

3) roznica (wartoS¢ bezwzgledna) zaczyna wzrastaé, co wskazuje na pojawienie sie bledu
(badanie dla J > 5); zmienna /WY = 1.

Ostatecznie zmienna Y przyjmuje wartos¢ W (J), w przypadku gdy modul roznicy
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kolejnych elementow glownej przekatnej schematu Aitkena monotonicznie maleje, a warto$é
W(J — 1), gdy réznica ta zmienia si¢ W sposob oscylacyjny.

Uwaga. Program wymaga, aby tablica 4 (J) i odpowiadajaca jej tablica W (J) byly
uszeregowane tak, by [A(l) — X| > | A (J) — X|dla I > J. Przy takim uporzadkowaniu warto$¢
wyrazenia ,(x) (wzor (1.15)), ktore wystepuje w reszcie, jest stale najmniejsza. Kazde
przyblizenie interpolacyjne ma wowczas tendencje do optymalnosci i zbiezno$é interpolacii jest

Nie WW(I) =D
I=I+1 B=D

D=B J=J+1

WW(II)=B8B

\
W) = FCIT)

1= D=WW(I) A
/ ACIY=2Z(ID)
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Tak

Tak

IWy =2

IWY

‘ RETURN >

Tak

RETURN

D1=D2
I1=J-1
I=

=

H=ACI)-AWD

IWY=3

Wi =

WCI) * (A =X) =W () (ACT) =XD

J=

J+1

J=11
I=1+1
J <N
?
Nie
vV Y
/
J=11
Y= W

/
RETURN

32

1.4



1.2. Interpolacja za pomocg wielomianow 33

,,Z grubsza” najszybsza [50]. Uszeregowanie takie mozna wykonac na przyktad za pomoca
procedury SEL.

Procedura SEL ma na wejéciu dwie tablice: tablicg argumentéw Z i tablice F, od-
powiadajacych tym argumentom wartosci funkcji, oraz. warto$¢ X. Na wyjsciu w tablicach
A i W sa ustawione w wymaganym porzadku argumenty i wartosci funkeji. Tablica WW jest
tablica robocza, a zmienna N okre$la wymiar tablic Z, F, 4, Wi WWW. Najpierw oblicza si¢ wektor
WW, ktérego elementami sa kolejne roznice |Z(I)—X| (=1, 2, .., N), oraz wybiera
maksymalny element B wektora WW. Nastepnie wybiera si¢ najmniejszy element wektora WW
i odpowiadajaca mu zwarto$¢ Z (II), umieszczajac w tablicy 4 jako element 4 (1), a to miejsce
w tablicy WW zapekia si¢ wartoscia B + 1. Postepuje si¢ tak cyklicznie az do wyczerpania
wszystkich elementow WW. Ustawia si¢ rownoczesnie wektor W zgodnie z otrzymanag
kolejnoscia. Schematy blokowe procedur SEL i LAGRAIT przedstawiono na rys. 1.31 1.4.

Dla obu procedur (SEL i LAGRAIT) zaktadamy, ze w bloku zewnetrz-
nym znajduja si¢ odpowiednie definicje typow i deklaracje zmiennych (patrz
— procedura LAGR z przykiadu 2).

Tres¢ programu:

PROCEDURE SEL (x: REAL; VAR Z,F,WW,A,W: wektor; N: zakres);
VAR I,II,J: integer;
B,D: real;
BEGIN ~
B := 0.0;
FOR I :=1 TO N DO
BEGIN
D := ABS(Z[I]) - X)
IF D>B THEN B :
WW[I] := D;
END;
B :=B + 1.0;
FOR J := 1 TO N DO
BEGIN
D := Bj;
FOR I := 1 TO N DO
IF WW[I] < D THEN
BEGIN
ITI := I;
D := WW[I];

’
D;

END;
PROCEDURE LAGRAIT (VAR A,W: wektor; VAR X,Y: real; N: zakres;
EPS: real; VAR IWY: integer);
VAR D1,D2,H: real;
I,J3,I1: integer;

. ’
D2 := 0.0;
IF N < 1 THEN EXIT;
IF N = 1 THEN
BEGIN
Y := W[N];
EXIT;

3 Metody numeryczne
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1.2.2.

END;
FOR J := 2 TO N DO

BEGIN

D1 := D2;

Il := J-1;

FOR I := 1 to I1 DO
BEGIN
H := A[I] - A[J];
IF H= 0.0 THEN

BEGIN

END;
W[J] := (W[I]*=(X - A[J]) - W[J]*=(X - A[TI]))/H;
END; -
D2 := ABS(W[J] - W[I1l]);
IF J > 2 THEN '
BEGIN
IF D2 <= EPS THEN
- BEGIN
IWY := 0;
Y = W([(J];
EXIT;
END;
IF J >= 5 THEN
IF D2 >= D1 THEN

BEGIN
IWY := 1;
Y := W[Il];
EXIT;
END;
END;
Y := W[J];

END;

OSZACOWANIE BLEDU WZORU INTERPOLACYJNEGO

Wzor interpolacyjny (1.14) speinia warunki (1.1). Powstaje pytanie, z jaka
dokladnoscia wielomian ten przybliza funkcje f(x) w pozostatych punktach
lezacych wewnatrz przedziatlu <{a; b), czyli okreslenie wielkosci bledu ¢ (x)
zdefiniowanego nastepujaco:

&(x) = f(x) — W, (x) (1.17)

Aby okresli¢ ¢ (x) przyjmujemy, ze funkcja f(x) na rozpatrywanym przedziale
{a; by ma pochodne do rzedu »n + 1 wlacznie. Wprowadzamy funkcje
poOmocnicza

@ W) =fu) — W, () + K(u — xo) (u — x1) ... (4 — X,) (1.18)

w ktorej K jest pewna stala. Oczywiscie ¢ (x) = o (x;) =... = @ (x,) = 0.
Wspolczynnik K dobieramy w taki sposob, aby pierwiastkiem funkcji ¢ (u)
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byl rowniez punkt x, ré6zny od weztdow interpolacji. Stad

f(x) — Wa(x) _Jx) = Wa(x)

e G- . G- o

(1.19)

Mianownik wyrazenia (1.19) jest rozny od zera dla kazdego x # x;(x, <
< x; <...<x,). Funkcja ¢ (1) ma wiec n + 2 miejsc zerowych w przedziale
{a; by, w punktach: x,, x;, X3, ..., X,, Xx. Na podstawie twierdzenia Rolle’a
[72] mozemy stwierdzi¢, ze pochodna ¢’ (u) funkcji ¢ () ma co najmniej jedno
miejsce zerowe w kazdym z podprzedzialow, ktorych koncami sa miejsca
zerowe funkcji @ (u), a zatem wewnatrz przedziahu o koncach min (x, x), max

(x, x,) ma co najmniej n + 1 miejsc zerowych: ¢, &9, ..., £0). Stosujac
ponownie twierdzenie Rolle’a do pochodnej ¢’ (u), stwierdzamy, ze istnieje co
najmniej # punktow £Q, £® . £P) | takich, ze

@"(EP) = @"(&P) =... = p"(7L)) =0 (1.20)

Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze istnieje co
najmniej jeden taki punkt w przedziale (min (x, x,); max (x, x,)), ze

@I =0 (1.21)
Poniewaz
Wt (x) =0 (1.22)
@V (x)=@n+1)!
WieC
o VW) =" D) — K@n+ 1)! (1.23)
Korzystajac z (1.21), dla u = ¢ otrzymujemy
(n+1)
e
stad
10w =1 0,0 (1.24)

Jezeli kres gorny modutu (n + 1)-szej pochodnej funkcji f(x) na przedziale
{a; by oznaczymy przez

M, = sup |[f®*D(x)| 1.25)

xe<ab>

to

() = W) < )

(n + 1)!

Wyrazenie (1.26) moze stuzy¢ do oszacowania btedu bezwzglednego wzoru

| @, (x)] (1.26)
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interpolacyjnego, jezeli tylko mozna oszacowaé warto$¢ £ (£). Podamy
teraz kilka przykladdéw takich oszacowan.

Przyklad 1. Ocenic, z jaka doktadnoscia mozna obliczy¢ wartos§¢ In 100,5 przy uzyciu wzoru
interpolacyjnego Lagrange’a, jezeli dane sa wartosci: In 100, In 101, In 102 1 In 103.
Mamy

f(X) =Ilnx, n=3, a =100, b =103, f(4)(x) = ——
X

M,= sup |f%9x)|=6/100*

xe < 100; 103 >

|In 100,5 — W (100, 5)| < o +0,5-0,5-1,5-2,5~2,344-107°

0*-4!

T
Przyklad 2. Z jaka dokladnoscia mozna obliczy¢ wartos¢ sin 56_ stosujac wzor inter-

T T T
polacyjny Lagrange’a, jezeli dane sa wartosci: sin 0; sin g , Sin Z 1sin g :

Mamy
- _
f(x)=sinx, n=3, a=0, b=§, f9(x) = sin x, M4=\/3/2

LalG-6-96-96-)

< ——— _ 9 . 10_-4
1.2.3. Problem optymalnego doboru weztéw interpolacji

o T
sin— — W4(—> <
36 36 2 4!

Jak widaé ze wzoru (1.26), wielko$¢ bledu zalezy zarowno od wartosci
£+ (§), jak 1 od wartosci w, (x). Warto$¢ czynnika £+ V(&) jest uzalezniona
tylko od wlasnosci funkgcji £(x) i nie mamy na niag wplywu, natomiast wartos¢
w,(x) zalezy od wyboru weztdow interpolacji. Zajmiemy si¢ zatem zagad-
nieniem, w jaki sposob wybra¢ wezly interpolacji x;, aby

sup | @,(x)] (1.27)

xe<a;b>

mialo jak najmniejszg warto$¢. Zagadnienie to zostalo sformulowane przez
rosyjskiego matematyka P.L. CzeByszewa jako zagadnienie znajdowania
wielomianu algebraicznego najlepiej przyblizajacego zero na zadanym prze-
dziale. Aby mozna je bylo rozwiazac, skorzystajmy z wielomianow Czebyszewa

T,(x) = cos(narc cos x) (1.28)

Korzystajac z prostych tozsamos$ci trygonometrycznych, tatwo mozemy
wykazaé, ze wielomian T,(x) jest identyczny z pewnym wielomianem
algebraicznym ,,zawezonym” do przedzialu {— 1; 1). Mozna wykazac, ze

Ty(x)=1 (1.29)
T,(x) = cos(arccosx) = x

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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oraz
T,(x)=2xT,_(x) — T,_,(x), n=2,34,.. (1.29a)
Kazdy wielomian (1.28) stopnia » ma » réznych pierwiastkow w punk-
tach
2 1
xmzcos( m2]—1|— 'ﬂ:), m=20,1,2,....n—1 (1.30)

zawartych migdzy — 11 + 1. Wspolczynnik przy najwyzszej potedze w T, (x)
jest rowny 2”~!. Poniewaz szukamy wielomianu, ktéry przy najwyzszej
potedze bedzie miat wspotczynnik rowny jednosci, wiec
1

Trn () =3 To1 (%) = (x = Xo) (x — x1) ... (x = X,) (1.31)
gdzie x,(m =0, 1, 2, ..., n) sa pierwiastkami wielomianu 7T, ;(x). Gdy
rozpatrywany przedzial {a;b) jest przedzialem {— 1; 1>, woOwczas wielo-
mianem algebraicznym stopnia n + 1 takim, aby wyrazenie (1.27) mialo
najmniejsza wartosc, jest wielomian

1
w,, (X) = ? Tn—i—l (.Xf)
1 wOwczas

|
SUp lwn (X)l = A

n
xe<-—1:1> 2

Jezeli w przedziale (— 1; 1) za wezly interpolacji przyjmiemy zera
wielomianu Czebyszewa, to mozna udowodnié, ze

Mn+1
f(x) — W,(x)| < TCERY (1.31a)

Proste transformacje liniowe

X = %[(b—a)z+(b+a)]

oraz

1
b—a

dla xed{a; b)1ze{ — 1; + 1) pozwalaja sprowadzi¢ kazdy przedziat {a; b>
do przedzialu (— 1; 1) bez zmiany wartos$ci btedu interpolacji (gdyz nie
ulegaja zmianie proporcje odpowiednich wartosci funkcji), a takze przenies¢
interpolacj¢ z przedzialu {— 1; 1) do dowolnego przedzialu <{a; b), gdzie
optymalnymi wezlami beda punkty

2x —b —a)

Z =
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Xy = M2 T+ (b + a)] (1.32)
dla m=0, 1, 2, ..., n, przy czym nowe wezly X, nie sa rozmieszczone
w rownych odstepach, lecz sa zaggszczone przy koncach przedziatu.
Wielomian T, ;(x) jest wielomianem stopnia n + 1, ktory na przedziale
{—1; 1> najlepiej przybliza zero i jest to jedyny taki wielomian stopnia
n + 1, ktoérego wspolczynnik przy najwyzszej potedze jest rowny jednosci.
Wybierajac jako wezly liczby (1.32) otrzymamy oszacowanie biedu

Mn+1 (b _ a)n—l—l
(i’l + 1)' 22n+1

f(x) — W(x)| <

Wielomian W,(x) wyznaczony przez te wezty nie daje (na ogoél) najmniejszego
bledu, lecz tylko najmniejsza warto$¢ oszacowania (1.26). Wezty wielomianu
o minimalnym bledzie (optymalnego wielomianu aproksymujacego) sa
z reguly bardzo trudne do wyznaczenia.
Cwiczenia

1. Dane sa wartosci funkcji y = f(x) w trzech punktach: y(0) =1, y(1) =11 y(2) =3.

Wyznaczyé wielomian stopnia drugiego, dla ktérego W(0) =1, W(1) =11 W(2) =3.
2. Znalezé wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla funkcji okreslonej tablica war-

tosci 1/1.
1/
X 0 2 3 5 6
f(x) 1 3 2 5 6

3. Korzystajac z wzoru interpolacyjnego Lagrange’a udowodni¢, ze
2p+1 (_1)m 22p+1

mzz:‘o Qp+1-=2m) - m!2p+1—2m)! = (=1 [Cp + D!]?

4. Obliczy¢ wartos¢ \/1—1_7 za pomoca wzoru interpolacyjnego Lagrange’a dla funkcji
y = /x i wezldéw interpolacji: x, = 100, x; = 121 i x, = 144. Oszacowa¢ blad.

5. a) Znalezé wielomian interpolacyjny stopnia co najwyzej trzeciego z minimalnym
oszacowaniem btedu dla funkcji y = \/; na przedziale {1; 9/4>. Wskazowka. Jako wezly
interpolacji nalezy przyja¢ punkty: 1,25/16, 16/9 i1 9/4.

b) Oszacowac reszte wedtug wzoru (1.26).

c) Korzystajac z otrzymanego wielomianu obliczy¢ y(2), a nastgpnie porownac otrzymany

wynik z wartoécia /2 = 1,4142135.
d) Korzystajac z weztow Czebyszewa znalez¢ optymalny wielomian interpolacyjny dla tej
funkcji — optymalny z punktu widzenia doboru weztow. Oszacowaé btad wedtug wzoru (1.31a).
6. Niech A = max(x;,.; — x;). UdowodnicC, ze

Mn+lhn+1
4(n+1)

gdzie M,,.; = max [f""V(x)] dla  xedxq; x,).

X€ <x0; xn>

If(x) - Wn ()C)l <
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1
7. Udowodni¢, ze |[f'(x) — W', (x)| <-2—M,,+1-h”. Wskazdéwka. Funkcja (f'(x) —

— W', (x)) ma co najmniej n miejsc zerowych yi, y,, ..., y, W przedziale {a; b), gdzie x;_, <

n+1
n!

< y; < x;. Udowodni¢ najpierw, ze |f'(x) — W', (x)]| < [(x— y)(x — y2) ... (x — V).

11 73 . 601 . 413
Odpowiedzi. 1. W,(x) = x* — x + 1. 2. Wy(x) = —Ex4+@x3—mx2+—66—x+ L.

3. Wskazoéwka. Rozpatrzy¢ funkcje f(x) =1 dla xe{—1; +1) biorac jako punkty

xPtV=—14+2m/Qp+ 1) dlam=0,1, ..., 2p+ 1. 4. 10,815923, |R,| < 1,1475-1073. 5. d)
. : 5 2k+1 13 _

Optymalnymi weztami sa: x, =§cos T+ ry dla k=0, 1, 2, 3, czyli x,=2,20242,

x, = 1,86418, x, = 1,38582, x; = 1,04758. |

1.2.4. W2zér interpolacyjny Newtona dla nierdwnych odstepow
argumentu

W punkcie tym omowimy inny wzdr shuzacy do interpolacji za pomoca
wielomianow algebraicznych. Do tego celu niezbedne jest wprowadzenie
pojecia ilorazow roznicowych.

Przyjmiymy, ze funkcja f(x) jest okreslona za pomoca tablicy, x,, X1, ..
..., X,saweztami interpolacii, a f (x), f (xy), ..., f(x,) — odpowiadajacymi tym
weztom wartosciami funkci f(x). Oczywiscie x; # x;dlai #j(i,j = 0,1, ...,n)
i ponadto roznice

Axi=xi+1—-x,-, l=0, 1, 2, ves
nie s3 na ogot stale. Wyrazenia

_ fG) = f(x0)

Jf(xo5 x1) X1 — x4
, J(x2) = f(x1)
f(x1; x,) = X, — X
...................... (1.33)
. . f(xn) _f(xn—l)
f(xn-—la xn) - X, — X, _1
nazywamy ilorazami roZnicowymi pierwszego rzedu.
Analogicznie definiujemy ilorazy roznicowe rzedu drugiego
f(xo; xl; x2) — f(xl; x2) _f(x03 X1)
X7 — Xy
...................... (1.34)

f(xn——l; xn) _f(xn—Z; xn—l)

Xp — Xp_2

f(xn—Z; Xn—1s xn) =
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dan=12,..0razi=0,1, 2, ..

nicowych ma postaé tablicy 1/3.

40

Ogolnie iloraz réznicowy rzedu n tworzymy z ilorazu roznicowego rzedu
n — 1 za pomoca wzoru rekurencyjnego |

...;xi+n) -

J(Xis1 Xigas -

s Xivn) =S (X5 Xig1s oo

; Xitn—1)

xi+n

(1.35)

7 ilorazéw roznicowych tworzy sie zazwyczaj tablice; zasadg jej tworze-
nia pokazuje tablica 1/2. Przyktadowo, dla wielomianu f(x) = x* o wezlach
interpolacji xo =0, x; =2, X, =3, X3=51 X4 = 6 tablica ilorazdéw roz-

Zatozmy, ze funkcja f(x) jest okreSlona tablica wartosci (xo, f (x0));
(1, f(X1))s woes (s f (x,)), gdzie xo, X1, ..., X, sa weztami interpolacji. Niech
W,(x) bedzie wielomianem interpolacyjnym zapisanym wzorem (1.14),

1/2
Ilorazy roznicowe
x; | f(x;)
rzedu 1 rzedu 2 rzedu 3 rzedu 4 rzedu 5
X~ | f(xo)
f(xo, %4)
x; | f(x1) Sf(xgs %45 %3)
fxg5x,) S (X5 % 15X 25 X3)
x, | f(x;) Sf(xq5 X495 x3) S (X0 %15 X23
X35 X4)
S (x5 x3) J(x15%95 X35 X4) J(xgs X145 X35 X33
X4 X5)
x3 | f(x3) f(xg; %35 %) (%15 %95 X33
| X45X5)
J(x35%4) J(Xg5 X35 X435 X5)
Xq |f(X4) fxs;x45x5)
flx4sx5)
xs |f(xs)
1/3
: . : S5 X415 X425 S5 X415 X34 25
X; f(xi) f(xis X+ 1) f(xia Xi+ 1,Xi+2) xi+3) xi+3;xi+4)
0 0
4
2 8 5
19 1
3 27 10 0
49 1
5 125 14
91
6 216
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spelniajacym warunek

Ww,(x;) =f(x;) i=0,1,2,..,n
Niech
W,(x) = Wy(x) + [Wl (x) — W, (x)] + [Wz (x) — W, (x)]—l— et
+ (W, () — W1 ()] (1.36)

Oczywiscie roznica W (x) — W, _; (x) jest wielomianem, ktéry mozna przed-
stawi¢ w postaci

W) = Wie_i(x) = A(x — X)) (x — X)) o. (x — X 1) (1.37)

gdzie A jest pewna stala. Aby ja obliczy¢, podstawiamy x = x,. Mamy
wowczas

Wi(xr) — Wi () = A (x — x0) (O — x1) oon (X — Xi 1)
a poniewaz W, (x,) = f(x;), wiec

oy O (X)
n /) AT em)
(Xk — X0) (X — X1) ooe (X — Xi—1) (xx — X0) (Xp—1) o (X — X 1)
(1.38)
i korzystajac ze wzoru (1.15), otrzymujemy
S (x) gt J(x:) e f(x)
4= W —1(Xe) i i;) (X — X;) 0 _1(x)) B i;O Wy (X ;) (1.39)
Z (1.37) 1 (1.39) mamy
. £ f(x)
We(x) = Wi (x) = _;{; 0 (X)) Wy 1 (x) (1.40)

Dla zapisania wzoru (1.40) w dogodniejszej postaci za pomoca ilorazoéw
réznicowych, udowodnimy nastepujaca zalezno$¢ dotyczaca ilorazu rzg¢du »:

; g ceos = S(x)
f(Xi, T Xi+n) B (xi — Xi+1)(xi — xi+2) (Xz — Xz‘+n) "
S(xiv1)
+ g — X)) (Kip1 = Xig2)eoe (Xip1 — Xi4n) + ...+
+ f(xi-l—n) (141)

Xion— %) Kign— Xiz1) e Kign — Xign-1)
Wzér powyzszy udowodnimy metodg indukeji.
DOWOD. Dla n = 1 zalezno$¢ jest spetniona, bowiem

fern) —fG) _ &) S

Xig1— X Xi— Xit1 Xig1 — X

fxi xi01) =
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Wykazemy teraz, ze jesli wzor (1.41) jest prawdziwy dla n = k — 1, to jest prawdziwy dla n = k.
Mamy

Sxiv1s Xip2; 2o Xivi) —f(xi; Xip1s oo xi+k—1)_

f(xl; Xj+1; xi+2; cer s xi-{-k) =

Xivk — Xi
1 { f(xi+1)
= +
Xive—X; (i1 —X42) (X541 — Xig3) oo (Xip1 — Xige)
n S(xiv2) n
(Xiv2 = Xie 1) (Xiv2 — X143) ooe (X142 — Xitk)
X
+ot AL -~
(xi+k_xi+1)(xi+k_xi+2)--'(xi+k—xi+k——1)
_[ f@) N
(-xi_xz'-]—l)(xi—"-xi—i—Z)'--(xi_xz‘+k—1)
4 S(xis1) n
(Xiv1—X)(Xig1— Xi52) ... (Xi41— Xitk_1)

Lo J(Xivk-1) ]}
(Civk—1 = X) Xigpm1 = Xi1) oo (Xigpm1 — Xivk—2)

W rozwinigeiu tym skladniki zawierajace f(x;) oraz f(x;,,) wystepuja dokladnie jeden raz,
natomiast sktadniki zawierajace f(x;) (dlaj =i+ 1,i + 2, ..., i + k — 1) wystepuja po dwa razy.
Grupujac zatem te pary, otrzymujemy

1 [ f(x)) _
Xivk — X | (6 — Xip ) (65— Xi42) .. (x; — X;-1) (X7 — Xi41) .. (x; — Xj+4)
_ ) | ]___

(6 = %) (67 = Xig1) oon (6 = X521) (65 = Xj41) e () — X4k 1)

. J(x) 1 [ 1 ! ]__
(xj—x,—H)...(xj—-xj_1)(xj—xj+1)---(xj_xj+k—1) Xivk —Xi | Xj— Xipk X;—X;

_ JS(x))
(x;—x) (= Xi51) o (X — Xj-1) (X = Xj41) o (X — Xi44)
dlaj=i+1,i+2, ..., i+ k — 1. Poniewaz pozostaly jeszcze dwa wyrazy

f(x:)

(i = Xip1) (i — X142) ... (X:— Xi1k)

oraz

S(xitx)

(Xipk— X)) (Xi4x — Xiv1) oo (Xigp — Xitk—1)

zatem otrzymujemy

f( ) sz‘H—k f(xj)
Xis Xit1s vees X =
o i j=i (xj_xi)(xj_xi-i-l)'"(xj_ j—l)(xj—xj+1)---(xj—xi+k)
cnd.
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Do dalszych przeksztalcen nalezy przyjac i = 0, wowczas

S(Xo; X135 .05 X,) =

5 f(x)
=0 (x;—xp)(xj—x1) ... (x5 —x;_1) (X —Xx;501) ... (X — x,)
dlan=1,2.
1 stad
W, (x) = f(x0) + f(Xo; X1) @o(x) + f(x0; X15 X2) @1(x) +
+ o (X X105 e X)) 0,1 (X) (1.42)

Wz6r interpolacyjny (1.42) nosi nazwe wzoru interpolacyjnego Newtona
dla nierownych odstepow argumentow albo wzoru interpolacyjnego Newtona
z ilorazami rdznicowymi.

Przyklad 1. Napisa¢ wzor interpolacyjny dla funkcji f(x) okreslonej tablica wartosci:
fO) =12 =3,/3)=2,f4 =506 =T

Sporzadzamy tablice ilorazow réznicowych dla tej funkcji (tabl. 1/4) 1 na podstawie (1.15),
(1.42), otrzymujemy

2 2
W4(x)=1+l(x—O)—g(x——O)(x—Z)—I—-3-(x—0)(x——2)(x—3)—

O — D= D= = —oxt bk
——(x—-0)x—-2)x—-3)x—4))=—"Xx"+—XxX ——x " +——x+
9 9 3 9 3

Przyklad 2. Napisa¢ w Turbo Pascalu procedurg obliczania ilorazéw réznicowych funkcji
f(x), podanych w tablicy 1/2, potrzebnych do obliczen przy postugiwaniu si¢ wzorem
interpolacyjnym Newtona z ilorazami réznicowymi.

1/4
Xi f(x) SxaXirq) | fOs X4 15 Xi+2) S5 Xit 15 %1425 flxs xif 15 Xi+ 25
Xi+3) Xi+35Xi+4)
0 1
1
2
2 3 _Z
3
2
_1 <
3
2
3 2 2 _Z
9
2
3 _=
3
2
4 5 — =
3
1
6 7
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Jak latwo zauwazyé, we wzorze (1.42) wykorzystuje si¢ jedynie ilorazy ré6znicowe potozone
na przekatnej od f(xo) do f(xo; x1; ...; x»). Procedura ILORAZY wymaga umieszczenia wartosci
argumentow (weztdw) w tablicy X o wymiarach 1 x M, gdzie M =n + 1,1 odpowiadajacych im
wartos$ci funkcji w analogicznej tablicy W. Poniewaz przy korzystaniu ze wzoru (1.42) potrzeba
nam tylko czesci ilorazéow réznicowych, konstruowanie pelnej tablicy 1/2 bytoby nieekonomicz-
ne, choéby ze wzgledu na wykorzystanie pamigci maszyny; dla n = 100 wymagaloby to zbgdnej
rezerwacji pamieci okoto 10 tysiecy miejsc. Procedure nasza napiszemy w taki sposob, aby po jej
wykonaniu tablica W zawierala jedynie potrzebne ilorazy roznicowe w nastepujacej kolejnosci

W (1) = f(xo)
W(2) =f(xo; x1)

---------------------

W(M) = f(xo; X1 +ov Xn)
Schemat blokowy procedury jest pokazany na rys. 1.5.

W(M=-I+1)-W(M-1)
X(M=-I+1)=-X(M-1)

WM-I+1) =

I=I+1

J=J+1

RETURN
1.5

Przyjmujac, ze w programie sa wprowadzone deklaracje typow 1 zmiennych
identyczne jak w przyktadach w p. 1.2.1, otrzymujemy nastepujaca tresc
podprogramu:

PROCEDURE ILORAZY (VAR X,W: wektor; M: zakres);
VAR I,J : integer;

BEGIN
FOR J := 1 TO M-1 DO
FOR I := 1 TO M-J DO
W[M-I+1] := (W(M-I+1] - W(M-I])/(X[M-I+1] - X[M-I])
END;
Cwiczenia
1. Udowodnié, ze jezeli f(x) = (x — xo) (x — X)) ... (x — X,), to f(xo; X15 -5 X,) =0
dla p < n.

2. Za pomoca wzoru (1.42) znalezé wielomian interpolacyjny dla funkcji podane;
w ¢wiczeniu 2 z p. 1.2.3.
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1.2.5.

3. Korzystajac z podanej w przykladzie 2 procedury obliczania ilorazéw roznicowych
funkcji f(x) napisa¢ procedur¢ obliczania wartosci wielomianu interpolacyjnego Newtona
z ilorazami r6znicowymi wedlhug wzoru (1.42) w dowolnym punkcie x (roznym od wezla).

Wskazoéwka. Szukany algorytm obliczeniowy jest bardzo podobny do algorytmu Hornera
obliczania warto$ci wielomianu algebraicznego stopnia » uporzadkowanego wedhug poteg.

Rdéznice progresywne i réznice wsteczne

Na wartosSci zmiennej niezaleznej nie nakladaliSmy dotychczas zadnych
warunkow. Rozpatrywane warto$ci argumentdw x,, Xxi, ..., X, (wezly
interpolacji) mogly by¢ wybierane zupeinie dowolnie. Obecnie przyjmiemy, ze
wartos$ci te tworza ciag arytmetyczny i ze przyrost argumentu jest wielkoscia
stala, tzn.

xlsz“!"h, x2=x0+2h,...,xn=x0+nh
Takie zalozenie bardzo upraszcza wzory interpolacyjne 1 ich wyprowadzenia.

Roznice progresywne. Niech beda dane wartosci funkcji f(x) w punktach
Xo, X1, ..., X,. Wyrazenie

Af=f(x+h) — f(x) (1.43)

nazywamy réznicq progresywnq rzedu pierwszego funkcji f.
Podobnie definiujemy rdznice progresywne wyzszych rzedow

Af=AA"Y), n=23, .. (1.44)
Na przyktad

Af=AAN)=A[fx+h) —f(x)] =
=[fx+2n) —fx+ D] -[f&x+h—-f0)]=
= f(x+2h) = 2f(x + h) + f(x)

Wzér (1.44) mozna takze zapisac w postaci

A’ f(x) = f(x)

A'f(x) = A""1f(x + h) — A" f(x) | (1.44a)
n=1,2, ...

ROznice progresywna dowolnego rzedu funkcji f mozna wigc przedstawic jako
kombinacje liniowa wartosci tej funkcji.

W przypadku wielomianow réznica rzedu pierwszego wielomianu rzedu
n jest wielomianem stopnia n — 1.

Przyklad 1. Obliczyé réznice progresywne wielomianu W, (x) = x* — x — 1, przyjmujac
h = 1. Mamy

AW=[x+D*—(x+1)—1]—-[x*—x—1]1=4x> + 6x* + 4x
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AW=[A4x+1>+6(x+1>+4(x+ 1] —[4x> + 6x> + 4x] = 12x> + 24x + 14
AW=[120c+ 1)*+24(x + 1) + 14] — [12x> + 24x + 14] = 24x + 36
AW = [24(x + 1) + 36] — [24x + 36] = 24
A"W=0 dla n=5

Jak tatwo wykazac, w przypadku wielomianu n-tego stopnia n-ta rdéznica
progresywna jest stala i ma postac

A" W(x) = nlayh” = const

Stosujac interpolacje funkcje f(x) mamy okreSlona za pomoca stablicowa-

nych wartosci y; = f(x;), a punkty x;(i=0, 1, ..., n) sa rozmieszczone
w rownych odst¢pach. Skonczone roznice progresywne ciagu y; okresla sie
nastepujaco:
Ay;=yiz1— )i
A’y = A(Ay;) = Ay;1 — Ay,
................................ (1.45)
A'y; = AA"y)=A""y . — A"y,
Mozna udowodnié (metoda indukcji), ze
] n n n

A'y; = 0] Yi+n =\ 1] Vitn— + ) Vitn—27" - —

D (" | 1.46
— (=D n—1 Yig1 +(—1) nlYi (1.46)
albo krocej

n /n |

Anyz'=2(_ 1)J<]) Yitn—j (1.46a)

j=0
Analogicznie dowodzi sig, ze kazda warto$¢ y, (k =1, 2, ..., n) mozna
obliczy¢ za pomoca roznic Ay, A%y,, ... A*y, oraz wartosci y,

k k k

Ye =Yoo+ (1> Ay, + (2) A’yo+ ... + (k) Afy, (1.47)
k=12, ....n

Operator A ma wiele wlasnosci podobnych do wtasno$ci operatora rdznicz-
kowego. Latwo mozna sprawdzi¢ za pomoca rachunku, ze na przyklad:

A(ge £ /i) = Agr £ Afy

Alafy) = adf;

A"(A%fy) = A" f

Al f(xi) g(x) ] =F (X ) Ag(x) + g (k1) Af (1)
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S(xk) _ Af(xi) g (xe) — f(xe) Ag (xi)
g(xx) g(xri1) g (Xe)

Ac=0 (¢ = const)

A dla  g(xr+1)8(xe) #0

Obliczone roznice kolejnych rzgdow najwygodniej jest uklada¢ w postaci
trojkatnej tablicy roznic (tabl. 1/5).

Przyklad 2. Sporzadzi¢ tablice réznic progresywnych dla funkcji y = x> — 1 poczawszy od
wartosct xo, = 0, z krokiem 1, dla n = 5.
Korzystamy ze wzorow (1.45) i otrzymane wyniki zestawiamy w formie tablicy 1/6.

1/5 1/6
X, | v | Ay | A%y | A, | Aty | Ay, x; | v | Ay | A%, | A%, | A%y, | A%,
Xo | Yo 0 -1
Ay, 1
X1t N1 A%y, 1 0 6
Ay, Ay, 7 6
Xy | Vs A%y, A%y, 2 7 12 0
Ay, A3y, A%y, 19 6 0
X3 | V3 A%y, A%y, 3 | 26 18 0
Ay, Ay, 37 6
X4 | Va A%y, 4 | 63 24
Ay, 61
X5 | Vs 5 1124

Roéznice wsteczne. Korzystajac z przyjetych oznaczen, pierwszq roznice
wsteczng funkcj f(x) w punkcie x; okreslamy jako pierwsza roznicg pro-
gresywna tej funkcji w punkcie x;_; i oznaczamy symbolicznie: Vy; V'y,,

Vf(x;) albo V! f(x;). Zatem
Vyi=Ay,_1=f(x) —f(xi-1) (1.48)
dla i=12,...,n

Ogolnie, k-tq roznice wsteczng funkcji f(x) w punkcie x; okreslamy jako
roznice roznic (k — 1)-szych w punktach x; oraz x,;_;, a wigc

VEy, =V ly, — Vi iy, | (1.49)
k=12, ..., n
i=k k+1,..,n
przy czym V%, = y,.
Mozna bez trudnosci wykazad, ze

Viyi= A%y, k=0,1, ..., n (1.50)
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Tablica roznic wstecznych jest identyczna z tablica réznic progresywnych
— zmianie ulegaja jedynie symbole roznic. Problem, czy korzysta¢ z roznic
progresywnych, czy tez z roznic wstecznych jest uzalezniony najczescie] od
tego, w jakiej czesci przedzialu (x,; x,) chcemy badac funkcje f(x). Jezeli
interesuje nas poczatek przedziahu (otoczenie punktu x,) korzystamy z roznic
progresywnych i rozbudowujemy tablicg (analogicznie do tabl. 1/5) w kierun-
ku rosnacych wskaznikow x;(x,, x;, ...) tak daleko, jak to jest potrzebne. Jesli
natomiast interesuje nas zachowanie sie¢ funkcji f(x) na otoczeniu konca
przedzialu, to korzystamy z roznic wstecznych 1 tablicg rozbudowujemy
w kierunku malejacych wskaznikow x;(x,, X,_{, ...). W tym drugim
przypadku punkty, w ktorych jest okreslona funkcja f(x) (xq, X1, ..., X,)
wygodnie jest oznacza¢ symbolami: x _,, X_,.1, ..., X_1, Xg. SPOSOb sporzg-
dzania tablicy réznic wstecznych pokazuje tablica 1/7.

1/7
X, |y Yy | Vi vy, V4, V%y;
X-6 | V-6
Vy_s
X-5 | V-5 V4
Vy_q Viy_s
X_4 | V-4 V3y_s Vi,
Vy_; VSJ’—z VS}’—1
X_3 | V-3 Viy_, V-4
Vy_, V3J’—1 VSYO
X_2 | V=2 VZY—1 V4o
Vy_4 V3Yo
X_1 | V-1 VZ)’O
Vyo
X0 Yo
Cwiczenia

1. Wiadomo, ze dla wielomianow (ogolniej, takze dla funkcji klasy C”) i dostatecznie
matych przyrostow A roznice skonczone danej funkcji, az do rzedu » wlacznie, zmieniajg si¢
rOwnomiernie, a roznice rzedu n sa ponadto stale. Gdy w pewnym miejscu tablicy nastapi
zaburzenie regularnosci roznic, istnieje duze prawdopodobienstwo, ze w tablicy powstala
omylka. Blad e wchodzi do kolejnych réznic A%y (rzedu k) ze wspdleczynnikami dwumianowymi

k k
0 naprzemiennych znakach: (O) g, — ( 1) g, .... Wiedzac, ze jedna z wartosci funkcji w tablicy
1/8 jest zaburzona, znalez¢ ten btad 1 poprawic go.

Wskazowka. Nalezy skonstruowa¢ pomocnicza tablice, w ktorej wszystkie wartosci funkcji
f(x) sa zerami z wyjatkiem jednej, rOwnej ¢, a nast¢pnie nalezy zlokalizowac nieregularnosc (np.
zaburzenie w monotoniczno$ci) w zachowaniu si¢ roéznic (w tym przypadku — roznic drugiego
rzedu). Proba ,,poréwnania” danej tablicy réznic i tablicy pomocniczej utatwia lokalizacje
omyiki.

2. Znalez¢ omytke w tablicy 1/9 i poprawi¢ odpowiednie roznice.,

Odpowiedzi. 1. ys; = 51. 2. Bledna jest wartos¢ funkcji /(1,4); powinno by¢ f(1,4) = 20,46.
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1/8
x; | oy | Ay | A% | A | A%y, | Ay, | A%,
1 3
6
2 9 4
10 0
3 19 4 —1
14 —1 5
4 33 3 4 —15
17 3 —10
5 50 6 —6 20
23 3 10
6 73 3 4
26 1
7 99 4
30
8 | 129
1/9
X fx) Af A% Af A% A>f
1 17.500
—0.635
1.1 18.135 0.07
—0.705 0
1.2 18.840 0.07 —0.2
—0.775 0.2 ~1.0
1.3 19.615 —0.13 0.8
—0.645 —0.6 2.0
14 20.260 0.47 1.2
—1.115 0.6 —20
1.5 21.375 —0.13 0.8
—0.985 —0.2 1.0
1.6 22.360 0.07 —0.2
—1.055 0
1.7 23.415 0.07
—1.125
1.8 24.540

1.2.6. Wzory interpolacyjne Newtona dla réwnoodlegtych wartosci
argumentu

Wzory interpolacyjne Newtona sa stosowane do rozwigzywania tego samego
zagadnienia interpolacyjnego co i wzor Lagrange’a. Niech beda dane wartosci

funkcii f(x)

y i :f ('x i)a
przy czym punkty x; sa rozmieszczone w jednakowych odstepach

i=0,1,2, .., mn;

i=0,1, ....m

xi=x0+ Zh,

4 Metody numeryczne

h = const
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W punkcie 1.1.1 udowodniliSmy twierdzenie, Zze istnicje dokladnie jeden
wielomian W,(x) stopnia nie wigkszego niz n taki, ze W,(x,) = y;,i=0, 1, 2,
..., n. Obecnie zajmiemy si¢ wyznaczeniem innej postaci wielomianu inter-
polacyjnego, ktory bedzie oczywiscie tozsamosciowo rowny wielomianowi
otrzymanemu za pomocg wzoru interpolacyjnego Lagrange’a (1.14). W punk-
cie 1.2.4 podalismy wzor interpolacyjny Newtona przy zalozeniu dowolnego
rozmieszczenia weztow interpolacyjnych postaci

Wa(x) = f(x0) + f(X0; X1) @o(x) + f(X0; X15 X2) @1(X) +
+ o+ f(xg; .o X)) 0,1 (%) - (1.42)
gdzie w;(x) = (x — xo) (x — x1) ... (x — Xz).

W przypadku weztow rownoleglych ilorazy réznicowe kolejnych rzedow
wynosza odpowiednio

J(x0) = ao =y
f(xo;xl)=a1=y1;yo
Yo—= V1 Yi— o

h h —2y1+Yy

J(Xo5x13%,) = a; = 5 = 2 2/112 : (1.51)
n n
Vn — Yy _1 +<2> VYVun—2— .. +(—1) Yo

f(x09 . axn)_

Korzystajac ze wzoru (1.45) na roznice progresywne rzedu n, otrzymujemy

ag=yo,  a1=Aylh,  a,=A%y/2h*

ogolnie
Akyo
ak:k!-hk’ k=0,1,2,....n (1.52)

przy czym 0! = 1,a A%y, = y,. Podstawiajac wyznaczone wartoSci wspotczyn-
nikow do wzoru (1.42), otrzymujemy

A A?
W, (x) = yo + =26 = o) + 55 (r = x0) (x = x1) + .
An
...+n']);g(x—x0)(x—-x1)...(x—xn__l) (1.53)

Wzor (1.53) nosi nazwe pierwszego wzoru interpolacyjnego Newtona. Jest
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4*

to jak wida¢ wielomian stopnia nie wigkszego niz n, a ponadto
W,(xz) = yi dla k=0,1, ..., n

We wzorze (1.53) wspotczynniki a; sa kolejnymi rdéznicami progresywnymi
podzielonymi przez odpowiednie silnie. Poniewaz rdznice ze wzrostem ich
rzedu zazwyczaj dos¢ szybko maleja, wigc bardzo czgsto przy korzystaniu
z tego wzoru nie uwzglednia si¢ tych sktadnikoéw, ktorych wspotezynniki sa
dostatecznie male. Widac tutaj korzysci, jakie przynosi stosowanie wzoru
(1.53) w porownaniu ze wzorem Lagrange’a (1.14), w ktérym kazdy ze
sktadnikow jest jednakowo istotny 1 nie mozna zadnego z nich zaniedbac.

W praktycznych zastosowaniach znacznie fatwiej jest stosowaé wielo-
mian interpolacyjny Newtona (1.53), wprowadzajac nowa zmienng

__x—xO

=77

Poniewaz

x—x x—(xo+h) _ 1
o h -4
x—xz_x--(x()—i—2h)__' 5
o h — 4

ooooooooooooooooooooooooooo

wiec wzor (1.53) mozna sprowadzi¢ do postaci

— 1
Wo() = W io + ah) = 3o+ L Ay, + T a2y 4

4+ ...+

n!

Wielko$¢ g = (x — x,)/h okresla liczbe krokow potrzebnych do przejscia od
punktu x, do punktu x. Wzor (1.54) wygodnie jest stosowac do interpolacji
funkcji y = f(x) na otoczeniu wartosci poczatkowej x, (dla g < 1). Przecho-
dzac do przedzialu x; < x < x,, w ktorym g jest wigksze od jednosci,
wygodniej jest przyjac za x, nastepny wezel interpolacji, czyli x;.

Jezeli postugujemy si¢ trojkatna tablica roznic, to do wzoru (1.54)
wchodzg roznice ,,schodzace w dot po odpowiedniej przekatnej. Dlatego tez
stosowanie tego wzoru wygodne jest dla gornej, poczatkowej czgsci tablicy,
gdzie mamy dostateczna liczbe roznic. Dla dolnej jej czesci wzor ten okazuje
sie mato przydatny lub wrecz nieprzydatny. Z tych wzgledow wzor (1.54)
nazywany jest takze wzorem interpolacyjnym Newtona na interpolacje w przod.
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Przyklad 1. Funkcja f(x) = e* dana jest na przedziale (3,5; 3,8) za pomoca tablicy wartosci
1/10. Obliczy¢: a) wartosci funkcji w przedziale <3,50; 3,55> z krokiem % = 0,01, b) wartos¢
funkcji w punkcie x = 3,58. )

a) Sporzadzamy tablic¢ roéznic dla danych wartosci funkcji (tabl. 1/11). Aby zbudowac
tablice wartosci w przedziale {(3,50; 3,55) z krokiem k= 0,01, przyymujemy x,= 3,50.
Odpowiednie wartosci Ay,, A'y, itd. leza na najwyzszej przekatnej tablicy 1/11. Poniewaz
gh = 0,05, wiec dla kolejnych wartosci x;e<3,50; 3,55)> odpowiednie wartosci g; wynosza
odpowiednio: dla x, = 3,50, go =0, dla x;, = 3,51, ¢, =0,2 itd. Uwaga. Aby wyznaczy¢
szukane wartosci y dla wybranych g wygodnie jest zestawi¢ pomocnicza tablice 1/12.

b) W celu znalezienia wartosci funkcji w punkcie x = 3,58 budujemy wielomian inter-
polacyjny dla tej funkcji. Poniewaz x e (3,55; 3,60), jako x, nalezy przyjac 3,55. Wtedy (patrz

tabl. 1/11)
1/10
X 3.50 3.55 3.60 3.65 3.70 3.75 3.80
y 33.115 34.813 36.598 38.475 40.447 42.521 44.701
1/11
X y Ay A%y Ay Aty A’y A®y
3.50 33.115
1.698
3.55 34.813 0.087
1.785 0.005
3.60 36.598 0.092 —0.002
1.877 0.003 0.006
3.65 38.475 0.095 0.004 —0.013
1.972 0.007 —0.007
3.70 40.447 0.102 —0.003
2.074 0.004
3.75 42.521 0.106
2.180
3.80 44,701
Jo=34813, Ay, = Ay, = 1,785 itd.
czyli

Ws(x) = 34,813 + g+ 1,785 + q(g — 1)- 0,046 + q(q — 1) (g — 2) - 0,0005 +

+qg—1)(@—2(q—3)166-10"+g(g—1)(g —2) (g — 3)(g — 4)- 5810

gdzie

 x—3,55
=005

=20 (x — 3,55)

Dla x = 3,58, ¢ = 20-0,03 = 0,6 1 szukana wartosc¢

£(3,58) = 35,865794
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Jak juz mowilismy, pierwszy wzoér interpolacyjny Newtona jest nie-
dogodny do interpolacji w poblizu konca tablicy. Stosuje si¢ tu inny wzor,
ktory obecnie wyprowadzimy.

Przy niezmienionych zalozeniach szukamy wielomianu interpolacyjnego
zapisanego w postaci

Wn(x) = Qy + al(x _xn) + a2(x — xn)(x — xn——l) T ..ot

+a,(x—x,)(x—Xx,_1)...(x — x1) (1.55)
Wspolczynniki a;, jak poprzednio, wyznaczamy ze wzorow na ilorazy
rOZNiCOwe

Akyn -k
A = — i k=0,1,2,...,n (1.56)
i korzystajac z wprowadzonego pojecia roznic wstecznych (zob. wzor (1 49)),
mamy
V&y,
ak:k!hk’ k=0,1,2,...,n (1.57)
Podstawiajac (1.56) do (1.55), otrzymujemy
Ay, _ A%y, _
W) = P+ = (= ) + S0 (= 0) (6= )+
An
+n,ifj(x—x,,)(x—xn_l)...(x—xl) (1.58)

Wzor (1.58) nazywamy drugim wzorem interpolacyjnym Newtona.
Dla celdow praktycznych wygodnie jest jak poprzednio wprowadzic

podstawienie
X =X, + gh
1 zapisac (1.58) w postaci
+1
Wu(X) = yu + qAy, -1 + q(qz, )Azyn_z +...+
+D@+2)...(g+n—1
L9@+Dg+2)..(¢ )A,,y0 (1.59)

n!

Skorzystamy teraz ze wzordw (1.57) okreSlajacych wspoiczynniki a;, za
pomoca roznic wstecznych, a ponadto poniewaz z r6znic wstecznych
korzystamy wtedy, gdy interesuje nas zachowanie si¢ funkcji na koncowej
czeSci przedziahu, zmienimy numeracje punktdw x; piszac x;_, zamiast
x; (i=0,1,2, ..., n). Wowczas

X; = Xo + ih, i=0, -1, =2, ..., —n
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i wzory (1.58), (1.59) przejda odpowiednio we wzory

\% V?
W,(x) =y, +——hJ—)—(—)(x — Xo) + 2';:20()6 — X)) (x—x_)+ ... +
Vn
F o2 = X)) (= X1) e (= X ) (1.60

w ktorych punktom x_,,, Xx_, ;1, ..., X_1, Xo odpowiadaja punkty x,, x4, ...,
X,_1, X,. Po podstawieniu do (1.60)

Xg — X
q = 7
mamy
Wn(x)=J’0—quo+Q(q2— )szo_ +
— 1 —2)...(g—n+1
y (- 24D n), @=ntDgn, (1.61)

Wzér (1.61) nazywa si¢ czgsto wzorem interpolacyjnym Newtona na
interpolacje wstecz.

Przyklad 2. Korzystajac z tablicy wartosci funkcji x = e*, podanej w poprzednim
przykladzie, obliczy¢ warto§¢ funkcji w punkcie x = 3,76.

Przyjmujemy x, = 3,80. Wowczas y, = 44,701 i odpowiednio Vy, = 2,18, V?y, = 0,106,
V3y, = 0,004, V4y, = —0,003,V°’yy = —0,005. Dla x = 3,76 mamy dodatnia wartos¢ g = 0,81ze
wzoru (1.61) otrzymujemy

glg—1)
2

gig—1)(g—-2)_, gqi@q—1)@—2@—-3)_,
- 6 Vvt 24 v

W (3,76) = 44,701 — qVy, + V2o —

Yo —

_4l@=D@-D@—-3IG -4,
120

Yo = 42,948 5

Przyklad 3. Niech f(x) = In x. Korzystajac z tablicy wartosci funkcji 1/13 obliczy¢ wartos¢
przyblizona In 0,75. Pokazaé, jak zmienia si¢ wynik przy zmianie liczby uzytych roznic.

Budujemy tablice réznic wstecznych (tabl. 1/14). Stad mamy

gg—1) _, qig—D@—-2)_,

W(x)=yo—qVyo+ Yo +

qi@q—1@—2)(g—3)g—4H(q— 5)V6
620

+ ...+ Yo

x —
X =09, g= "h 215 y,=0,117783 itd.
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1/13
X 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
Inx | —1.203973 | —0.916291 | —0.693147 | —0.520826 | —0.356675 | —0.223144 | —0.105361
1/14
Xi Vi Vy; szi V3J’i V4yi Vs)’i V6J’i
03 | —1.203973
0.287682
04 | —0.916291 —0.064538
0.223144 0.023715
0.5 | —0.693147 —0.040823 —0.011062
0.182321 0.012653 0.005959
0.6 | —0.510826 —0.02817 —0.005103 —0.003534
0.154151 0.00755 0.002425
0.7 | —0.356675 —0.02062 —0.002678
0.133531 0.004872
0.8 | —0.223144 —0.015748
| ' 0.117783
0.9 | —0.105361
1/156
Liczba uzytych roznic Wynik
0 —0.105361
1 —0.282035
2 —0.287940
3 —0.287635
4 —0.287697
5 —0.287668
6 —0.287696

W tablicy 1/15 sa zestawione rézne wyniki w zalezno$ci od liczby uzytych roznic. Doktadna
wartos¢ In 0,75 = —0,28768207.

Cwiczenia
1. Udowodni¢ wzér (1.50).
2. Wykazal, ze pierwsza roznica (progresywna, wsteczna) wiclomianu stopnia 7 jest
wielomianem stopnia (n — 1).
3. Udowodni¢ wzor (1.52).
4. Dana jest tablica wartosci funkcji y = sin x dla x e {15°; 50°) z krokiem 5° (tabl. 1/16).
Obliczy¢ wartoS$ci sin x dla katéw od 10° do 15°, co 1°.
S. Stosujac wzor interpolacyjny Newtona znaleZé sume kwadratow

S,=1P+22+3+ .. +n
liczb naturalnych od 1 do n.

1/16
b 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45° 50°
sin x 0.258819 | 0.342020 |0.422618 | 0.5 |[0.573576 | 0.642788 | 0.707107 | 0.766044
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1/17
X J(x)
10.5 100
11.0 110
11.5 121
12.0 134
12.5 150

57

6. Dana jest tablica wartosci funkcji f(x) (tabl. 1/17). Obliczy¢ wartosci f(x) w przedziale

11,0; 11,5> z krokiem h = 0,1.

7. Wielomianem czynnikowym stopnia n nazywamy iloczyn n czynnikow, z ktorych
pierwszy rOwna si¢ x, a kazdy nastgpny jest mniejszy od poprzedniego o stala liczbe

x["]; x(x —h)(x — 2h)(x — 3h)...[x — (n — 1) ]

a) Udowodni¢, ze rdznica skonczona rzgdu pierwszego wielomianu czynnikowego
Ax™ = nhx!*~ 1

gdzie Ax = h.

b) Udowodnié, ze réznica skonczona rzedu &
AxM=nm—1)...[n— (k- 1] x""H,

k=1,2,...,n

c) Zapisaé pierwszy wzoér interpolacyjny Newtona (1.54) za pomoca wielomianow
czynnikowych.
d) Zapisa¢ drugi wzor interpolacyjny Newtona (1.61) za pomoca wiclomiandéw czyn-

nikowych.

8. Wychodzac ze wzoru (1.51) wyprowadzi¢ pierwszy wzor interpolacyjny Newtona bez
korzystania z okreslenia ilorazoéw rdznicowych.
9. a) Operator przesunigcia E definiujemy nastepujaco: EL(x) = L(x + h), E°L(x) =

= L(x + ah), o R. Udowodni¢, ze E*e L(x) = EEL(x), E?E?‘L(x) = E? 7L (x).

b) Poniewaz EL(x;) = Eyy=yr1+ Ay (k=0,1,2, ..., n—1), wigc jezeh E=1+ A
(czyli Eyi — (1 + A4) yi), gdzie I jest operatorem identycznoSci (Iyx = yi), to E* = (I + 4)"
Udowodni¢ wzor

X — Xy

h

Lx)=T+A4)y, o=
10. Wyznaczyé zwiazek rekurencyjny miedzy wspolczynnikami: a) wielomianu (1.54),
b) wielomianu (1.61).
11. Napisa¢ procedurg obliczania elementoéw tablicy roznic.
12. Napisa¢ procedure obliczania w dowolnym punkcie x wartosci wielomianéw (1.54)

1 (1.61).
Odpowiedzi. 4. Tablica 1/18. 5. S, =n(n+ 1)(2n + 1)/6. 6. Tablica 1/19.

1/18 1/19
X 10° 11° 12° 13° 14° x £
sinx | 0.173648 | 0.190809 | 0.207912 | 0.224951 | 0.241922 11.0 110.000
11.1 112.088
11.2 114.224
11.3 116.416
114 118.672
11.5 121.000
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1.2.7.

Ay Ay Ay
7. ¢) Wo(x) =y, + —-};-(—)(x — xo) M+ 2-h§(x —x)H+ .+ n!h:(x — xo) ™
Ayn—l Azyn—Z nyO
— _ [1] s n—e . [2] _ [n]

Zbieznos$é procesow interpolacyjnych

W omawianych zagadnieniach interpolacyjnych mieliSmy dane wartosci
funkcji y = f(x) w n + 1 roéznych punktach i poszukiwaliSmy wielomianu
algebraicznego stopnia co najwyzej n takiego, ze W,(x;) = f(x;), i =0, 1, 2,
..., n, oraz przyblizonych wartosci funkcji f(x) w punktach roznych od
weztow interpolacji. Powstaje pytanie, czy przyblizenie polepszy si¢, gdy
zwiekszymy liczbe weziow? Intuicyjnie wydaje sie¢ oczywiste, ze jezeli bedzie-
my mieli wieksza liczbe zmierzonych wartosci funkcji, to mozna bedzie
dokladniej opisa¢ matematycznie te zalezno$¢ funkcyjna. Nie zawsze jednak
tak jest, zwlaszcza wtedy, gdy do opisu matematycznego stosujemy interpola-
cje. Pogorszenie wynikoéw interpolacji przy zwigkszaniu liczby weziow
pokazemy na przyktadzie funkcji y = |x| na przedziale {(—1; +1). Znaj-
dziemy wielomiany interpolacyjne 1 narysujemy ich wykresy dla » = 2, 4, 10
weztow interpolacyjnych. Mamy

dlan=2, xo= —1, h=1, Wy(x) = x*

4 7
dlan=4, Xog— — 1, h = 1/2, W4(X)= —§x4+§x2
390625
dl - 1 - - 1 = 1 5 = 10 _
a n O) xO b h / > WlO(x) 5184 x
1015625 , 221875 , 6835 , 11527 ,
6048 1728 162 T 1792

Narysunkach 1.6, 1.71 1.8 sa podane wykresy wielomianow interpolacyj-
nych. Wida¢ wyraznie, ze poczatkowo ze wzrostem liczby weztow n przy-
blizenie polepsza sig, lecz przy dalszym wzroScie n przyblizenie zaczyna si¢
pogarszac, zwlaszcza przy koncach przedziatlu. Przyblizony wykres funkcji

Wy (x)b
=

W (x)
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Wao (x4
7.._.

Wip(x)

L -

| | I | | | I | I
-1 -08-06-04-02 |0 02 04 06 08 1 1.8

¥y = |x|1)je) wielomianu interpolacyjnego dwudziestego stopnia z weztami — 1;
—0,95; —0,90; ...; 0,90; 0,95; 1 jest pokazany na rys. 1.9; skala na osi
rz¢dnych jest tu sto razy mmniejsza niz na osi odcietych. W tym przypadku
odchylenia od interpolowanej funkcji sa przy koncach przedziahu przeszto 100
razy wicksze niz wartosci funkcji.

Wada funkcji y = |x| uzytej w powyzszym przykladzie, a wybranej ze
wzgledu na jej prostote, jest fakt, ze w punkcie x = 0 nie ma ona pochodne;.

Wzo(X) A

1001

| e i

n Waol¥)

40+

201

L——L—b%&-_ﬁ‘l e ———n e
U X 19

1

1 + 25x%°
w przypadku ktore; mamy do czynienia z tym samym zjawiskiem. Takie
zachowanie sie wielomianu interpolujacego (zwlaszcza przy koncach prze-
dzialu interpolacji) jest zjawiskiem typowym dla interpolacji za pomoca
wielomianow wysokich stopni przy statych odleglosciach weztow. Jest to tak
zwane zjawisko Rungego — jest ono przykladem zle uwarunkowanego
zadania. Interpolacja tego typu na srodkowych czegsciach przedziatu {x,; x, )
jest natomiast bardzo dobra 1 bardzo uzyteczna.

Rowniez w przypadku interpolowania funkcji, ktorej wykres znacznie

rozni si¢ od wykresu wielomianu interpolujacego (np. funkcji y = —) ,

Mozna jednakze fatwo znalez¢ funkcje nie majaca tej wady, np. y =

X
interpolacja przy duzej liczbie wezlow daje nie najlepsze wyniki (pojawiaja si¢
ekstrema w funkcji interpolujacej). W takich przypadkach lepsze wyniki daje
interpolacja przedzialowa (np. wielomianami stopnia drugiego).
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Zajmijmy si¢ teraz omowieniem zbieznosci metody interpolacyjne;.
Niech f(x) oznacza funkcje interpolowana, natomiast f,f(x) funkcj¢ inter-
polujaca stopnia n (przechodzaca przez n + 1 réwnoodleglych weztow).

Def. Mowimy, ze metoda interpolacyjna jest zbiezna do funkcji f(x)
w punkcie x,, gdy
lim £ (x0) = f(x) (1.62)
Jezeli ciag (f ¥ (x)) jest jednostajnie zbiezny na przedziale {a; b) do funkcj
f(x), to moéwimy, ze metoda interpolacyjna jest jednostajnie zbiezna na
przedziale {a; b).

Rozpatrzmy metode interpolacyjna Lagrange’a. Mamy dane n + 1
punktow nalezacych do przedziatlu <{a; b) i wartosci funkcji f(x) w tych
punktach. Zgodnie ze wzorem (1.16) wielomian interpolacyjny mozna zapisac
jako
OISy

! j=0 T(x = X;) 0, (X;)

gdzie w,(x) jest okreslone zaleznoscia (1.15). Faber i Bernstein [43] udowod-
nili, ze dla kazdego uktadu n + 1 wezlow x, € {a; b) istnieje funkcja ciagta na
przedziale {a; b)>, dla ktorej metoda interpolacyjna nie jest jednostajnie
zbiezna na tym przedziale do tej funkcji. Nawet dla weztow réwnoodleglych
i tak prostej funkcji, jak omawiana poprzednio funkcja y = |x|, Bernstein
wykazal, ze zastosowana metoda interpolacyjna jest rozbiezna w kazdym
punkcie przedzialu (—1; + 1) z wyjatkiem punktow — 1,01 + 1.

Wykazemy teraz, ze dla funkcji catkowitej f(x) metoda interpolacyjna
Lagrange’a jest przy dowolnym wyborze wezlow jednostajnie zbiezna na
kazdym skonczonym przedziale. Funkcja f(x) jest funkcja catkowita, mozna
ja wigc przedstawiC w postaci szeregu potegowego

J(x) =k;) ax(x — xo)"

(1.16)

zbieznego dla kazdego x. Reszta wzoru Lagrange’a jest okreslona zaleznoS$cia
(1.24) i mozna ja oszacowac korzystajac z (1.26). Poniewaz f(x) jest funkcja
catkowita, wigc

o) = ¥ agk(e—1)(k—2)...(k — n)(x — xo)*~@*V
k=n+1
i przy zalozeniu, ze x,€{a; b) (jest to praktycznie bez znaczenia)

0]

sup [fO V@< X lar k(b — a)f 0D =
xe<a;b> k=n+1

o+ for+ )
_(b—a)”“kZ '“"‘(n+1)z(b_“)

=n+1
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1.2.8.

Z rozwiniecia e* w szereg mamy

L kn+1
T 1)
zatem
n+1)! o
sup [ < 2 F D 5 e — @)t
xe<a,b> (b — CZ) k=n+1

Poniewaz

o0

lim )} |a|e(d—a)]*=0

n—~>o k=n+1

wiec metoda interpolacyjna dla funkciji catkowite] f(x) jest jednostajnie
zbiezna. Ze sposobu dowodzenia wynika, ze teze twierdzenia mozna otrzymac
rowniez wtedy, gdy funkcja f(x) jest rozwijalna w szereg Taylora w otoczeniu
a+b e, b—a
5 O promieniu zbieznosci R > 3
Inne ciekawe wyniki dotyczace zbieznosci metod interpolacyjnych
mozna znalez¢ w pracy B. SENDOwA [56].

punktu x, = e.

Uwagi koncowe

Interpolacje stosujemy w nastegpujacych przypadkach:

— przy obliczaniu wartosci funkcji okreslonej za pomoca tablicy wartosci
w punkcie réznym od podanych w tej tablicy,

— przy zageszczaniu tablic,

— przy obliczaniu poprawek, na przykiad dla stablicowanych funkcjt
o rzadkim kroku,

— przy zastepowaniu funkcji zbyt skomplikowanych wielomianem od-
powiedniego stopnia.

Dla typowych funkcji zageszczanie tablic nie jest zbyt trudnym zada-
niem, lecz dla funkcji rzadko uzywanych zageszczanie jest jednym z zasad-
niczych probleméw. Majac do dyspozycji duza i szybka maszyne cyfrowa
niejednokrotnie ekonomiczniej jest prowadzi¢ interpolacje wielomianem
stosunkowo wysokiego stopnia — aby zaoszczedziC miejsca w pamigcl
maszyny kosztem zwickszenia liczby niezbednych operacji arytmetycznych.

Przy obliczaniu wartosci wielomianu interpolacyjnego w jednym badz
kilku punktach problem wyboru postaci wzoru interpolacyjnego wtasciwie
nie istnieje. Rodzaj wybranego wzoru, podobnie jak rozmieszczenie weztow,
ma wowczas wplyw jedynie na blad obliczen. Analizujac wzor (1.26),
okreslajacy maksymalny blad (bezwzgledny) popelniony przy interpolacii,
widzimy, ze jedynym czynnikiem, na ktory mamy wplyw, jest

W, (X) = (X — Xo) (x — X1) (X — X)) ... (X — x;,)



1. Interpolacja 62

Gdy mamy mozliwos¢ wyboru rozmieszczenia weztow 1 zadamy, aby blad
interpolacji byt na calym przedziale jak najmniejszy, wowczas, jak wykazalis-
my w punkcie 1.2.3, jako wezly nalezy przyjaé punkty okreslone wzorami
(1.32). Ogolnie nalezy starac si¢, aby wezty byly roztozone po obu stronach
danego punktu x, i to w miar¢ symetrycznie.

Problem wyboru odpowiedniego wzoru interpolacyjnego ma szczegolne
znaczenie przy obliczeniach ,,recznych’, gdy nie mozemy zbytnio zageszczac
wezlow. Stosuje si¢ wOwczas roOwniez inne (nie omawiane tutaj) wzory
interpolacyjne, zawierajace roznice potozone nad i pod poziomym wierszem,
w ktorym powinna znajdowac si¢ podana warto$¢ zmiennej x. Sa to tak zwane
wzory z roznicami centralnymi; zaliczamy do nich wzory: Gaussa, Stirlinga
i Bessela. Ze wzgledu na ich stosunkowo malg przydatnos¢ do obliczen
prowadzonych na maszynach cyfrowych nie bedziemy ich szerzej omawiac.
Informacje dotyczace tych wzorow Czytelnik moze znalez¢ np. w [17].

Przy obliczeniach ,,recznych” w przypadku weztow rownoodlegtych
stosuje sie wzory zawierajace roznice skonczone, gdyz sporzadzenie tablic
takich roznic jest znacznie prostsze od obliczania wartosci wielomianu
zbudowanego na podstawie wzoru Lagrange’a (1.16).

Oszacowanie bledu ze wzoru (1.26) jest w praktyce bardzo uciazliwe ze
wzgledu na trudnoéci oszacowania wartosci f @+ (x). Przy statych odlegtos-
ciach miedzy weztami, mamy

g(g—1)...(q — n)
(n+1)!

M,|w,(x)]
(n + 1)!

1
< n+1hn+

a gdy pochodna mato si¢ zmienia, wowczas
M, h"H = | A" 1y,
i blad interpolacji mozemy oszacowac wielkoscia wyrazenia

qg(qg—1)(q— 2)“'("_”)4\”“
(n+ 1)! Yo

czyli wielkoscia modutu dodatkowego wyrazu, o ktory W, ;(x) ro6zni sie od
W,(x).

Przy obliczeniach na maszynach cyfrowych problem wyboru stopnia
wielomianu interpolacyjnego rozwigzuje si¢ najczesciej w nastgpujacy sposob.
Gdy funkcja interpolowana dana jest za pomoca tablicy wartosci albo
oszacowanie bledu jest trudne, interpolacje rozpoczynamy od n = 1 (inter-
polacja liniowa) i zwigkszajac stopniowo liczb¢ weztow zwigkszamy stopien
wielomianu az do ustabilizowania si¢ istotnych dla nas miejsc dziesigtnych.
Nalezy przy tym pamietac o istnieniu maksymalnej granicznej doktadnosci
[65], ktore) na ogdl nie mozna przekroczyc.
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Wybrana posta¢ wielomianu interpolacyjnego decyduje o algorytmie
obliczania jego wartosci, a wigc 1 o bledzie otrzymanym w wyniku tych
obliczen. Mozna wykazac, ze w przypadku stosowania wzoru (1.53) blad ten
jest najmniejszy, gdy

X = Xol S Px— x| S |x =Xl <. < —x,

Stad wniosek, ze wzor (1.53) nadaje sie najlepiej do interpolacji dla
x znajdujacych si¢ na poczatku tablicy, czyli dla x, < x < x;. Analogicznie
wzor (1.58) najlepiej nadaje si¢ do interpolacji dla x z konca tablicy, czyli dla
X1 < X <X,

Podstawa do okreslenia liczby dziatan niezbednych do wykonania
obliczen wedhug danego wzoru (a zatem 1 czasochlonnosci tych obliczen) jest
zazwycza] liczba mnozen 1 dzielen. Czasy dodawania 1 odejmowania sa
bowiem zazwycza] znacznie krotsze od czasow mnozen 1 dzielen. We
wspolczesnych, bardzo szybkich maszynach cyfrowych coraz czeSciej zdarza
si¢, ze czasy te sa zblizone do siebie.

Liczby dzialan arytmetycznych potrzebnych do obliczenia pojedyncze;
wartosci wielomianu interpolacyjnego (stopnia ») sa nastgpujace:

: : . 3 13 C
— dla wielomianu postaci Lagrange’a Enz + —2—n + 3 dzialan, w tym
n* + 4n + 2 mnozen i dzielen,
: : : 3, 9 1, 3 .
— dla wielomianu postact Newtona —2-n + -?:n, w tym En + En mnozen
1 dzielen,
. 2 L 1, 1 y
— dla wzoru Aitkena 2n° + 3n 4+ 1 dzialan, w tym En + En mnozen
i dzielen.

Jak wida¢, iteracyjna metoda Aitkena jest nieco wolnigjsza, lecz ze
wzgledu na jednolitoéé oraz latwo$é zaprogramowania jest metoda czesto
stosowang. Ponadto, jesli przy stosowaniu tej metody tak uporzadkujemy (w
ramach tablicy) dane wezly, aby wartosci bezwzgledne liczb x — x; wzrastaly,
to uzyskamy znaczne zwigkszenie dokladnosci pierwszych przyblizen.

Dotychczas zaymowaliSmy si¢ wyznaczaniem wartosci funkcji dla pew-
nych argumentoéw nie wyst¢pujacych w danej tablicy wartosci. W praktyce
czasami mamy do czynienia z zagadnieniem odwrotnym — wyznaczaniem
wartosci zmiennej niezaleznej x, ktorej odpowiada dana wartos¢ funkcji nie
wystepujaca w tablicy wartosci. Zagadnienie takie nazywamy interpolacjq
odwrotng. Jego rozwiazanie jest stosunkowo proste: korzystamy z ktoregos ze
znanych wzoroéw interpolacyjnych — oczywiscie dostosowanego do zmien-
nego kroku w tablicy — zamieniajac miejscami zmienne x 1 y w tablicy
1 wzorze.
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1.3.

1.3.1.

INTERPOLACJA ZA POMOCA FUNKCJI SKLEJANYCH

Okreslenie funkcji sklejanych

Niech w przedziale {a; b) danych bedzie (n + 1) punktow x,, x4, ..., X,, Przy
czym

Aa=Xxg<X1<..<X,_1<x,=b (1.63)

Punkty x;,, i=0, 1, ..., n, okreslaja pewien podzial przedzialu <a; ) na
n podprzedzialow. Podzial ten oznaczymy symbolem A,.

Funkcje s(x) = s(x, A,) okreslona na przedziale {a; b) nazywamy
funkcjq sklejang stopnia m (m = 1); jezeli:

1) s(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej m na kazdym pod-
przedziale (x;;x;,1),i=0,1, ..., n—1

2) s(x)eC"~'(a; b))
Punkty x; nazywamy wezlami funkcji sklejanej.

Zbidr wszystkich funkcji sklejanych stopnia m o weztach w punktach x;
oznaczymy S,,(4,). Niech s(x)€S,.(4,). Na kazdym przedziale (x;; x;1),
i=0,1, .., n—1, funkcja s (x) jest wiclomianem stopnia co najwyzej m

S(X) = CimX™ + Cim_1 X" 1+ L X+ Cig (1.64)
X€(Xi5 Xi51)

Mamy wigc n(m + 1) dowolnych stalych c;;. Zadanie ciaglosci pochodnych
rzedu 0, 1, ..., m — 1 w kazdym wezle wewnetrznym x,;, i =1, ..., n — 1,
daje m(n — 1) warunkéw. Tak wigc funkcja s(x) zalezy od n(m + 1) —
—m(n — 1) = n + m parametrow. |

W obliczeniach na maszynach cyfrowych funkcje bardzo czesto przybliza
sie funkcjami sklejanymi. Zwiazane jest to z tym, ze wartosci tych funkcji sa
latwe do wyznaczenia oraz ze sa one zbiezne dla licznych klas funkcji (jest to
jedna z zalet funkcji sklejanych w poréwnaniu z wielomianami). W praktyce
czesto stosuje si¢ funkcje sklejane stopnia trzeciego. Dla wielu zagadnien sg
one wystarczajaco gladkie, szybko$¢ ich zbieznoSci jest wystarczajaca,
a ponadto wyznacza si¢ je stosunkowo atwo. Postac¢ interpolujacej funkcji
sklejanej w duzym stopniu zalezy od zagadnienia. Czgsto wygodnie jest
przedstawi¢ poszukiwana funkcje s (x) € S,,(4,) w postaci kombinacji liniowe;j
elementow bazy przestrzeni S,,(4,).

Wyznaczymy teraz baze przestrzeni funkcji s(x) stopnia trzeciego
z weztami réwnoodleglymi

b—a

X1 = X, + ih, h , i=0,1,...,n
n

Oznaczmy dodatkowo przez x_s;, X_5, X_1, Xps1> Xn+2, Xn43 pUDKty
x;=xo+ihdlai= -3, =2, =1, n+1, n+ 2, n+ 3 i okreSlmy funkcje
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1.3.2.

d}(x),i=—1,0,1, ..., n, n+ 1, w nastepujacy sposob

[ (x—x;_,) dla xedx;_, x;_1)
R+ 3h*(x — x; 1) + 3h(x — x;_1)* = 3(x — x; 1)’

dla xedlx;_;; x>

1
D} (x) = PR YR+ 3R (X 0 — x) + 3h(x 0 — X)) = 3(x0 — %) (1.65)
dla xedx; X141
(X142 — x)3 dla xedx;415 X142
L 0 dla pozostatych xe R

Funkcje (1.65) sa klasy C? ((—o0; 4+ o0)). W tablicy 1/20 podano wartosci

funkcji @ ]3 (x) oraz jej pierwszej 1 drugiej pochodnej w punktach x; dla

k=j—2,j—1,j, j+1, j+ 2 (poza przedziatem <{x;_,; x;,,) funkcja
ta jest tozsamosciowo rowna zeru), a na rys. 1.10 pokazano jej wykres.

1/20
“xJ—Z x_]"l xj x1+1 x_]+2
? (x) 0 1 4 1 0
(@2 () 0 3/ 0 —3/h 0
(@2 (x)" “ 0 6/n | —12/h% | 6k 0
|
|
|
l
I
D
X2 %1 X Xl Kz 1.10

Tw. Funkcje @;(x),i = —1,0, 1, ...,n + 1, okreslone na przedziale {a; b)
W nastepujgcy sposob

D,(x)=D}(x), a<x<b (1.66)

stanowiq baze przestrzeni funkcji sklejanych trzeciego stopnia S;(A,).
Kazda funkcje s(x)e S;(4,) mozna wigc przedstawi¢ w postaci kom-
binacji liniowej
n+1

5 (x) ='Z c,Di(x), a<x<b (1.67)

i=—1

gdzie c; s3 liczbami rzeczywistymi.

Interpolacyjne funkcje sklejane stopnia trzeciego

Omowimy teraz interpolacje za pomocg funkcji sklejanych trzeciego stopnia.
Niech f(x)e C (a; b)). Funkcje s(x)eS;(4,) nazywamy interpolacyjng
funkcjq sklejanq stopnia trzeciego dla funkcj f(x), jezel

3 Metody numeryczne
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s(x;) =f(x:) =y, i=0,1, .., n nz2 (1.68)

Jak wiemy, funkcja s (x) stopnia trzeciego zalezy od (n + 3) parametrow. Tak
wiec interpolacyjne funkcje sklejane stopnia trzeciego maja dwa stopnie
swobody, wobec czego nakladamy na nie dwa dodatkowe warunki. Wybor
tych warunkow zalezy zarowno od wlasnosci funkcji f(x), jak 1 od posiadanej
informacji o tej funkcji.

Najczesciej rozpatrujemy nastgpujace dodatkowe warunki

s'(a+ 0) = ay, s'(b —0) = B, | (1.69)
lub |
s"(a + 0) = a,, s"(b—0) =P, (1.70)

gdzie oy, B, oy, B, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Jezeli funkcja f(x)
ma pochodne w punktach a, b i sa one znane, to mozemy je przyjac jako liczby
wystepujace po prawych stronach warunkow (1.69), (1.70). Na funkcje s(x)
mozemy nakfadaé¢ i inne warunki. Na przyklad, jezeli f(x) jest funkcja
okresowg, o okresie (b — a), to najczesciej zadamy, aby funkcje sklejana s (x)
mozna bylo przedtuzy¢ na przedziat (— oo; + 00) w taki sposob, ze bedzie ona
funkcja okresowa o okresie (b — a), rozniczkowalna w sposob ciagly. W takiej
sytuacji na funkcje sklejana nakladamy warunki

sV@+0)=sDb—0), i=12 (1.71)

Nasuwaja sie nastepujace pytania: czy istnieje funkcja sklejania trzeciego
stopnia spetniajaca zaleznosci (1.68) oraz jeden z warunkow (1.69)—(1.71),
i czy warunki te okreslaja te funkcje jednoznacznie? A jezeli tak, to jak mozna
wyznaczy¢ te funkcje oraz jaki jest btad interpolacji na przedziale {a; b)?

Omowimy najpierw sposoby wyznaczania oraz problem istnienia 1 jedno-
znacznosci interpolacyjnej funkcji sklejanej dla wezléw dowolnie roziozo-
nych, a pod koniec niniejszego punktu rozpatrzymy dokltadniej przypadek
weztow rownoleglych. Oznaczmy

M; = s"(x)), j=0,1,..,n (1.72)

Zgodnie z okresleniem funkcji sklejanej trzeciego stopnia, pochodna s"”(x)
jest funkcja ciagla na przedziale <a; b) i liniowa na kazdym podprzedziale
{x;_1; x;), mozna wigc przedstawiC ja w postaci

X, — X X — Xi_1
J +A4J J

1 — M'__
Al (x) j—1 hj | h]’ ’

xe{X;_1; X;) (1.73)
h] — x] - xj_1

Catkujac stronami réwno$¢ (1.73), otrzymujemy (dla xe {x;_; x;))

J— 2 J—— . 2
(xfzf) +Mj(x 2);’.‘1) + A, | (1.74)

J J

s'(x) = —M,_,



1.3. Interpolacja za pomocg funkcji sklejanych 67

(x_xj—1)3
6A4;

J

(x; — x)°

s(x) =M;_, o

+ M,

+ A;(x —x;,_1) + B, (1.75)

j

gdzie A;, B; sa stalymi. Nakladajac na (1.74) i (1.75) warunki interpolacji
h

s(xi_)=M,_, <+ Bi=y,_,
6

2

5?2
S(xj)=%“6“] + A4;h;+ B =y;

wyznaczamy stale 4;1 B;,. Mamy
¥
Bi=y_1—M_, _é
(1.76)
2 y —_— y._l
Aj — J h.J

J

h.
- g](-MJ_M—l)

Nalozymy teraz warunek na s(x), aby pochodna s’(x) byta funkcja ciagla na
{a; by. W tym celu obliczymy granice jednostronne
B

h.
s'(x;—0) = EJJ\JJ-_I + Ejl\lj +

Yi— Vi1
h.

J

(1.77)

By

h.
3 Alj“ ~_]“tl]\quq*‘

6

5'(x; + 0) = —

1 zazagdamy, aby

s'(x; —0) =s"(x;+ 0), j=1,..,n—1 (1.78)
Po podstawieniu (1.77) do (1.78) otrzymujemy uklad (n — 1) rownan

h

[

hi+h; i Yis1 =Y Yi— Vo
M.+ M. , = — (1.79)
3 e T R h

j=1,2,...,n—1
Rownania te wygodnie jest zapisa¢ w postaci

WM, +2M+ M, =d, j=1,..,n—1 (1.80)

By

hi+h

6 Vie1 — Vi %—w4> .
d. = — = 6f(x;_1; X Xi31)
J hf+@+1< B h, J P

gdzie: 4; = pi=1—4;,

Jezelil M;, j = 0,1, ..., n, spelniaja powyzszy uklad, to funkcja s (x) okreslona
wzorami (1.75), (1.76) na kazdym podprzedziale (x;_; x>, j =1, ..., n, jest
interpolacyjna funkcja sklejana stopnia trzeciego.
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Do uktadu (1.80) nalezy dotaczy¢ jeszcze dwa rownania, wynikajace
ze spelnienia przez funkcje s(x) jednego z dodatkowych warunkow
(1.69)—(1.71). R6wnania te maja postac:

dla warunkow (1.69)

2My + M, = d,, M, +2M,=d, (1.81)
gdzie dy = ]161 (ylh_ly" —ocl), d, = %(ﬁl L Z’"”);

dla warunkow (1.70)

M, = a,, M, = p, (1.82)
dla warunkow (1.71)

My=M,, A,M +u,M,_,+2M,=d, (1.83)

hl 5 6 Y1 — Yo Yn = Vn—1
=1—4,, d,= - .
ho+ ko hl—}—hn( h, h,

Zapiszemy teraz ukilad rownan (1.80) 1 (1.81) w postaci macierzoWej

gdzie A, =

2 1 0 0 M, dy

U 2 ll 0 M1 d]

0 1 2 0 _ | (1.84)
0 ......... ln—l Mn—l dn—l

0 v 1 2 M, d,

W przypadku ukladu rownan (1.80), (1.82) rugujac dane wielkosci M, = a5,
M, = B,zrownan (1.80), otrzymamy takze uklad o macierzy tréjdiagonalne;,
natomiast w przypadku uktadu rownan (1.80), (1.83) rugujac M, (M, = M,),
otrzymamy

_2 /11 0 .. 0 Hi - _Ml o —dl N

H2 2 12 ... 0O O Mz d2

0 w2 . 00 | . (1.85)
0O 0 0O 2 A, M,_, d,_,

A, 0 0 ... u, 2 M, d,

We wszystkich trzech przypadkach macierze wspotczynnikow uktadow,
ktore nalezy rozwiazac, sa macierzami silnie diagonalnie dominujacymi (tzn.
moduly elementow lezacych na glownej przekatnej sa wiecksze od sumy
modutow pozostalych elementow lezacych w tym samym wierszu). Stad
wynika, ze uktady te majq jednoznaczne rozwigzanie (patrz wniosek z twierdz.
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14 w p. 6.2), istnieje zatem doktadnie jedna interpolacyjna funkcja sklejana
stopnia trzeciego, spetniajaca jeden z dodatkowych warunkow (1.69)—(1.71).

Dla ukladow z macierzami trojdiagonalnymi silnie diagonalnie dominu-
jacymi sg opracowane niezawodne algorytmy ich rozwiazywania (patrz
p. 5.3.6). Metody te mozna w sposob prosty uogolni¢ na przypadek uktadow
postact (1.85) (patrz p. 5.3.7), a wigc wyznaczanie interpolacyjnych funkcji
sklejanych w przedstawiony wyze] sposOb nie nastrecza numerycznych
trudnosci.

Do obliczen, w ktorych korzystamy z interpolacyjnych funkcji skleja-
nych o przedstawionej wyzej postaci, sa niezbedne nastepujace dane: wezty x;,
wartosci drugiej pochodnej funkcji sklejanej M, = s”(x;) oraz wartosci funkcji
y; = f(x;). Przedstawiona wyzej posta¢ funkcji s(x) jest bardzo dogodna,
zwlaszcza w takich obliczeniach, w ktorych nalezy wielokrotnie liczy¢ nie
tylko wartosci tej funkcji, ale takze jej drugiej pochodne;.

Zauwazmy, ze jezeli wezly sa roOwnoodlegle, to

1
%=W=§

W ¢wiczeniu 3 jest rozpatrzony inny sposob przedstawienia interpolacyj-
nej funkcji sklejanej. Jako niewiadome wielkosci przyymuje si¢ tam
m; = 8" (x;).

Omowimy teraz problem zbieznosci rozpatrywanych w tym punkcie
interpolacyjnych funkcji sklejanych. Okreslimy ciag (A,) podzialow prze-
dziatu <{a; b)

Apra=xP <xiP<..<xp)=b (1.86)

w ktorym punkty x*sa weztami funkcji sklejanej dla podziatu A,. Przyjmiemy
nastgpujace oznaczenia: C — zbior funkcji okresowych o okresie
(b — a), ciaglych na przedziale (— o0; + 00); C? — zbi6r funkcji nalezacych do
C i majacych ciagla p-ta pochodna; s, (x) — funkcja sklejana stopnia
trzeciego interpolujaca funkcje f(x) w weztach x®, i = 0, 1, ..., py, spetniajaca
jeden z dodatkowych warunkow (1.69)—(1.71) (dla podziatu A, prawe strony
w (1.69), (1.70) oznaczymy odpowiednio af, 5, a¥, B¥), oraz

1 k k . k k
he= max (x*—x®), k= min (x®—x")
1<i<py - 1<i<p;

Zalozymy, ze

lim h, =0, hh '<p (1.87)

k—w T
gdzie f nie zalezy od k.
Szybkos¢ zbieznosci funkcji s4,(x) 1 jej pochodnych do funkcji inter-

polowanej f(x) i jej pochodnych zalezy glownie od nastepujacych czynnikow:
regularnosci funkcji f(x) 1 dokladnosci, z jaka ta funkcja spelnia dodatkowe
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warunki natozone na funkcje 54, (x). Zwigkszenie tej regularnosci i doktadno-
sci polepsza zbieznos¢.

Tw. Jezeli

1) f(x)e C? , @ 54, (x) Jest funkcjq sklejanqg spetniajqcq dodatkowo warunek
(1.71) lub

2) f(x)eC¥(Ka; b)), a s, (x) jest funkcjq sklejanq spelniajacq dodatkowo
jeden z warunkow (1.69), (1.70)

to

fO@x) — 5@ (x) = O hI?)
gdy q<3, 0<p<g

fPx) — 5P (x) = 0h?)
gdy g=4, 0<p<d4

(1.88)

Jednostajnie wzgledem x na {a; b)Y, przy dodatkowym zalozeniu, ze
ol =f"(a), Pr=f'(b) dlawarunku (1.69)
of = f"(a), PBE=f"(b) dla warunku (1.70)

Dowdd tego twierdzenia pomijamy; mozna go znalezé np. w [2], [57].
Jezeli dodatkowe warunki (1.69), (1.70) nie sa spetnione doktadnie przez
funkcje f(x), to szybkos¢ zbieznosci moze by¢ bardzo mala lub moze jej nie
by¢ wcale. Dokladny opis warunkow, jakie powinny spelnia¢ wielkosci «F,
¥, aby nie nastapilo pogorszenie zbieznosci, mozna znalezé np. w [2], [57].
Rozpatrzymy teraz zagadnienie interpolacji, gdy w wezlach mamy dane
tylko wartosci funkcji f(x). Niech: Ay(x), 4,(x) beda wielomianami inter-
polacyjnymi dla funkcji f(x) z weztami odpowiednio: x,, x;, x,, X3 Oraz x,_s,
Xn—2, Xn—1, X, 1 n1ech s;(x) € 83(A4,) oznacza interpolacyjna funkcje sklejang
spelniajaca dodatkowe warunki

se(a+0)=a; = A(a)
s.(b—0) = B, = 4,(b)

Funkcje s; (x) nazywamy interpolacyjnq funkcjq sklejang Lagrange’a stopnia
trzeciego. Mozna udowodnic [59] ze, jezeli f(x)e C*({a; b)), to

fX)—s:(x)=0(h;), a<x<b (1.90)

Na zakonczenie niniejszego punktu omowimy inny sposdb wyznaczania
interpolacyjnej funkcji sklejanej, w przypadku rownoodlegtych wezléw

(1.89)

x,-=x0+ih

Y Uwaga: modut lewej strony w (1.88) mozna oszacowac¢ przez niezalezna od x prawa
strong, jako funkcj¢ zmiennej 4.
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i=0,1,...,n

Poszukiwac jej bedziemy w postaci kombinacji liniowej (1.67)

50 = 3 602
i=—1 (1.91)

a<x<b

gdzie @;(x) sa funkcjami okreSlonymi wzorem (1.65), a ¢; — liczbami
rzeczywistymi.

Podstawmy (1.91) do (1.68). Na podstawie tablicy 1.20 mozemy stwier-
dzié, ze stale ¢, powinny spetnia¢ nastepujacy ukiad (n + 1) rownan

Cioit4c;+cip1 =Y

i=0,1,...,n (1.92)
Omowimy dokladniej przypadek, gdy interpolacyjna funkcja sklejana spetnia
dodatkowe warunki (1.69). Dwa réwnania, ktére nalezy dotaczy¢ do ukiadu
(1.92), sa woéwczas nastegpujace

h
_C—1+61='§a1

h 1.93
_Cn—1+cn+l=§ﬁl ( )

Po wyeliminowaniu z uktadow (1.92), (1.93) wspoOlczynnikOw c_;, Cyy1,
pozostate wspOlczynniki ¢;, j=0, 1, ..., n rozwinigcia (1.91) beda roz-
wiazaniem rozwazanego ukladu. Macierz wspolczynnikow tego uktadu

— ey ge— — e —

h
4 2 Co y0+§a1
1 4 1 0 Cq V1
1 4
o - (1.94)
0 14 1| e -
h
2 4 Cp yn_§ﬁ1

jest macierzg trojdiagonalng z elementami dominujacymi na giownej prze-
katne;j. |

Wyznaczenie rownan, ktore nalezy dotaczy¢ do uktadu (1.92) w przypad-
ku, gdy interpolacyjna funkcja sklejana spelnia dodatkowy warunek (1.70)
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lub (1.71), a nastepnie przeprowadzenie dyskusji otrzymanego ukladu
rownan pozostawiamy Czytelnikowi (patrz ¢wicz. 4).

Jezeli w dalszych obliczeniach, juz po wyznaczeniu wspolczynnikow Ci,
nie sa potrzebne wartosci funkcji y;, to nie musimy ich pamietaé. Zauwazmy
ponadto, ze obliczajac wartos¢ s(x) w dowolnym punkcie x € {a; b> wystarczy
obliczy¢ wartosci co najwyzej czterech funkcji @;(x), poniewaz wartosci
pozostatych funkcji sa rowne zeru. Tak wiec dla ustalonego x co najwyze;
cztery skladniki w sumie (1.91) sa rozne od zera.

Cwiczenia
1. Udowodni¢, ze S,,(4,) jest przestrzenig liniowa.
2. Wykaza¢, ze zbior funkcji

@3 = {¢3—13 @85 sey @?29 @i-i-l}

jest liniowo niezalezny na <{a; b). Czy jest on liniowo niezalezny w R?
3. WyznaczyC interpolacyjna funkcje sklejana s(x)e S5(4,) speliajaca jeden z dodat-
kowych warunkow (1.69)—(1.71), jezeli jako niewiadome wielkosci zostana przyjete m; = s’(x;).

Wskazowka. Na przedziale {x;_;; x;) poszukiwana funkcja jest postaci

(x; — x)2(x — X;_1) Cm (x — xj—l)z(xj — x)
n , I

s(x) =m;_,

(x; — %) [2(x — xj-1) + A;] (x —x;-1)[2(x; — x) + hy]

+ Vi-1

Nalezy natozy¢ warunek ciaglosci na s”(x) w weztach x; (j =1, ..., n — 1).

4. W punkcie 1.3.2 dla weztow rownoodleglych poszukiwaliSmy interpolacyjnej funkcji
sklejanej stopnia trzeciego w postaci kombinacji liniowej elementdw bazy przestrzeni S;(4,).
Funkcje te spemialy dodatkowy warunek (1.69). Rozpatrzy¢ przypadek, gdy sa spemione
dodatkowe warunki (1.70) lub (1.71).

5. WyznaczyC p wystgpujace we wzorach

o =f(@+O0Mk"), Bi=[fb)+O0H)

gdzie «,, f, sa okreslone wzorem (1.89).



2.1.

APROKSYMACJA

WSTEP

W poprzednim rozdziale omowiliSmy zagadnienie interpolacji, czyli po-
szukiwanie pewnej funkcji interpolujacej F(x), ktora na danym, dyskretnym
zbiorze argumentow pokrywa sie z wartosciami funkcji interpolowanej f (x).
Takie postepowanie jest czesto niedogodne. Przy interpolacji wiclomianowe]
duza liczba weztow interpolacji wymaga skonstruowania wielomianu inter-
polacyjnego wysokiego stopnia. Ponadto czgsto mamy do czynienia z funkcja,
ktorej wartosci na dyskretnym zbiorze argumentow sg okreslone empirycznie
(sa np. wynikami pomiaréw), a wigc moga by¢ obarczone btgdami, 1 wowczas
7adanie dokladnego przyjmowania przez szukana funkcje niedokiadnych
danych wartosci nie ma sensu.

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem bardziej ogdélnym, w ktérym warunek,
aby funkcja dana i funkcja szukana przyjmowaty doktadnie te same wartosci
na zbiorze danych z gory punktow weztowych, nie musi by¢ speiniony.
Funkcje f(x), znana lub okreslona tablica wartosci, bedziemy aproksymowac
(zastepowal) inng funkcja F(x), zwana funkcjq aproksymujgcq lub przy-
blizeniem funkcji f(x). Oczywiscie przyblizenie takie powoduje pojawienie sig
btedow, zwanych bledami aproksymacji (przyblizenia) i problem oszacowania
tych bledéw oraz ich wielko$¢ maja istotny wplyw na wybor metody
aproksymacyjnej.

Gdy zbior, na ktorym mierzymy blad aproksymacii, jest zbiorem
dyskretnym, wowczas moéwimy o aproksymacji punktowej, gdy za$ jest to
przedzial — aproksymacje nazywamy integralng.

Niech f(x) bedzie funkcja, ktora chcemy aproksymowac, X — pewna
przestrzenia liniowa unormowana (skonczenie lub nieskoficzenie wymiarowa,
feX), a X,, — m-wymiarowa podprzestrzenia liniowa przestrzeni X.
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Aproksymacja funkcji f(x) polega na wyznaczeniu takich wspotczyn-

nikoéw a, ay, ..., a,, funkcji
F(x) = ag@o(x) + a10:(x) + ... + a,,0,,(x) (2.1)
gdzie ¢, @, ..., ¢, sa funkcjami bazowymi m + 1 wymiarowe] podprzest-

rzeni liniowej X,, . 1, aby funkcja F(x) spetniata pewne warunki, np. minimali-
zowala norme roznicy | f(x) — F(x)|.

Aproksymacja okreslona wzorem (2.1) nosi nazwe aproksymacji liniowej
(wzér (2.1) nazywa sie takze wielomianem uogdlnionym). W obliczeniach na
maszynach cyfrowych duze znaczenie ma takze aproksymacjia wymierna,
okreslona wzorem

L @) + @) + .+ anpn(x)
F ) = ) F o™ + o T Bb o) 22)

gdzie ,(x)iy;(x)(i=0,1,...,n, j=0,1, ..., m)saelementami tej samej bazy
k-wymiarowe]j podprzestrzeni liniowe; (k = max (n, m)), natomiast a;, b;sa
statymi wspolczynnikami, ktére nalezy wyznaczy¢.

Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniem wyboru odpowiedniej podprzestrzeni
X, 1 zwiazanej z nig bazy (funkcji bazowych ¢, (x)). Jezeli funkcja aprok-
symowana f(x) jest funkcja ciaglta na przedziale <a; b)> (jest elementem
nieskonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej C<{a; b)), to funkcje @, (x)
beda elementami pewnej m + 1 wymiarowej podprzestrzeni C {a; b>.

Jedna z czgsto obieranych podprzestrzeni X,, jest podprzestrzeni funkcji
trygonometrycznych z baza

I, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinkx, coskx (2.3)

szczegolnie przydatna, gdy aproksymowana funkcja f(x) jest funkcja okreso-
wa. Inna, tez czgsto obierana podprzestrzenia, prowadzaca do prostsze]
postaci funkcji aproksymujacej F(x), jest podprzestrzesi wielomiandw stopnia
co najwyzej m z baza jednomianow

1, x, x% x3, .., x" (2.4)

Interpolacja, omawiana w rozdziale 1, jest oczywiscie takze jedna
z metod aproksymacji funkcji (nazywana jest ona czesto aproksymacjq
interpolacyjng). Rozpatrywaliémy tam m.in. baze jednomiandw (2.4), ktora
prowadzita do uktadu réwnan liniowych (1.4) z wyznacznikiem Vandermon-
de’a (1.5). Mimo prostoty dzialaf na wielomianach baza ta ma jednak istotna
wade, jaka jest wrazliwo$¢ na bledy zaokragles; kumulujace si¢ bledy
w przypadku dzialan na matych oraz niewiele roézniacych sie liczbach moga
catkowicie znieksztalci¢ obliczenia. Przy interpolacji wzorami Newtona
uzywaliSmy jako bazy wiclomiandow
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Po(x) = 1
@1(x) = (x — Xo)
P2(x) = (X — Xo) (x — Xx1)

(pm(x) - (x — XO)(X _ xl)“'(x T xm—l)

a przy interpolacji wzorem Lagrange’a wielomianéw @, (x) (zaleznosci (1.11)
i (1.13)).

PrzekonaliSmy si¢ w poprzednim rozdziale, ze chociaz wszystkie te
metody prowadza w koncu do otrzymania tego samego wielomianu inter-
polacyjnego, wybor odpowiedniej bazy ma istotne znaczenie dla obliczen
wykonywanych na maszynie cyfrowej wptywajac na ich koszt 1 dokladnosc.

Zajmiemy si¢ teraz sposobem okreslania i doboru wspotczynnikow g, we
wzorze (2.1). Od klopotdéw zwiazanych z wrazliwoscia na bledy mozna
czesciowo sie uwolni¢ wybierajac funkcje bazowe mato na nie wrazliwe.
W podprzestrzeni wielomiandw stopnia co najwyzej m, okreSlonych na
przedziale {—1; 1), baza moga by¢ np. wielomiany Czebyszewa (patrz p.

1.2.3).

To, Ti(x), To(x), ..., T,,(x) (2.5)

czy tez wielomiany Legendre’a [73]

L, L(x), Ly(x), ..., L,,(x) (2.6)
Przyjmijmy, ze w przestrzeni X jest okreslona norma |- ||. Mowimy, ze

funkcja F(x) dobrze przybliza funkcje f(x), jezeli norma

|F(x) —f(x)] (2.7)

jest mala. Norma taka moze by¢ na przyktad:
norma Czebyszewa

I/l = sup|f(x)]
{a; by
norma L,

1fll, = ( f lf(x)lzdx>2

norma L, z wagq

1S 1l = ( [w(x) lf(x)lzdx)z

gdzie w(x) jest ciagla, nieujemna funkcja wagowa, dodatnia poza zbiorem
miary zero. |

Gdy funkcja f(x) jest okreslona na dyskretnym zbiorze punktow,
wowczas mozna dane wartosci f(x;) przyja¢ za wspolrzedne wektora f
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1 wowczas rozpatrujemy norme

n=( £ veor):

Zagadnienie najlepszej aproksymacji przy wybranych funkcjach bazo-
wych ¢, (x) sprowadza si¢ do znalezienia warto$ci wspolczynnikow a, takich,
aby otrzyma¢ minimum wyrazenia

/(%) = (a0 @o(X) + ... + @ om (X)) (2.8)

1 aby istnialo jedyne mozliwe rozwigzanie tego zagadnienia ze wzgledu na a;,.
Zajmiemy si¢ w tym rozdziale dwoma rodzajami aproksymacji: aproksy-
macja sredniokwadratowa i aproksymacja jednostajna.

Aproksymacja sredniokwardatowa. Dla funkcji /(x) okreslonej na prze-
dziale <a; b) poszukujemy minimum catki
b

|F(x) — fx)] = [ w(x) [F(x) — f(x)]>dx (2.9)

a

a dla funkcji f(x) danej na dyskretnym zbiorze argumentoéw poszukujemy
minimum sumy (metoda najmniejszych kwadratow)

| F(x) = f(x)]] =;; w(x) [F(x) — f(x)]? (2.10)

w(x;)=20 dla i=0,1,...,n

Aproksymacja jednostajna. Dla funkcji f(x) okreSlonej na przedziale
Ca; b) poszukujemy funkcji F(x) dajacej najmniejsze maksimum réznicy
miedzy F(x) a f(x) na calym przedziale {a; b)

1F(x) =f)ll = sup |F(x) — f(x) (2.11)

xela; by

Zanim zajmiemy si¢ bardziej szczegblowym omowieniem pewnych
typowych rodzajow aproksymacji, podamy dwa sformutowane przez Weiers-
trassa twierdzenia (dowody tych twierdzen Czytelnik moze znalezé np.
u RALSTONA [50] czy ACHIEZERA [1]).

Tw. 1. Jezeli funkcja f(x) jest ciqgla na skoviczonym przedziale {a; b>,
to dla kazdego ¢ dodatniego mozna dobradé takie n, Ze jest mozliwe utworzenie
wielomianu P,(x) stopnia n (n = n(e)), ktdry spelnia nieréwnosé

|/ (x) — P(x)| < ¢ (2.12)
na calym przedziale {a; b>.

Tw. 2. Jezeli funkcja f(x) jest funkcjq cigglq na R i okresowq o okresie 2,
to dla kazdego ¢ dodatniego istnieje wielomian trygonometryczny
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2.2.

S,(x) = ag + ), (arcoskx + bysinkx), n=n(e) (2.13)
k=1

spelniajqcy dla wszystkich x nierownosé¢

|f(x) = S.(x)| <e

Twierdzenie 1 jest dodatkowym argumentem na poparcie aproksymacji
wielomianowych, gdyz gwarantuje ono, ze zawsze mozna znalez¢ wielomian
o dowolnie malym odchyleniu od funkcji f(x) na przedziale {a; b).

APROKSYMACJA SREDNIOKWADRATOWA

W podrozdziale tym omowimy metody aproksymacji Sredniokwadratowe;
gtownie w przypadku, gdy funkcja aproksymowana f(x) jest znana jedynie na
dyskretnym zbiorze argumentow X. Idea takiej aproksymacj jest zilust-
rowana na rys. 2.1.

Y 4 / .
Y e JUNKLY emptryczne
(obarczone bledem)
/ —— funkcja dokladna (y=F (x))
L ~ == wielomian interpolacyjny
Ao 7‘— —-— wielomian aproksymacyi
/ ~e- Sredniokwadratowe)

' 2.1
X

Niech bédzie dana funkcja y = f(x), ktora na pewnym zbiorze X punk-
tOW X, X1, X1, ..., X, PrZyjmuje wartosci yg, yi, V2, ..., V». Wartosci te mozemy
znaé tylko w przyblizeniu, z pewnymi bledami (np. jako wyniki pomiarow
obarczone bledami obserwacji), przy czym biedy te moga bycC niejednokrotnie
dosy¢ duze, co w istotny sposoéb wpltywa na jakos$¢ aproksymacji. Bedziemy
poszukiwac takiej funkcji F(x) przyblizajacej dang funkcje f(x), ktora
umozliwi wygtadzenie funkcji f(x), tzn. pozwoli z zakloconych bledami
danych wartoS$ci funkcji przyblizanej otrzymac gltadka funkcje przyblizajaca,
z duzym prawdopodobienstwem mato odchylajaca si¢ od funkcji przyblizane;j
zarOwno miedzy weztami, jak i w weztach x,, x;, ..., x,, jezeli tylko
przyjmiemy, ze funkcja przyblizana ma dos¢ gladki przebieg.

Niech ¢;(x),j =0, 1, ..., m, bedzie ukladem funkcji bazowych podprzest-
rzeni X,. Poszukujemy wielomianu uogdlnionego F(x), bedacego najlepszym
przyblizeniem S$redniokwadratowym funkcji f(x) na zbiorze X = (x;), .
funkcji postaci

F(x) =.4__Yoaz-<pf(x) | (2.14)

przy czym wspolczynniki a; sa tak okreSlone, aby wyrazenie (2.10) bylo
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minimalne. Oznaczmy

n m ) n
H(ay, ai, ..., a,) =-2(;W(xj) l:f(x]) —'Z(;Gi@z’(xj)} =,Zow(xj)R§ (2.15)

J= [ = j=

gdzie funkcja wagowa w(x) jest ustalona z gory i taka®, ze w(x;) > 0 dla
1=0, 1, 2, ..., n, a R, jest odchyleniem w punkcie x;. Aby znalez¢
wspotczynniki g, obliczamy pochodne czastkowe funkcji H wzgledem zmien-
nych a;. Z warunku (patrz metody poszukiwania ekstreméw funkcji wielu

zmiennych np. w [73, rozdz. I, § 8])

0H

—=0, k=01, .. m (2.16)

5ak

otrzymamy wowczas uklad m + 1 rownan liniowych z m + 1 niewia-

domymi a;

aH n m

Ey = —22;W(xj) f(x;) —Z(;ai@’)i(xj) @ir(x;) =0 (2.17)
k Jj= =

k=0,1,2, ..., m

zwany ukiadem normalnym. Poniewaz funkcje ¢,(x) tworza baze przestrzeni
X, wigc uktad (2.17) ma wyznacznik r6zny od zera i rozwigzanie tego ukladu
daje minimum funkcji H.

W zapisie macierzowym uklad (2.17) przyjmuje postaé

D’DA = Df (2.18)
gdzie

| po(x0) o On(xe) | a0 | | o)
D Po(X1) .. Qm(xy) . C:Zl g ]j(xl)

oo o) | | an || s

Macierz wspotczynnikéw uktadu (2.18) jest macierza symetryczna i dodatnio
okreslong co zapewnia jednoznaczno$é rozwiazania.
Uktad normalny (2.17) lub (2.18) mozna otrzymaé z réwnania (2.14) po

podstawieniu wartosci punktéw weztowych x; (i = 0, 1, ..., n). Otrzymamy
wowczas nadokreslony uktad # + 1 réwnan z m + 1 niewiadomymi
DA=f (2.19)

z ktorego po pomnozeniu (lewostronnie) przez DT otrzymujemy (2.18).

Y W nastgpnych punktach bedziemy przyjmowaé, ze funkcja wagowa w(x) ma stala
wartos¢, rowna tozsamosciowo jednosci. W pewnych specjalnych przypadkach dobiera sie inne
funkcje wagowe. Na przyklad, jezeli chcemy, aby otrzymane przyblizenie bylo w pewnych
punktach lepsze (bowiem wiemy, ze w tych punktach wartosci funkcji znamy z mniejszym
bledem), to przyjmujemy w tych punktach wigksze wartosci funkcji wagowej.
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2.2.1.

Aproksymacja wielomianowa

Jezeli jako funkcje bazowe przyjmiemy ciag jednomiandw (x'),i =0, 1, ..., m,
to wzor (2.17) przyjmie postac

j= i=
k=0,1,2,...,m
Zmieniajac kolejnos¢ sumowania, mamy
2 f(x)x; =Zai( D xj-*k) (2.21)
j=90 i=0 j=0
k=20,1,2, ..., m
i 0znaczajac
gik = .;; xJi'Jrk
'~ (2.22)
o= X f()x]
=
otrzymamy uklad normalny (2.17) postaci
D a8 = 0k, k=0,1,2,....m (2.23)

i=0

Mozna wykazac, ze jezeli punkty x,, x, ..., X, sarézneim < n, to wyznacznik
ukladu (2.23) jest rozny od zera, a wigc uklad ten ma jednoznaczne
rozwigzanie. Jezeli m = n, to wielomian aproksymacyjny F(x) pokrywa si¢
z wielomianem interpolacyjnym dla punktoéw x,, x;, ..., X, 1 wowczas H = 0.
W praktyce stopien wielomianu jest, i powinien by¢, znacznie mniejszy od
liczby punktow x, (k =0, 1, ..., n), wtedy bowiem korzystamy z duzej ilosci
informacji (np. wynikoOw pomiardéw) uzyskujac rownoczesnie prostsze (nis-
kiego stopnia) funkcje aproksymujace.

Przyklad 1. Niech dane beda wyniki pomiarow zestawione w tablicy 2/1. Poszukujemy
zaleznosci miedzy x 1 y postaci

ax + by =1 (2.24)
przy czym zadanie polega na znalezieniu ,,najlepszych” wspdiczynnikow a oraz b.
2/1

X 1 3 4 6 8 9 11 14
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Przy tak sformutowanym zadaniu pojawia si¢ problem: czy rozpatrywaé odchylenia x,
czy y? Przedyskutujemy obydwa przypadki, pokazujac jednoczes$nie, ze prowadza one do roznych

wynikow.
Gdy przyjmiemy, ze wartosci y sa obarczone pewnymi bledami, woéwczas minimalizujemy
wyrazenie
. —\2
2 i=y) (2.25)
i=1
gdzie y; sa okreslone za pomoca wzoru (2.24) dla i = 1, 2, ..., n. Jezeli natomiast przyjmiemy,

ze wartosci x sa obarczone blgdami, to powinni$my minimalizowaé wyrazenie

n

X (=X | (2.26)

i=1
przy Czym
ai;*'byi==l, i==1,2,.”,n

Wartosci x; 1 y; sa kazdorazowo brane z tablicy 2.1. Mozliwe jest takze, ale stosunkowo trudne,
rozpatrywanie przypadku, gdy zardbwno wartos$ci x jak i y sa obarczone bledami.
W przypadku minimalizacji wyrazenia (2.25) otrzymujemy uktad normalny postaci

nao+(2xf>a1= 2 v
! i=1

=1

(sz) ao+( x?)a1=21 Xii
i=1 i=1 i=

w ktérym a, = —a/b, ay = 1/b i stad

n n 5 (] n
i Xi — X; XiYi
_ A AT A ad (2.28)

(2.27)

aO n n
n ) xi— (2 x)
i=1 i=1
n n n
nzxiyi_zxizyi
a, = =1 i=1 =1

n n
n 3 = (3 x)
i=1 1

Uklad normalny (2.27) dla danych z tablicy 2/1 ma rozwiazanie

a=6/11 1 a,=7/11

1 stad rownanie (2.24) ma postac

Ily—7x=6 (2.29)
Minimalizujac w taki sam sposob wyrazenie (2.26), otrzymamy roéwnanie

2x —3y=—1 (2.30)

Jak wida¢, rownania (2.29) i (2.30) sa rozne, chociaz ich wykresy prawie sie pokrywaja.
Wielomian aproksymujacy dana funkcje f(x) w sensie najmniejszych

kwadratow powinien mie¢ stopien na tyle wysoki, aby dostatecznie przyblizaé
aproksymowang funkcje, a jednoczes$nie stopien ten powinien byé wystar-
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czajaco niski, aby wielomian ten wygladzal losowe bledy wynikajace np.
z pomiarow. W praktyce stopiefl wielomianu okre$lamy a priori na podstawie
analizy modelu fizycznego badanego zjawiska badz tez przeprowadzamy
aproksymacj¢ kolejno wielomianami coraz to wyzszych stopni i obliczamy
odchylenia funkcji H. Proces ten prowadzimy tak dhugo, jak dtugo ze wzrostem
stopnia wielomianu funkcja H maleje w znaczny sposob. Niestety, ta ostatnia
metoda ma istotna wadg. Wiadomo, ze dla wartosci m > 6 uktad (2.23) jest
uktadem zle uwarunkowanym (patrz p. 0.4), wskutek czego otrzymane wyniki
obliczen na maszynach cyfrowych moga by¢ tak bardzo zaburzone, iz nie
nadaja si¢ do praktycznego wykorzystania przy aproksymacii.

Aby wyjasni¢ problem zlego uwarunkowania macierzy wspotczynnikow
ukladu (2.23), rozpatrzymy nastepujacy przyktad. Niech wszystkie punkty x;
beda rozlozone w jednakowych odstepach w przedziale <0; 1)>. Liczby g,
okreslone wzorem (2.22), mozna dla duzych warto$ci m przyblizy¢ na-

stepujaco

m 1
. m
. l+k% l+kd = 2.3].
gk =2, %) Am X dx = e (231)
i, k=0,1,2,...,m

Macierz wspolczynnikow uktadu (2.23), po podzieleniu przez m, mozemy
przyblizy¢ macierza

o amn

Ll B
2 m+ 1
1 1 1
A= 2 3 m+2
.................................... (2.32)
1 1 1
m+1 m+2 2m + 1

Macierz odwrotna 4~' dla m > 9 ma elementy rzedu co najmniej 3- 102,
co powoduje, ze przy rozwiazywaniu uktadu (2.32) bledy zaokraglen sa tak
duze, iz wyniki praktycznie tracq sens.

Powyzszy przyktad przemawia przeciwko stosowaniu aproksymacii
z funkcjami bazowymi typu jednomiandéw x’ z wyjatkiem przypadkow, gdy
m jest bardzo male.

Przyklad 2. Aby zilustrowa¢ klopoty w przypadku aproksymacji wielomianami wyzszych
stopni rozpatrzymy nastgpujacy przyklad. W tablicy 2.2 zestawiono wartosci zmiennych
x 1y (zostaly one wygenerowane jako tablica wartosci wielomianu)

y =40 + 10x + 5x* + 3x* + 2x* + x5 + x°©

¢ Metody numeryczne
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2/2

X y X y

1 62 8 305080
2 232 9 606334
3 1330 10 1123640
4 5984 11 1966642
5 20590 12 3282352
6 57952 13 5262830
7 140642 14 8153584

Wspolezynniki uktadu normalnego utworzonego na podstawie tablicy 2/2 zmieniajg si¢ od 14 az
do 10", Wielomian aproksymacyjny stopnia szostego, otrzymany po rozwigzaniu na maszynie
cyfrowej, ma postac

7 = 7434,164 — 10135,4x + 4422,734x*> — 856,697x° + 85,02283x* — 2,888804x° + 1,070349x°

i jak wida¢ bardzo sie r6zni od wielomianu uzytego do generowania danych. Roznice migdzy
wartoSciami yi y dla x =1, 2, ..., 14 wynosza od 48 do 886.
Gdy obliczenia bedziemy wykonywaé ze zwigkszona dokladnoscia, wowczas

7 = 47,12713 + 8,56226x + 5,066897x* + 3,005381x> + 1,999317x" + 1,000023x° + 1,000000x°

Ten wynik jest duzo lepszy, a réznice miedzy y a j maja wartosci od zera do 5,7.

Aby mozna bylo aproksymowac wielomianami wyzszych stopni, nalezy
zastosowac inna metode rozwiazywania uktadu normalnego. W rozdziale 5 sa
podane pewne wskazowki dotyczace metod rozwiazywania uktadow rownan,
w ktorych macierz wspolczynnikow ma wyznacznik bliski zeru. Mozna
stosowaé przeksztalcenia Householdera albo inna z metod rozktadu macierzy
nailoczyn QR (patrz p. 6.4.7), mozna takze skorzysta¢ z metody Goluba [30].

Innym sposobem umozliwiajacym aproksymacje wielomianami wyz-
szych stopni jest zmiana bazy podprzestrzeni X,, przez zastgpienie bazy
jednomianow (2.4) baza ztozona z wielomianéw ortogonalnych (np. (2.6)).

Przyklad 3. Napisa¢ program na aproksymacje wielomianem stopnia trzeciego dla
n weztow funkcji.
Uklad normalny (2.23) ma postac

nao+ (Y x)ar + (3 X ar+ (Q x)as =)

Ox)ao+ (O a+(Qx)ar + () x)as = ) xiy;

QL) a+ (L x)ar + (LX) e+ (L x)as = L xiyi

X x)ao + (X x)a + (Xx)ar+ (L x)as = Lxy

gdzie wszystkie sumowania sa od i = 1 do i = n. Wprowadzmy oznaczenia
S =Fx, S@=Xx, ... S(6) =%

oraz

P(l)ZZJ’i: P(z)zzxiyia P(3)=2x?yi3 P(4)=2x?yi

Program w petli wezytuje kolejno punkt po punkcie (x i y) obliczajac jednoczesnie wartosci
wyrazen S(1) do S(6)i P(1) do P(4). Po wezytaniu wszystkich » punktow zostaje zbudowana
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dwuwymiarowa tablica, bedaca macierza wspolczynnikow uktadu normalnego (TAB). Na-
stepuje wywolanie procedury RUKL, ktora rozwiazuje uktad umieszczajac w tablicy 4 wartosci
pierwiastkow bedace szukanymi wspotczynnikami a; (i = 0, 1, 2, 3). Procedura RUKL moze byé
dowolng procedura rozwiazywania ukladu » rownan liniowych z » niewiadomymi. Poniewaz
macierz ukladu normalnego jest symetryczna (i dodatnio okre§lona), najbardziej efektywne
bylyby procedury wykorzystujace metode Cholesky’ego-Banachiewicza (rozkladu A = LLT)
albo metodg rozkltadu A= LDL” (patrz p. 5.3.5), albo dowolna inna procedura wykorzystujaca
np. metode eliminacji Gaussa (p. 5.3.5). Procedury takie znajduja si¢ w standardowej bibliotece
programéw kazdej maszyny cyfrowe;j.

PROGRAM APROKSYMACJA;
VAR i,j,n,k: integer;
X,Y: real;
TAB: ARRAY [1..4,1..5] OF real;
A,P: ARRAY [1..4] OF real;
S,SUMA: ARRAY [1..6] OF real;
PROCEDURE RUKL (we,wy: pointer; wymx,wymy: integer);
BEGIN {aproksymacija}
write(’/podaj liczbe wezlow’);
readln(n:5);
FOR j := 1 to 4 DO
BEGIN |

write(’/podaj wartosci x 1 y dla kolejnego wezla’);
readln(x:10:4, y:10:4);
S[1] := x;
FOR i := 2 TO 6 DO S[i] := x » S[i-1];

i := 1 TO 6 DO SUMA[i] := SUMA[i] + S[i];
P{1] := P[1] + ¥y;

1l = 2 TO 4 DO P[i] :

P[i] + vy = S[i-1]

END;
TAB[1,1] := n;
FOR i := 1 TO 4 DO
BEGIN
TAB[i,5] := P[1i];
FOR j := TO 4 DO
BEGIN

k : =1+ 3;
IF NOT (k=2) THEN TAB[i,j] := SUMA[k-2]
END;
END;

RUKL ( TAB, A, 4, 5);

writeln(’poszukiwane wspolczynniki’);

FOR i := 1 TO 4 DO writeln (A[i]:12:6)

END.
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Cwiczenia

1. Dla funkcji y = f(x), okreSlonej tablica 2/3, znalez¢ wiclomian aproksymujacy stopnia
pierwszego.

2. Dla funkcji y = f(x), okreslonej tablica 2/4, znalez¢ wielomian aproksymujacy stopnia
pleTWSZego.

3. Funkcja y = f(x) jest okreslona tablica 2/5. Znalez¢ wielomian aproksymujacy stopnia
drugiego.

4. Funkcja x = f(x) jest okreslona tablica 2/6 (jak widac jest to tablica wartosci funkcji
y = sin Xx).

a) Znalez¢ wielomian aproksymujacy stopnia drugiego i okresli¢ sredni btad aproksymacji.
b) Znalez¢ wielomian aproksymujacy stopnia czwartego.

T
c) Zwigkszy¢ liczb¢ punktow do 17 (rownoodleglych): x, = k3_2(k =0, 1, ..., 16),

a nastepnie znalez¢ dwa wielomiany aproksymujace stopnia drugiego odpowiednio na prze-

- , T\ . /T W
dziatach ( 0; =) 1{( —; = ).
4 4" 2

2/3 2/4
x| 0 |01 02|03 ]04]05]06 x| 205|327 | 510 | 732 | 957
yl| 29 | 28 | 27 | 23 |21 |21 | 17 y| 765 | 826 | 873 | 942 | 1032
2/5 2/6
x| 0 | 02| 04 0.6 0.8 1.0 x|0| n/6 | w4 | w3 | w2
y |1.026 | 0.768 | 0.648 | 0.401 | 0.272 | 0.193 ylo| 12 | V22|32 1

Odpowiedzi. 1. y = 2,97 — 2x. 2. y = 702,2 + 3,395x. 3. y = 0,999 — 1,006x + 0,21x2.
4. a) y = —0,00495 + 1,168485x + 0,33462101x2, &, ~ 0,00982; b) y = 0,000122 +
+ 0,996146x + 0,019752x2 4+ 0,20319x° + 0,028549x*; &, ~ 0,00008; ¢) y = — 0,002594 +

+ 1,05517x — 0,188892x* dla xe<0; %:> lub y = —0,166127 + 1,473219x — 0,465035x* dla

T T
xe( —;=); &=~ 0,00133.
4°2

Aproksymacja za pomocg wielomianéw ortogonalnych

Jak wykazalismy w poprzednim punkcie, przy aproksymacji wielomianowe;j
z funkcjami bazowymi (2.4) ze wzrostem stopnia wiclomianu obliczenia staja
si¢ coraz bardziej pracochlonne, a ponadto ich wyniki sq niepewne. Oczywis-
cie, gdy do obliczen wykorzystujemy maszyne cyfrowa, doktadnos¢ wynikow
mozemy w jakims stopniu poprawié, na przyklad przez zwigkszenie liczby cyir
znaczacych (zob. przykt 2 w p. 2.2.1), lecz i ten sposOb ma ograniczony
zakres. Dodatkowa trudnoscia jest fakt, ze zmiana stopnia wielomianu
przyblizajacego wymaga ponownego rozwiazania uktadu normalnego, co tez
przemawia przeciwko stosowaniu ciagu funkcji ¢;(x) = x' do aproksymacji.
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Obydwie te trudnosci mozna usunac¢ uzywajac do aproksymacji wielomianow
ortogonalnych?.

W punkcie tym omowimy problem aproksymacji za pomoca funkcji
okreslonych na dyskretnym zbiorze punktow, a nastepnie aproksymacje
funkc;ji ciaglych.

Zdefiniujemy zatem ortogonalnos¢ funkcji na dyskretnym zbiorze

punktow.

Def. Funkcje f(x) 1 g (x) nazywamy ortogonalnymi na dyskretnym zbiorze
punktow x,, Xy, ..., X,, jesh
ZO f(x:) g(x) =0 (2.33)
przy czym

;’Z | f(x)]* >0, ;’; [g(x)]P>0

Analogicznie, cigg funkcyjny

(@n(®) = 0o(x), P1(X); - Pm(x), .. (2.34)
nazywamy ortogonalnym na zbiorze punktow x,, x,, ..., X,, Jesli
20 Qi(x) @e(x) =0 dlaj#k (2.35)

Zakladamy, ze nie wszystkie punkty x; sa miejscami zerowymi rozpatry-
wanych funkcji ¢;(x), tzn. Y ¢/ (x;) > 0.
i=0

Zastosowanie do aproksymacji wielomianoOw ortogonalnych usuwa
jedna z podstawowych trudnosci obliczeniowych pojawiajacych si¢ przy
aproksymacji wielomianami algebraicznymi — zle uwarunkowanie macierzy
uktadu normalnego. Przy aproksymacji wielomianami ortogonalnymi ma-
cierz ukladu normalnego jest macierza diagonalna, a jej elementy potozone na
glownej przekatnej wynosza

ajj =_4_‘_:(; €0j2 (x:)

Zalézmy, ze mamy n + 1 rownoodleglych punktow x;(x;,=x,+ ih, i=
=0, 1, ..., n). Za pomoca przeksztalcenia liniowego

_x—xO
=

D Pojecie funkcji ortogonalnych oraz ortogonalnego ciagu funkcyjnego na przedziale
{a; b) (dla przypadku funkcji catkowalnych w sensie Riemanna w tym przedziale) moze
Czytelnik znalez¢ w [73, rozdz. 111, § 11].
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przeprowadzimy te punkty odpowiednio w kolejne liczby catkowite od 0 do n.
Poszukujemy ciggu wielomianow

(FP@)=FP@, F (), ..., FP(g) (2.36)

(dolny indeks oznacza stopien, m< n) spelniajacych na zbiorze punktdéw
g =0, 1, ..., n warunek ortogonalnosci

YFPOFP0) =0 da j#k (2.37)
i=0
przy czym
FP(@=ay+ag+aq(@—1)+asq(g—1)(g—2) + ...
e +arglg—1...(g—k+1) (2.38)

W celu uproszczenia zapisu mozna uzyé tutaj wprowadzonego w p. 1.2.6
pojecia wielomianu czynnikowego

g=q(@—-1..(g—k+1)
Wowczas
Flgn)(Q) =ay+ a;q" + a,q” + ... + a;q®

Czgsto uzywa sie unormowanego ciagu wielomianow (2.36), spetiajacych
warunek

FP0)=1, k=0,1,.. m
(2.39)

FP(@) =1+ big" + ... + beg®

Po stosunkowo prostych przeksztalceniach [18], [50], otrzymujemy zwigzek

~ £ k\ [k Ls]
Flgn)(q) — ;) (— I)S(S)( + S) z[n] ' (2.40)

K
k=0,1,2, ..., m

gdzie (%) sa symbolami Newtona. Wzor (2.40) okresla wielomiany Grama
stopni £ =0, 1, 2, ..., m dla n + 1 rownoodlegtych weztow.

Uwaga. Wielomiany Grama zwane sa rOwniez niekiedy wielomianami Czebyszewa, co
prowadzi do nieporozumien.

Wzor aproksymacyjny oparty na wielomianach Grama, bedacy od-
powiednikiem wzoru (2.14), ma postac

Ck po (x _ "O) (2.41)
Sk

m

m C "n
IYmx) =) L FP(g) =
k=0 Sk pa h

=0
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dla m < n, gdzie

=X [FP (T
" (2.42)
Cr =.;) Vi Flgn)(xi)

Przyklad 1. Dana jest tablica wartosci funkcji f(x) (tabl. 2/7). Znalez¢ najlepszy, w sensie
aproksymacji Sredniokwadratowej, wielomian przyblizajacy funkcje f(x).

2/7

y 3 4.75 7 9.75 13

Poniewaz wezly sa rownoodlegle, postuzymy si¢ wielomianami Grama. Konstruujemy
wielomian aproksymacyjny dla n = 4. Wartosci F,(q), g = 0, 1, 2, 3, 4 obliczamy ze wzoru (2.40)

F@=1 F@=1-2-2 n>1
¢

F@=1-6%1629=D 5
n nn—1)
_ K q@-1 _ g(g-—D(g—-2)
Fi(g) =1—12:~+30 D 20nn_1)(n_2), >3
_ 4 q@q-D _ q(@—1D(@—=2)
B@ =120 =y T e he—

q(@—1Dg—-2(@q-3)

+70 nin—1)mn—-2)(n-3)

WV

i zestawiamy w postaci tablicy (tabl. 2/8). Korzystajac nastgpnie ze wzoréw (2.42), obliczamy
wartoéci ¢;, s; oraz b, = ¢;/s; (tabl. 2/9) i ze wzoru (2.14) otrzymujemy

dl _x—l
*9="05

yx)=) biF:i(g=x"+x+1

i=0

2/8 2/9
q X i | Folg) | Fi(q) Fy(q) | F5(q) | F4(9) C;| 375 —12.5 1751 01 0O
0 1 3 1 1 1 1 1 S;1 5 25 | 35 (10|70
1} 1.5 4.75 1 0.5 —0.5 -2 | —4 b;| 7.5 -5 0.5 01 0
21 2 7 1 0 -1 0 6
31 25 9.75 1 —0.5 —0.5 21 —4
41 3 13 1 —1 1 —1 1
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Jezeli punkty, w ktorych sg dane wartosci funkcji nie sa rownoodlegle, to
korzystamy z pewnych zwiazkow rekurencyjnych [50, rozdz. VI, p. 4]. Niech
mianowicie (¢, (x)) bedzie dowolnym ciggiem wielomianéw orto gonalnych na
zbiorze punktow x;. Mozna udowodni¢ (np. indukcyjnie), ze zachodzi
zwiazek

€0j+1(x)=(x‘aj+1)€0j(x)_ﬁj§0j—1(x) dla j=0,1,... (2.43)
Po(x)=1,  ¢_1(x)=0

gdzie state «;,, 1 8, sa okre$lone wzorami

‘_Z(; CDfi(xi)
ﬁj i
Z Qf’i—l(xi)
=0 (2.44)
._ZIO xiq)i'(xi)
OCJ-+1 - ”
'g,; Q’i' (x;)
Odpowiednikami wzorow (2.41) i (2.42) sa teraz
Vi (X) =k20 bi @y (x) (2.45)
Ck
b, = —
k S,
Cr =.; Vi@ (x;) (2.46)

St =._20 Q’i(xi)

Aproksymacja Sredniokwadratowa funkcji ciaglych. Przyjmijmy, ze dana
funkcje f(x) ciagta na przedziale {a; ) mamy aproksymowa¢ funkcje postaci

(2.1)
P(x) =aopo(x) + a10:(x) + ... + a,0,(x)
gdzie @o(x), @1(x), ..., @,(x) sa elementami bazy pewnej podprzestrzeni

funkcji calkowalnych z kwadratem na przedziale <a; b»>. Podobnie jak
w przypadku, gdy f(x) byla okreslona na dyskretnym zbiorze punktéw,
aproksymacja Sredniokwadratowa funkcji ciaglych polega na znalezieniu
takiego ciagu wspotczynnikow a; (i = 0, 1, 2, ..., n), aby otrzymaé minimum
normy (2.9). Przyjmijmy zatem, tak jak w przypadku aproksymacji dyskret-
nej, ze funkcja wagowa jest stala i rowna jednosci



2.2. Aproksymacja Sredniokwadratowa 89

b

b n 2
H,=[[P()—f®)]dx = [ [ Oafqof(x)—f(X)J dx (2.47)

a I =

Jak poprzednio, aby rozwiaza¢ zadanie obliczamy pochodne czastkowe
0H,

da;
wyznaczamy wspolczynniki a;.

,1=0,1, ..., n,przyrownujemy je do zera 1 z otrzymanego uktadu roOwnan

Przyklad 2. Znalez¢ przyblizenie funkcji f(x) = sin x na przedziale {0; n/2) wielomianem
stopnia co najwyzej drugiego P(x) = ao + aix + a,x.
Uktad rownan ma postac

/2 /2 n/2 /2

ao fdx+a1 fxdx-{—az fxzdx= fsinxdx
0

0 0 0
/2 n/2 n/2 n)2

ao fxdx+a1 fxzdx+a2 fx3dx= fxsinxdx
0 0 0 0
nf2 /2 /2 /2

Qo fxzdx—{-al fx3dx+a2 fx4dx= fxzsinxdx

0 0 0 0

czyli

T +n2 +n3 ,
R DY

7 m’ t

— —_ g, =1
gt ghtg®

o’ nt n’

il il 4= _9
2 T T 160 ®

Rozwiazaniem powyzszego ukladu sa liczby

a, ~ 0,1338341, a; ~0,5916223, a, =~ 0,0463565
Zatem

P(x) ~ 0,134 + 0,59x + 0,05x”

Obliczamy sredni blad aproksymacji

/2

2
M= (b— a) " Hy(ao, @) == [ [sinx — (a0 + a1 x + axx*)]2dx
T

0

~ 0,00797, czyli M =~ 0,089.

Rachunki beda znacznie prostsze, jezeli zamiast ciagu ¢, (x) = x' uzyje-
my ciagu funkcji ortogonalnych z waga. Moze to by¢ na przyklad omowiony
w [73] ciag wielomianéw Legendre’a

1 4

"n! dx"

P,(x) = 5 (x*—-1)", n=01,2,.. (2.48)
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Przyklad 3. Aproksymowac¢ funkcje z poprzedniego przykladu postugujac sie wielo-
mianami Legendre’a.

Poniewaz na przedziale { — 1; 1) wielomiany Legendre’a tworza ciag ortogonalny z waga 1,
a funkcje f(x) = sin x mamy aproksymowac na przedziale <0; m/2), wprowadzamy nowa

zmienna
4

t=—x—1 (2.49)
s

ktorej wartosci naleza do przedziatu ¢ — 1; 1) dla xe<0; n/2). Aproksymowa¢ bedziemy zatem
funkcje

£ = Sinn(t + 1)

wielomianem
W(Z) = aopo(t) + alpj (l‘) + a2P2 (f)

gdzie Py (1), Pi(f) 1 P,(¢) sa wielomianami Legendre’a.
Odpowiednie wspotczynniki wynosza

1
1 T 2
= — l-sm—(t+ 1) dt = -
ay 2:[ sm4(+) -

1
3 is 24 6
== [ tsin—(t+ 1)dt =— ——
“ 2_[ 4( ) I

1

5 3 1 T 430 120 10
= - —t* —— |sin—(t + Ddt = — +
“ _[(2 2) 4(+) g

Zatem
W) ~ 0,6366197 + 0,5218492 x — 0,1390961 x>

Sredni btad aproksymaci
1

1 LT
M= [ Jsin 2@+ D~ P a3~ P @} — 1P a%] ~
—1

1
= 5[1 — (0,8105692 + 0,181551 + 0,007739)] ~ 0,0000704

M =~ 0,00839

Jak wida¢, wskutek uzycia do aproksymacji wielomianéw ortogonalnych uzyskaliémy ponad
dziesigciokrotne zmniejszenie §redniego bledu aproksymacii.

Do aproksymacji uzywa si¢ takze uktadow funkcji ortogonalnych z waga
w(x) bedaca dana, dodatnia funkcja na przedziale <{a; b>. Warunek
ortogonalnosci ma wowczas postac

f w(x)gok(x)gon(x)dx;.o da k#n (2.50)
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2.2.3.

a w wielomianie uogélnionym (2.1) dobieramy wspotczynniki a;(i = 0, 1, 2,
..., n) tak, aby norma (2.9) byla najmniejsza dla danego ustalonego n.

Przykladem ortogonalnego uktadu funkcji z waga na przedziale ( — 1; 1)
sa wielomiany Czebyszewa (wzory (1.28), (1.29)) z funkcja wagowa

1

J1 = x?

w(x) = (2.51)

Cwiczenia
o
1. Funkcj¢ y = sin x okreslona na przedziale <O; 5> aproksymowac wielomianem stopnia

czwartego przy uzyciu bazy wiclomiandéw Legendre’a. Wskazowka. Wprowadzi¢ nowa
zmienna, jak w przykladzie 3.
2. Funkcje y = |x| aproksymowaé na przedziale (—1; 1)>: a) wielomianem stopnia

trzeciego, b) wielomianem stopnia piatego. Wskazdwka. Szukamy W, (x) = ), a; P«(x), gdzie
P;(x) sa odpowiednimi wielomianami Legendre’a. i=0

4
Odpowiedzi. 1. g(¢) = ) a;Pi(¢), gdzie P,(¥) — wielomiany Legendre’a; a, = 0,6366,
: =0

1

15
a, = 0,5218, a,~ —0,1391, a3~ —0,0221, a4 0,0025. 2. b) Wi(x) = —12—8(— Tx* +

+ 14x> + 1).

Aproksymacja trygonometryczna

W zagadnieniach aproksymacji czesto spotykamy si¢ z przypadkiem, gdy
funkcja f(x) jest okresowa. Taka funkcje wygodniej i lepiej jest aprok-
symowac¢ nie wielomianami algebraicznymi, a wielomianami trygonomet-
rycznymi (baza ((2.3)). Jezeli f(x) jest funkcja ciagla o okresie 2n, wielomian
trygonometryczny ma postac

ay

0,() =

+ ) (arcoskx + by sinkx) (2.52)

k=1 '
gdzie a;, b; sa wspdlczynnikami trygonometrycznymi Fouriera funkcji f(x)
wzgledem ortogonalnego uktadu funkcji bazowych (2.3). Doktadne omowie-
nie metody, wzory oraz rozne szczeg6lne przypadki Czytelnik moze znalez¢
w [73, rozdz. II1, p. 11].

Bardziej interesujacy jest przypadek, gdy funkcja f(x) jest okreslona na
dyskretnym zbiorze punktoéw. Przyjmijmy, ze dane punkty sa rownoodlegle,
a ponadto, ze ich liczba jest parzysta i wynosi 2L. (W przypadku nieparzyste]
liczby punktow rozumowanie jest analogiczne). Niech

x,.z% dlai=0,1,..2L—1 (2.53)

Zbior funkcji (2.3) jest ortogonalny nie tylko na przedziale <0; 2w), ale 1 na
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dyskretnym zbiorze (2.53), przy czym

20—1 0 dla m#k
D sinmx;-sinkx; = { L dlam=k#0
=0 Odlam=k=0
20—1 0 dla m+#k

L dlam=k+#0 (2.54)
2L dla m=k=0

D’ cos mx; coskx; =
i=0

2L—1
2, cos mx;-sin kx; =0 dla m, k — dowolnych
i=0

m 1 k zmieniaja sie od 0 do L.
Przyblizeniem funkcji /(x) na zbiorze (2.53) jest wielomian trygonomet-

ryczny

1 ! :
P, (x) = 5 o + ) (g;cosjx + b;sinjx), n< L (2.55)
j=1
Wspolczynniki a; i b; wielomianu (2.55) wyznaczamy tak, aby suma kwad-
ratow roznic
2L—1

2 Lf(x) = ya(x)]? (2.56)

1 =

byla najmniejsza. Korzystajac z warunkow ortogonalnosci (2.54), otrzymuje-
my rozwiazanie ukladu normalnego (2.17) postaci

2L—-1 2L—-1

1 1 i
a; = 7 i;) f(x;)cosjx; = 7 i;; f(x,-)cos%
(2.57)
1 21— 1 . 1 2L —1 .o
b=7 220 fx)sinjx; = - | ;} f(x,.)sin”z’]-

j=1,2,...,n

Przyklad 1. Dla funkcji okre$lonej tablica 2/10 znalezé trygonometryczne przybliZzenie
sredniokwadratowe.

Aby utatwi€ obliczenia, postuzymy si¢ tablica 2/11. Mamy 8 punktow, czyli L = 4, wiec we
wzorach (2.56) i (2.57) przyjmujemy n = 3. Zatem

y3(x) =2 —0,9999 sin x + 2 cos 2x + 0,00001 sin 3x

2/10

; 0 /4 /2 3n/4 T Sn/4 3n/2 Tr/4
f(x;) 4 1.2929 -1 1.2929 4 2.7071 1 2.7071
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Blad
7
3= [f(x)— y3(x) J* ~ 0,0000012
i=0

W rzeczywistosci liczby zamieszczone w tablicy 2.10 sa niewiele zaburzonymi warto$ciami funkcji
f¥(x) =2 —sinx + 2cos 2x.

Przyklad 2. Mamy dana tablicg wartosci funkcji y; = y(x;) w rdbwnoodlegtych punktach
X; = ~ (i=1,2, .., N), przy czym dane te sa wartoSciami pomiarowami pewnego zjawiska,

o ktorym wiadomo, ze ma przebieg okresowy. Zgodnie z p. 2.2.3 w przypadku takim nalezy
poszukiwac wiclomianu trygonometrycznego stopnia K, aproksymujacego dany uklad wartosci
funkciji y; = y(x,).

Funkcja aproksymujaca ma postac

K

yx) =a+ (aicosix + b;sin ix) (P1)
i=1

Przyjmuje si¢, ze stopien wielomianu K musi spelia¢ warunek

2K+ 1< N (P2)

Wspolczynniki Eulera-Fouriera w (P1) sg okre§lone wzorami

1

=% ; y(x;)

27yl

(x;) cos TJ (P3)

le\’ 2|N

N
Z

N 21ji
2 yo)sin =L i=1,2, .. K
= N
Algorytm programu

Stopien wielomianu okre§lamy na podstawie zaleznosci (P2) przy zatozeniu, ze K jest liczba

naturalng
.

——— dla N — nieparzystego

5 dla N — parzystego

Obliczanie wspotczynnikow Eulera-Fouriera (P3) znacznie utatwia spostrzezenie, ze sa one
srednimi arytmetycznymi pewnych N-wyrazowych ciagéw. I tak odpowiednio:
a jest Srednia arytmetyczna ciagu (y(x,)), i=1, 2, ..., N

a;,j=1,2, ..., K, sa podwojonymi §rednimi arytmetycznymi ciagu
2mi
( (x)cos—l), i=1,2,.... N
N
bi,j=1,2, ..., Ksapodwojonymi §rednimi arytmetycznymi ciagu

(x,) sin =~/ '=1,2, .., N
x)sin— |, i=1,2, ...,
Y N

Na rysunku 2.2 jest przedstawiony schemat blokowy procedury.
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Nie

Czytanie
Y

AO=A0+Y (J)

J N

Tak

Y\

Nie

PI= 3.14/N :

J=J +1

S1=S51+ Y*C0S
S2=82 + Y*SIN

/

ACI) = 2%S1/N
B(I) = 2%S2/N

Nie

/

" Druk
WSP,A0,A,B
(-RETUﬁN )

Tak

Tak

J=J+1

=J+1

2.2

95
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Tekst procedury:

CONST max = ...;
TYPE 2zakres = 1..max;
wektor= ARRAY [zakres] OF real;
PROCEDURE APR(N,K: zakres; VAR Y,A,B: wektor);
VAR I,J: integer;
PI,A0,S1,S2: real;
BEGIN
write(’/podaj wartosci Y’) ;-
FOR J := 1 TO N DO readln(¥Y({J]);

A0 := 0.0;
FOR J := 1 TO N DO A0 := A0 + Y[J];
A0 := AO/N;
PI := 4.0 = ArcTan(1.0)/N;
FOR I := 1 TO K DO
BEGIN
S1 := 0.0;
S2 := 0.0;
FOR J t= 1 TO N DO
BEGIN
S1 := 8S1 + Y[J] * cos(PI = J = I);
S2 := 82 + Y[J] * sin(PI *J = I)
END;
A[I] := S1 » 2.0/N;
B[I] := S2 * 2.0/N
END;
writeln(’wspolczynnik a0 = 7,A0:10:4);
writeln(’ J A[J] B[J]’);

FOR J := 1 TO K DO
writeln(j:3,’ /! ,A[J]:10:4,’ ’,B[J]:10:4)
END.

Cwiczenia

1. Sformutowa¢ zagadnienie S$redniokwadratowej aproksymacji trygonometryczne;,
w przypadku gdy liczba funkcji jest rowna liczbie punktéw pomiarowych (jest to interpolacja
trygonometryczna).

2. Napisa¢ wzory (2.54), (2.55) i (2.57) dla przypadku nieparzystej liczby punktow
pomiarowych.

Odpowiedzi. 2. x;=2ni/2L+ 1), i=0,1, ..., 2L:
0 dla j#k

2L

Ysinjx; sinkx;=J L+1/2 dla j=k#0
i=0

0 dla j=k=0
-0 dla j +#k

2L

D cosjx;-coskx; =) L+1/2 dlaj=k#0
i=0

2L+1 dlaj=k=0

2L
D cosjx;sinkx; =0, j, k — dowolne
i=0
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2.24.

2nij

a; = L1, 2 f(x;)cosjx; = L1, Z f(xz)cos L j=0,1,...,n
2 2 21if

b; = ;J)sinjx; = ;) sin =1, 2, ...,

J 2L+12f(x) Jx 2L+12f(x) r+1 7 4

SZYBKA TRANSFORMACJA FOURIERA

Transformacja (przeksztalcenie) Fouriera jest obecnie czesto stosowana
w obliczeniach inzynierskich 1 dlatego rzecza istotna jest okreslenie zakresu jej
stosowania oraz ztozonosc obliczeniowa poszczegolnych algorytmow. W wie-
lu przypadkach wazne jest przeksztalcenie danego zadania w inne, mniej
ztozone lub prostsze obliczeniowo.

Kazda funkcje okreslona tablica wartosci w » rdéznych punktach

2 :
Xg = 'rnﬁ , p=0,1, ..., n— 1, mozna przyblizac wiclomianem trygonome-

trycznym postaci

n—1
F(x) =kZ; cexp (Jkx), Jj=+/+—1 (2.58)
lub
i 1

F(x) = Z a,coskx + bysinkx) + —Z-Ham+1cos(m + Dx (2.59)
gdzie

n—2
0=1, m= 5 dla »n — parzystych

n—1 :
0=0, m= 7 dla »n — nieparzystych

1 n—1
a,=— D f(xp)coskx;
2nﬁ=o

1 n—1
by =— ) f(xp)sinkx,
2nﬁ=0

1 n—1
Z J(xp) exp (— jkxp)

™ Mesody numeryczne
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Oczywiscie, gdy wezmiemy jedynie m, sktadnikow (m, <n — 1 dla funkcji
(2.58) Iub my < m dla funkcji (2.59)), otrzymamy wowczas wielomian
trygonometryczny najlepszego przyblizenia Sredniokwadratowego sposrod
wszystkich wielomianow trygonometrycznych o tej samej liczbie sktadnikow.

Zadanie polega na znalezieniu albo wartosci wspolczynnikow Fouriera

1 Zf(xﬁ)exp( Jkxg) (2.60)

k=0,1,...,n—1
majac dane zespolone wartosci funkcji f(x) w punktach

2
xﬁ=%‘8, B=0,1,..,n—1 (2.61)

albo dla znanych zespolonych warto$ci ¢, na znalezieniu funkcji F(x)
okreslonej wzorem (2.58). Rozpatrzymy pierwszy przypadek.

Znajdowanie wspotczynnikow c,. Metody szybkiej transfor-
macji Fouriera (FFT) polegaja na rozlozeniu liczby » na iloczyn czynnikow
(r6znych od jednosci) i przeprowadzeniu transformacji Fouriera nad mniejsza
liczba wyrazéw w kazdym z czynnikdéw sktadowych.

Oznaczmy
2nj 1 (2
W= exp(—lj), a5 = —f(ﬁﬁ) (2.62)
n n n
skad
n—1
a=) aw?, k=0,1,..,n-1 (2.63)
=0
Przyymijmy, ze
n=rry..r, (2.64)
gdzie r; sa liczbami catkowitymi (roznymi od jednosci), 1 oznaczmy
D
ny =Ty 1Tosr-Tp= [[ T (2.65)
i=v+1
v=20,1,...,p—1
n, =
Stad

n=Fry...ryn,

Korzystajac z zapisu pozycyjnego mozna wykazac, ze:
1. Kazda liczbe catkowita k€<{0; n — 1> mozna jednoznacznie zaplsac
jako



2.2. Aproksymacja Sredniokwadratowa 99

k=oan +on,+...+0, n, 1+a,n,

gdzie 0 < a; <r;,— 1, czyli

k=oy(rars...r,) +oa(rs.c.ry) + oo+ o 7, + 0,0 1 (2.66)
przy czym wspolczynniki o; sa jednoznacznie okreslone i

0 e{0, 1,2, ..., r,— 1}
a,€{0, 1,2, ..., r, — 1}

ooooooooooooooooo

2. Dla kazdej liczby calkowitej fe<0; n — 1) ulamek E ma jedno-
n

Znaczny zapis

gdzie 0 < /;<r;— 1, czyh

) [ [,_ [
L . TR S (2.67)
/2 ST S ST ro_1t, 1

przy czym wspolczynniki /; sa jednoznacznie okreslone 1

116{0, 1, 2, cers ¥ — 1}

Niech
4 B, P L
k,= ) a;n, oraz 2= l (2.68)
i=v+1 n, 1= n;
k,<n,, v=20,1,..,p
Stad
k p p—llu p—llu P
,.ﬁ:(Zcx,n,)(Z +1>=2 +1( ) oc,n,)—}—M:
n i=1 v=20 nu v=20 nu i=p+1
rmlp ok
=2 v+1 u+M (269)

gdzie M jest pewng stalg calkowita. Podstawiajac (2.69) do (2.62), otrzymuje-
my
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p—1
w* = exp [(—Zﬂj %)] = exp[—-an( bk + M)] =
p=10 n,

-l [ I, 1k
=[] exp| —2mj == U-—M27tj] =
v=0 o n,
et T Lk, &
=[] exp| —2mj == ”} =[] wht (2.70)
v=20 o iy v=0 :
przy czym

i
w, = exp[— nj] , Wo=w, exp[—M2nj]=1

)

Wzor (2.63) mozemy teraz zapisa¢ w postacl

Cr — C(ll, 12, cres Zp) =
rn—1 r,—1 rp,—1

=3 3 ) O, L L) weehw s w (2.71)

=0 L=0 1,=0
Cztony ¢®, okre$lone wzorem (2.71), nazywamy wspolczynnikami manipula-
cyjnymii.

Jak widaé, szukana transformate Fouriera mozna obliczy¢ po wykona-
niu p-kolejnych krokow iteracyjnych: Rozpoczynajac od obliczenia

rp—1

C(l)(ll, 12, cees lp—la ap) = 2 C(O)(ll, 12, cees lp) W;i_lllp (272)

=0

przy zachowaniu statych [,, /,, ..., /,_, (dla kazdej z mozliwych ich wartosci),

2 ]
otrzymujemy #/r, transformat Fouriera funkcji f (%ﬁ) = f(/,), z ktorych

kazda wymaga wykonania r; operacji. Podobnie obliczajac

= ZL C(l)(ll, 12, cees lp—la ap) W;f_—;'lp_l (273)

(przy zachowaniu stalych [}, I, ..., [,_, dla kazdej z ich mozliwych wartosci)
otrzymujemy n/r,_; transformat Fouriera funkcji / (/,_1) wymagajacych o1
operacji. Kontynuujac to postepowanie w p-tym kroku, otrzymujemy

e =P (o, oy, ..., 0p) =
ry—1
= 3 ¢V, ay, ..., o) with (2.74)
1=

1

Ogodlnie, cala procedura zamiast n* operacji, potrzebnych do wykonania
obliczen przy dyskretnej transformacji Fouriera wymaga jedynie wykonania
n(ri + r, + ... + r,) operacii.
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Szczegolnym przypadkiem omoéwionego algorytmu jest metoda Cooleya-
-Tukeya [13]. Stosuje si¢ ja zwlaszcza wtedy, gdy » jest calkowita potega
dwojki, czyli n = 2?. Oczywiscie w razie potrzeby zawsze mozna do ciagu
wartosci f(x,) doda¢ odpowiednia liczbe zer, tak aby warunek ten byl
spelniony. Niech g = 2f,, gdy p jest liczba parzysta, albo 8 = 28, + 1, gdy

p jest liczba nieparzysta (0 < fr < g — 1). Wzor (2.63) zapisujemy w postaci

n n
——1 ~——1
2 2

o= ) ap(W)P+ ) ag, WAt =
=0 Bi=0
F (1 {3
51 51

= ) ay(W)P + ] ayy 1 (w?) P wt (2.75)

ﬁ1=0 ﬁ1=

Poniewaz k = ga vk, k, =01, -Z- 1, =0, 1, zatem

(“g i kl=)ﬁl OU;ﬁl
(R = )7 = ) T = e ) = )

bowiem w" = 1. Oznaczajac
Z 1
n

2
é(kl) = Z azﬁl(Wz)klﬁl, k1 = O, 1, ceesg T T 1
,3120 2

2

2
k)= ) azg.a(w?)h
B.=0
otrzymujemy
a=C&k)+wlk), k=0,1,..,n—1 (2.76)
przy czym
dla k£=0,1, ...,g— 1 mamy k, =k

dla k=g,..., n—1 mamy k1=k—-g-

Dla n bedacego catkowita potega dwojki szybka transformacja Fouriera
wymaga wykonania 2nlog,n dzialan zespolonych (zob. np. [3, rozdz. VII)).

Ponizej podajemy bardzo prosty program w Fortranie obliczania wspolczynnikéw
dyskretnej transformacji Fouriera na maszynach cyfrowych (wedtug CooLEYA, LEWISA i WEL-
CHA [12]). Pierwsza czg$¢ programu (pgtla DO 3) przeprowadza reorganizacje danych, cze$¢ druga
(petla DO 5) wykonuje obliczenia wspotczynnikow. Program ten wymaga wykonania log,n
obliczen wartosci sinusa i cosinusa oraz n mnozen przez w (razem 2n log, 7). Przyjmijmy, ze
obliczenia prowadzimy na maszynie cyfrowej wykonujacej okoto 1 miliona operacji na liczbach
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zespolonych w ciggu jednej sekundy. W tablicy 2/12 podano przyblizone czasy rozwiazywania
zadania przy uzyciu tradycyjnego algorytmu obliczania dyskretnej transformacji Fouriera i FFT,
opisanej w pracy M. JANKOWSKIEGO i H. WOZNIAKOWSKIEGO [36], gdzie mozna znalez¢ rowniez
wzory do obliczania FFT dla danych rzeczywistych. Dane programu: A — tablica zawierajaca na
wejsciu dane wartosci funkcji, a na wyjsciu szukane wspolczynniki Fouriera, M = log, N, gdzie
N— liczba punktow.

2/12
Czas obliczen
M
zwykly algor. FFT
10 ~1s 2:107%s
15 ~ 18 min ~1s

Tekst programu

SUBROUTINE FFT(A,M)
COMPLEX A(1), U, T, W

N = 2%xM
NW = N/2
NM =N - 1
J =1

DO 3 I =1, NM

IF (I .GE. J) GO TO 1
T = A(J)

A(J) = A(I)

A(I) =T

K = NW

IF (K .GE. J) GO TO
J - K

N

o
3
O

* %],

LE/2

1.,0.)
3.141593/LE1

w
g i w S I 7 I~ B
l:!itl:IO"

I
[ |

SEC!
(]

= 1, LE1

arraHUOQ
"HOO

o >

Stosowanie dyskretnej analizy Fouriera do znajdowania transmitancji
uktadow, wyznaczania gestosci widmowej, gestosci widmowej mocy, funkcji
autokorelacji, interkorelacji itp., czynia z niej niezwykle istotne narzedzie
w obliczeniach inzynierskich, zwlaszcza dla elektronikow 1 elektrykow.
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Szczegdlowe omowienie tych zastosowan Czytelnik moze znalez¢ w ksiazce
J. BENDATA, A. PIERSOLA [9].

Omoéwimy jeszcze pokrotce algorytm szybkiego mnozenia
wielomianow, pokazujacy korzysci, jakie daje stosowanie szybkiej
transformacji Fouriera.

Niech a = [ag, ay, ..., a,_1]" bedzie wektorem o elementach zespolonych,
ciag WX, k=0, 1, ..., n — 1, ciagiem pierwiastko6w stopnia n z jednosci,
A — macierza kwadratowa stopnia n taka, ze A [i + 1, j + 1] = w¥med "),
i,j=0,1, ..., n— 1. Wektor #(a) = A- a, ktorego i-ty element

n—1

fi=) awmn i=0,1,..,n-1 (2.77)
k=0

nazywamy dyskretnqg transformatq Fouriera wektora a.
}.atwo mozna wykazaé, ze macierz A jest nieosobliwa i element A" [i,j] =

|
=-w.
n
Wektor ¥~ !(a) = A~ a, ktorego i-ty element
1 n—1
fit== ) ayw€d@an (2.78)
n k=0

nazywamy odwrotng dyskretnq transformatq Fouriera wektora a. Oczywiscie

F'Ha) = a.
Niech

n—1

P(x)= ) ax'
i=0

bedzie wielomianem stopnia n — 1. Wielomian ten mozna jednoznacznie
opisaé albo przez podanie wartoséci wspotczynnikow a, ai, ..., a,_1, albo przez
podanie wartosci P(x;) w n roznych punktach x,, k=0, 1, ..., n— L.
Przyjmijmy, Ze ciag punktow (x;) = (w*). Obliczenie transformaty Fouriera
wektora a jest rownowazne przejSciu z opisu wielomianu za pomoca
wspOlczynnikOw a; na opis za pomoca ciggu wartosci (F(w")). Transformacja
odwrotna jest rownowazna znajdowaniu wspolczynnikow przy znanych
wartosciach wielomianu w punktach — czyli interpolacji.
Zdefiniujemy teraz operacje splotu dwoch wektorow. Niech

a= [a()s Ay, «ees an—l]T9 b - [bOa bb s bn—l]T

Splotem wektoréw a i b, oznaczanym symbolem a*b, nazywamy wektor
¢ =[co, €1, ovvs Con—1], PIZY CZYM

n—1

C; = Z ajbi_j (279)
j=0 |

a,=b,=0 dla k<Olubk=n cy_1=90
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2.2.5.

Elementy wektora ¢ sa identyczne ze wspolczynnikami wielomianu,
bedacego iloczynem wielomianow

n—1

n—1
P(x)=) a;x' oraz Q(x)=) b;x'
i=0 i=0

zatem
2n~—2

Px)Q(x)= )} a;jb,_;x’
i=0

Gdy wielomiany P (x) i O (x) sa opisane ciagami wspotczynnikow (ay) i (by),
wowczas aby znalez¢ wyrazy ciagu (c;) mozemy dokonaé splotu wektorow
a1b. Odwrotnie, jesli P(x) i Q (x) sa opisane przez ciagi ich wartoci (P (x,))
i (Q(x;)), to aby znalez¢ wartosci opisujace ich iloczyn, wystarczy pomnozyé
P(xp)Q(x;),k,j=0,...,n — 1. Poniewaz iloczyn wielomian6w stopnia n — 1
jest wielomianem stopnia 2n — 2, wiec do jego opisania potrzeba znaé
wartosci w 2n — 2 roéznych punktach. Aby to uzyskaé, wielomiany P (x)
1 Q(x) stopnia n — 1 zastgpujemy wielomianami P*(x) i Q*(x) stopnia
2n — 1, wktorych wspélczynnikiatibtdlak = 0,1, ...,n — 1saidentyczne ze
wspotczynnikami ay i by, natomiast wspotezynnikia®ib*dlak =n,n+ 1, ...,
2n — 1 sg tozsamosciowo rowne zeru. Korzystajac z wprowadzonych pojeé
prostej 1 odwrotnej transformaty Fouriera, otrzymujemy

a*b = F'(F(a)- F(5)) (2.80)

W ten sposob zadanie wyznaczania wspolczynnikéw iloczynu P(x) Q (x)
sprowadzamy do oméwionego uprzednio zadania, ktore wymaga wykonania
n(ri+ry+ ... +r,) dziataf, n = ryr,r;... r,, podczas gdy ,,zwykly” algo-
rytm mnozenia wielomianéw wymaga n’ dzialan.

Mozna takze pokazal, ze jezeli zagadnienie znajdowania wielomianu
Interpolacyjnego stopnia 7, opartego na n + 1 weztach, przy ,.klasycznych”
algorytmach (patrz rozdz. 1) wymaga co najmniej n®> dziatan, to uzycie
szybkiej transformacji Fouriera redukuje te liczbe dziatan do nlog?n (gdzie
n =2%).

Szczegotowe omowienie (wraz z algorytmami obliczeniowymi) metod
szybkiego mnozenia wielomianow, dzielenia wielomianéw itp., mozna zna-
lez¢ w ksiazce A. Ano, J. HorcorFa i J. ULLmaNA [3].

Aproksymacja za pomocg funkcji sklejanych

W punkcie tym oméwimy aproksymacje $redniokwadratowa funkcji f (x) za
pomoca funkcji sklejanych stopnia trzeciego z rownoodlegtymi weztami x; =
b—a

n
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowe;

=a+ih h=

. Przypominamy, ze kazda funkcje s(x) € S;(4,) mozna
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n+1

s(x)= 3 ¢ @i(x), a

i=—1

A

x<b (2.81)

gdzie @;(x) sa funkcjami okreslonymi wzorem (1.65).

Omowimy najpierw aproksymacje Sredniokwadratowa funkcji f(x) na
przedziale {a; b). Zgodnie z metoda opisang w p. 2.2.2 wspodlczynniki ¢; we
wzorze (2.81) dobierzemy tak, aby odchylenie kwadratowe

b n+1 2
I= f[f(x) — ) ¢ d):,’-’(x):l dx (2.82)
a i=—1
bylo jak najmniejsze. W celu wyznaczenia minimum funkcji 7 = I(c_,, ¢, ...
_ ol . , : :
..s Coq1) Obliczamy pochodne 5—’j = —1,0, ..., n+ 1, 1 porOwnujemy je
Cj
do zera. Otrzymane réwnania tworza ukiad » + 3 rownan z n + 3 niewia-
domymi c;
ntl b b
Y o, [@i(x)@(x)dx = [ f(x) D;(x)dx (2.83)
i=—1 a a
j=-—-1,0,1,...,n+1
Funkcie @?(x), i=—1,0,1, ..., n+ 1, sa iniowo niezalezne na przedziale

{a; b), wigc uklad (2.83) ma jednoznaczne rozwiazanie. Rozwiazanie to daje
punkt, w ktérym funkcja 7 osigga minimum.
Uklad (2.83) mozemy zapisac w postaci

n+1

Y ayc; =% [f(x) @3(x)dx (2.84)

f=—1

j=-1,0,1, ...,n+ 1
1 b
gdzie a; = - [ @3(x) @3 (x)dx.

Macierz ukiadu (2.84) jest macierza symetryczna i wstegowa (tzn.
pigciodiagonalng), a wigc a;; = 0 dla |i — j| = 4. Podamy tu wartosci roznych
od zera wspolczynnikOw, zaczerpniete z pracy [57]:

1 129 6
A-1,-1 T Gnstne1 =5, G107 00 Gnrln T 5
3 302
a_1,1 =an+l,n——1=:’7‘, a0,0=an)n:—_?5_
531 599

n,n—1=— 70 ’ n—1,n—-1"—" _55—
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2.3.

604 1191
ak,k=‘§5—(2<k<n—2), ak,k+1=m(1<k<”—2)
6 1
ak,k+z=§(0<k<n—2), ak,k+3=m(—1<k<”—2)

a,-,j=aj’i (i,j=—1,0, 1, ...,n+1)

Omowimy teraz aproksymacije sredniokwadratowa funkcji f(x) okres-
lonej na dyskretnym zbiorze punktéow. Niech (x;) dla i=0, 1, ..., ny;
n; > n + 3, bedzie zbiorem punktow, w ktorych dane sg wartosci funkcji £(x).
Minimalizujemy wyrazenie

J = 2 [f(x,;)—- ) ¢ @?(x,;)]z (2.85)

i=—1

W celu wyznaczenia wspélczynnikow ¢; obliczamy pochodne czastkowe
funkcjiJ = J(c_1, Cos --.» Cny1) Wzgledem zmiennych ¢;i przyréwnujemy je do
zera. Otrzymane rownania tworza uktad

n+1

Y biei=) flx)@i(x), Jj=-1,0,1,..,n+1 (2.86)
0

i=-—1 k=
gdzie b;; = } @(x,) D (xy).
k=0

Jezeli wyznacznik tego ukladu jest rozny od zera, to rozwiazujac go
mozemy wyznaczy¢ wspolczynniki ¢; rozwinigcia (2.81). Mozna wykazac, ze
to rozwigzanie daje punkt, w ktorym funkcja J osiaga minimum. Ze wzoru
okreslajacego elementy b;; wida¢, ze macierz ukladu (2.86) jest macierza
symetryczna i wstegowa, mamy zatem b,; =0 dla |i —j| = 4.

Cwiczenia
1. Wyjasnié, dlaczego macierze ukladow (2.84) i (2.86) sa macierzami wstggowymi.

APROKSYMACJA JEDNOSTAJNA

Twierdzenie 1 z punktu 2.1 zapewnia, ze dowolng funkcje f(x) ciagla na
przedziale {a; b) mozemy aproksymowac jednostajnie za pomoca wielo-
miandOw z dowolnie duza dokladnoscia. Jezeli funkcje f(x) mozna na
przedziale {a; b)> rozwina¢ w szereg Taylora, to przyblizeniem moze by¢
odpowiednio obcigty szereg Taylora, w ktorym liczba wyrazow uzalezniona
jest od zadanej dokladnosci. Zagadnienie sprowadza si¢ wowczas do znalezie-
nia takich wspolczynnikow a; wielomianu

W,(X)=ao+a x+ax*+..+a,x" (2.87)
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2.3.1.

aby wyrazenie

E,= max |f(x) — W,(x) (2.88)
xela; by

bylo mozliwe najmniejsze. Wielomian W, (x), dla ktorego E, osigga minimum

nazywamy n-tym wielomianem najlepszego przyblizenia jednostajnego funkcji

J (%)

Przy poszukiwaniu wielomianu najlepszego przyblizenia jednostajnego
korzysta sie z twierdzenia Borela, ktory wykazal, ze dla kazdej funkcji f(x)
cigglej na przedziale {a; b) i dowolnej liczby naturalnej n istnieje wielomian
W (x) bedacy jej najlepszym przyblizeniem jednostajnym, oraz z twierdzenia
Czebyszewa, mowiacego, ze wielomian taki jest tylko jeden [10, 18]. Ogolne]
metody umozliwiajacej znajdowanie wielomianu najlepszego przyblizenia
jednostajnego stopnia #n dla dowolnej funkcji f(x) ciaglej na przedziale <{a; b)
nie ma. Metody takie podaje si¢ dla pewnych szczegdlnych przypadkow; sa
one dosy¢ pracochlonne i dlatego zazwyczaj rezygnujemy z poszukiwania
wielomianu najlepszego przyblizenia aproksymujac funkcje f(x) wielomiana-
mi nie bedacymi najlepszymi przyblizeniami jednostajnymi.

Metoda szeregéw potegowych

Jedna z metod aproksymacji jednostajnej jest metoda szeregdw potggowych.
Niech dana funkcja f(x), okreSlona na przedziale {a; b, bedzie rozwijalna na
otoczeniu Q(x,; 6) punktu x, o promieniu ¢ w szereg Taylora. Oczywiscie

Xo—o0<a<b<xy+0

Rozpatrzmy wielomian stopnia n

W, (x) =f(x) + f,(;!co) (x — x0) + JZQ(—)'C—O) (x — x0)> + ... +
A (,x ) (x — xo)" (2.89)
n'

bedacy przyblizeniem funkcji f(x) na przedziale {a; b). Korzystajac ze wzoru
Taylora z reszta Lagrange’a, mamy

f(x)—W,(x) = ' (x — xo)n+1

gdzie c jest punktem lezacym miedzy x i x,, a stad otrzymujemy oszacowanie
bledu aproksymacji

M, |
1f(x) — W,(x)] < & — D1 5t (2.90)

przy czym

OIS M,y dla xela; b
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2.3.2.

Jezeli funkcja f(x) jest rozwijalna w szereg Taylora, to w przyblizeniu
(2.89) mozna uzyska¢ dowolng doktadnos¢ dla dostatecznie duzego n.

Przyklad. Korzystajac ze wzoru (2.89), znalezé przyblizenie funkcji f(x) = sin x na
przedziale <0; ©/2) wielomianem stopnia drugiego.
Przyjmijmy x, = n/4. Mamy

W, (x) = sin ~ + cos — E) — 2 sin 5y
= Si1n — - - =] — =—8Sm —- - - =
2(X) = sin 1 cos y X ) 5 § 4 X 4

Poniewaz |f"'(x)| = | —cos x| < 1 dla xe<0; n/2> i 6 = w/4, wiec

|f(x) — Wa(x)| < % : G>3 < 0,081

Zatem maksymalny blad aproksymac;ji jest nie wickszy niz 0,081.

Poniewaz oszacowanie bledu na podstawie nieréwnosci (2.90) jest
niezbyt dokladne czesto stosuje sie inne metody pozwalajace na doktadniejsze
oszacowanie lub nawet na dokladne obliczanie odchylenia wielomianu W, (x)
od funkcji f(x).

Przyblizenia Padégo

Z punktu widzenia mozliwosci i wykorzystania maszyn cyfrowych do
aproksymacji jednostajnej bardzo wielu funkcji, okazato sie, ze przyblizenia
wymierne

L,(x)
M, (x)

R,.(x) = (2.91)
daja mniejsze bledy maksymalne niz przyblizenia wielomianami algebraicz-
nymi stopnia N (gdzie N =n + k), zwlaszcza niz przyblizenia wzorami
Taylora czy Maclaurina.

Zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia N + 1 warto$ci wspdlczyn-
nikow wielomianow L, (x) i M, (x) takich, ze

L,(0) L,(x)

7= 30 Mo ()

oraz ze funkcje f(x) 1

maja w punkcie x, = 0 jak najwiecej rownych pochodnych. Oczywiscie dla
k = 0 otrzymujemy przyblizenie funkcji f(x) szeregiem potegowym (Mac-
laurina).

Zalézmy, ze funkcje f(x) mozna na pewnym otoczeniu punktu x, = 0
rozwina¢ w zbiezny szereg Maclaurina, a ponadto ze funkcje L, (x) 1 M, (x) sa
wzglednie pierwsze. Niech

L (x)=ay+ax+ax*+..+a,x"

Mp(x) =bo+bix+ byx>+ ... + by x* (2.92)
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Poniewaz b, # 0 (iloraz L,(x)/M,;(x) musi by¢ okreslony w zerze), wiec
przyjmijmy, ze b, = 1. Rozwinigcie funkcji f(x) w szereg Maclaurina ma
postac

f(x) =_Z ¢;x'

Btad aproksymacji wynosi
o0 k n
) cl-x")( bl-xi) — ) ax'
Ln(x) _ (i=0 ;
]M&(X) k

f(x) —

(2.93)

a poniewaz chcemy, aby zachodzito f(0) = R, ((0) =0 oraz f"(0) —
—RY.(0)=0dlam=1,2,...,k + n, trzeba by w liczniku wyrazenia (2.93)
znikaly wszystkie wyrazy o potggach x mniejszych od n + k + 1. Mamy wieC

o0’

0 k , n
(2 cix’)( ) bl-x") — Yaxt= )  dx (2.94)
=0 i=0 i=0

i=n+k+1

a stad

D Cpiios—jb;j=0 dla s=0,1,2, ..., k—1

a, = c,_:b; dla r=0,1,2,...,n (2.95)

b, = da j>k

Jezeli uktad (2.95) ma rozwiazanie, to otrzymamy wspofczynniki przyblizenia
(2.91). Z analizy bladow wynika, ze tak otrzymane przyblizenie wymierne ma
stosunkowo male bledy w poblizu zera, ktore jednak rosna, gdy si¢ od zera
oddalamy. Zagadnieniem tym zajmiemy si¢ bardziej szczegétowo w nastep-
nym punkcie.

Okazalo sie tez, ze dla wigkszosci aproksymowanych typowych funkcji
w przypadku n = klubn = k + 1, otrzymujemy najmniejszy biad maksymal-
ny (spo$rod wszystkich przyblizen Padego).

Przyklad. Wyznaczymy przyblizenie funkcji f(x) = e* na przedziale {—0,5; 0,5).

Niech N =k + n = 3. Z rozwinieciem e* w szereg Maclaurina mamy: ¢, =1, ¢; = 1,
¢, = 1/2 i ¢; = 1/6. Rozpatrzmy teraz kolejne przyblizenia Padego:

a) n=3, k=0. W tym przypadku R;(x) jest suma czgsciowa szeregu Maclaurina
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R — l 3 1 2 1
CRio() = xSt x

b) n =2, k = 1. Uklad (2.95) ma postad

1
g—!—b1=0 i stad bo=1
a0 =1 b= —1/6
a1=1+b1 a0=l
1

a2—5+b1 a;=5/6
b0=1 612=1/3

1 5

gxz"f'gx—“l
Ryi(x) =

——x+ 1
6x

c) n=1, k = 2. Uklad (2.95) ma postaé

2
C3_s__j’bj=0 dla S=O,1
=0

J

a= ) ¢_;*b; dla r=0,1
i=0
2 + 1
Rusto) =
X)) =
b 1, 1 o
...._—x — —
- x
) n=0 k=3
_ 1
Ro3(x) = 1 1
—5x3—!—5x2—x+1

W tablicy 2/13 sa zestawione wartosci funkcji R, .(x) oraz réznic e* — R, x(x). Latwo

zauwazyc, ze bledy rosna w miare oddalania sie od punktu x, = 0.

2/13
X Ry, R, R, Ry 3 e*—R;, ex—‘Rz,1 e—R; , ex‘Ro,s
—0.5 0.60416 0.6154 0.592586 0.607595 0.00237 —0.00887 0.013944 —{0.001064
—-0.3 0.7405 0.74285 0.737327 0.741015 0.00029 —0.00206 0.003463 —0.000225
—-0.1 0.90483 0.90497 0.904687 0.904891 —0.00002 —0.00016 0.0001225 -0.000081
0.1 1.105166 1.10512 1.105347 1.105176 0.000034 0.00008 —0.000147 0.000024
0.3 1.3495 1.34734 1.35593 1.344688 0.0004 0.00254 —0.006032 0.005211
0.5 1.64583 1.636375 1.68422 1.655172 0.00287 0.12325 —0.03552 —0.006472

2.3.3. Szeregi Czebyszewa

Ze wzgledu na przyjete zalozenia o rownosci funkcji i ich pochodnych w zerze
przyblizenia Padégo nie sa najlepsze w sensie aproksymacji jednostajne;j,
bowiem na krancach przedziatu znacznie ro$nie blad. Podobnie zreszta
przedstawia si¢ sprawa przy przyblizeniach szeregami Maclaurina — blad jest
maly w poblizu zera, lecz szybko ro$nie w miare oddalania sie od niego.
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Jezeli zamiast poteg x jako funkcji przyblizajacej uzyjemy wielomianow,
ktore w calym przedziale zachowuja si¢ stosunkowo rownomiernie, mozemy
oczekiwaé bardziej rOwnomiernego rozktadu bledu. Do tego celu znakomicie
nadaje sie baza zlozona z wielomiandéw Czebyszewa (2.5).

Jedna z metod jest przyblizenie funkcji f (x) suma czesciowg szeregu

f(x) =~ %Co + 2 ¢; Ti(x) (2.96)

.

j=1

gdzie

dx (2.97)

przy czym T;(x) sa okreslone wzorami (1.29).

Przyklad. ZnaleZzé przyblizenie funkcji f(x) = e* szeregiem (2.96) dla n = 3. Mamy
f(x) = 0,177348x + 0,54299x* + 0,997307x + 0,994571
Bledy tego wielomianu w poréwnaniu z wielomianem Padégo dla kilku wybranych x sa
zestawione w tablicy 2/14.

2/14
X R0 T; e —Rs3, e -1,
0.5 1.64583 1.6511405 0.00287 0.0024
0.8 2.20533 2.2307329 0.02017 0.0052
1.0 2.66667 2.712216 0.0516 0.00606

Wielomianoéw Czebyszewa uzywa si¢ takze do budowy przyblizen

wymiernych
2 a; T;(x)
i=0
Ts() = (2.98)
Z b; T;(x)
i=0

Wspolczynniki a; oraz b; sa dobierane w taki sposob, aby w liczniku wyrazenia

E Co +_§ ¢ Tj(x)} 2 biTi(x) —_gf a; T;(x)
f(x) = T, 1(x) = - —- - (2.99)
2 b; Ti(x)

znikaly wspolczynniki przy Ti(x) dlaj=0, 1, 2, ..., N, zatem

[—;—co + S C; T](x)] D b, Ti(x) _Z’f’ai];(x) = S h; T(x)
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Po wymnozeniu i skorzystaniu z tozsamosci

T /(%) + Ty (%) = 2T3(x) T,(%) (2.100)
otrzymujemy
1k
do = — biCi
=34
1k
a, = 5 D bici_yt+ciyy) (2.101)
i=0

dla r=1,2, ... k+n
a, =0 dla r>n
(zazwyczaj przyjmuje si¢ b, = 1).

Przyklad 2. Znalez¢ T,,(x) i poréwnac z R, ;(x) dla funkcji f (x) = e Mamyn =2,k = 1
i N = 3. Uklad réwnan (2.101) ma postaé

1
ag = E(CO + by ¢1)
1
a =c¢; + Ebl(Co + Cz)

1
a, = C, + -2—b1(01 + ¢3)

1
0= C3 + Ebl(CQ -+ C4)

bo = 1
i ma rozwigzanie: by = 1, b, = —0,3201585, a, = 1,0851256, a, = 0,6815317, a, = 0,0834572.
Stad
0,1669x* + 0,68153x + 1,00167
Tg_,l (X) =

—0,32016x + 1

Porownanie R,;(x) z T»,(x) oraz powstajace bledy sa zestawione w tablicy 2/15.

2/15
X RZ,l(x) T2,1(x) e —R, e*—1T,
0.1 1.105166 1.106936 0.000034 —0.001736
0.3 1.349500 1.350900 0.0004 —0.001
0.5 1.645830 1.647960 0.00287 0.00074
0.8 2.205330 2.223100 0.02 0.0024
1.0 2.66667 2.72137 0.0516 —0.003

Jak nalezalo si¢ spodziewa¢, przyblizenie za pomoca funkcji T, (x) w miare oddalania sie
od punktu x, = 0 jest znacznie lepsze niz w przypadku R, (x).

Cwiczenia

1. Poroéwnac rozwiniecie funkcji y = ¢* w szereg Maclaurina i aproksymacje szeregiem

Czebyszewa T;,(x) dla xe {—1; 1) (z krokiem 0,2).
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2.4

2. Poroéwnac rozwiniecie funkcji y = arc tg x w szereg Maclaurina z przyblizeniem Padégo
Rs4(x) dla xe<0,2; 1,0} (z krokiem 0,2).

3. Znalez¢ wielomiany T;,(x) oraz Ty3(x) dla funkcji z przykladu 1. Znalez¢ analogiczne
wielomiany Padégo 1 porownac bledy.

1 1
Odpowiedzi. 1. Tablica 2/16, gdzie W (x) =1+ x + —2-x2 + gx3; Ts0(x) = 0,9946 +

1 1 1 1
+ 0,9971x + 0,543x% + 0,176x>. 2. Tablica 2/17, gdzie Wy(x) = x — §x3 + gxs — 5x7 + §x9;

7 64

T3 97 s
- X + 9x + 945 X
R5,4(X) =
14 Dy 2
—_— x .
o T
2/16
pe e~ Wi(x) ex 1074 T, o(x) ex1074
—1.0 0.3679 0.3333 346 0.3629 50
—0.8 0.4493 0.4347 146 0.4535 42
—0.6 0.5488 0.5440 48 0.5535 47
—-04 0.6703 0.6693 10 0.6713 10
—0.2 0.8187 0.8187 0 0.8155 32
0.0 1.0000 1.0000 0 0.9446 54
0.2 1.2214 1.2213 1 1.2172 42
0.4 1.4918 1.4907 11 1.4917 1
0.6 1.9221 1.8160 61 1.8267 46
0.8 2.2255 - 2.2053 202 2.2307 52
1.0 2.7183 2.6667 516 2.7123 60
2/17
X arctg x Wy (x) gx 10773 R, ,4(x) gx 10773
0.2 0.19740 0.19740 0 0.19740 0
0.4 0.38051 0.38051 0 0.38051 0
0.6 0.54042 0.54067 —25 0.54042 0
0.8 0.67474 0.67982 — 508 0.67477 —3
1.0 0.78540 0.83492 —4952 0.78558 —18

UWAGI KONCOWE

Czesto zdarza sie, ze dla funkcji okreslonej tablica wartosci albo wykresem
(np. wyniki pomiardéw) chcemy dobra¢ wyrazenie analityczne, ktore bedzie
w przyblizeniu opisywac¢ dana funkcj¢. Proces dobierania takiego wzoru
empirycznego sklada sie z dwoch czesci — wyboru postaci wzoru i1 okreslenia
wartosci liczbowych dla wystgpujacych w nim parametrow tak, aby przy-
blizenie to bylto jak najlepsze.

Czasami mamy pewne informacje dotyczace postaci poszukiwanego
wzoru, ale najczeSciej postaé wzoru dobieramy ,,na oko” na zasadzie

¥ W=20ody numeryczne
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podobienstwa wykresu analizowanej funkcji do znanych funkcji. Staramy sie
przy tym, aby funkcje te mialy stosunkowo prosta posta¢. Takimi czesto
uzywanymi wzorcami sa mi¢dzy innymi:

y=ax’+c

y = ea:x2 +bx+c

y=ae"” + ¢

y =ax’*+ bx+c

y=ax*+bx +c

_ax+b
y—cx+d
_ 1
y_ax2+bx+c
X
Y ==
ax® +bx + ¢
b ¢
y=a+—-—+—
X X
y = ax’e*

y = ae®™ + ce®™ itd.

Poniewaz przyjeta ,,metoda” okreslania podobienstwa wykresow jest
bardzo niedokiadna, po wybraniu postaci wzoru, ale przed doborem para-
metrow, sprawdza si¢ jego przydatno$¢ za pomoca metody wyréwnywania.
Wielkosci parametrow mozna okresli¢ albo w sposob dokladny omowiong
uprzednio metoda najmniejszych kwadratow, albo w sposob przyblizony,
metodq przecigtnych.

Dla pewnych prostych funkcji wskazéwki dotyczace metody wyrow-
nywania, omowienie metody przecietnych oraz wykresy wybranych, prostych
funkcji Czytelnik moze znalez¢ np. w[11]. Podobnie w pracy [42] sa omOwione
pewne metody oraz podane wzory shuzace do obliczania wiclomianow,
utamkow prostych, funkcji wykladniczych, logarytmicznych, trygonome-
trycznych, cyklometrycznych, hiperbolicznych 1 funkcji do nich odwrotnych.
Omowione sg tam takze r6zne sposoby przedstawiania funkcji elementarnych
w postaci szeregow potegowych, szeregow wedlug wielomiandw 1 wielo-
mianOw ortogonalnych, utamkow lancuchowych, granic procesow iteracyj-
nych itp., a takze wzory stuzace do przyblizonych obliczen funkcji elementar-
nych z zadana dokladnoscig.



3.1.

8*

PRZYBLIZONE ROZWIAZYWANIE ROWNAN
NIELINIOWYCH | ICH UKEADOW

JEDNO ROWNANIE Z JEDNA NIEWIADOMA

W rozdziale tym zajmiemy si¢ rozwiazywaniem rownan nieliniowych oraz ich
ukladow. Jak wiadomo, nie kazde rownanie mozna rozwiazaé¢ dokladnie.
Przede wszystkim dotyczy to wigkszosci roOwnan przestepnych. Wiadomo
rowniez, ze nie mozna poda¢ metody na rozwiazanie dowolnego réwnania
algebraicznego stopnia wyzszego niz czwarty. Dokladne rozwiazanie row-
nania nie zawsze jest tez konieczne, poniewaz w réwnaniach czesto mamy
jedynie przyblizone wartosci wspotczynnikéw i zadanie doktadnego wy-
znaczania wartosci pierwiastkéw traci sens. Stad wynika duze znaczenie
metod przyblizonego rozwigzywania roéwnan, w ktorych zadanie wyznaczenia
pierwiastkOw uwazamy za praktycznie rozwiazane, jesli potrafimy okresli¢ je
z 7adang dokladnoscia i podaé oszacowanie bledu. Rozpatrzymy zadanie
przyblizonego obliczania pierwiastkoéw rzeczywistych réwnania

J(x)=0

gdy funkcja f(x) jest ciagta na pewnym przedziale (skoficzonym lub
nieskonczonym). Wigkszo§¢ metod przyblizonego rozwigzywania réwnan
polega na poprawianiu kolejnych przyblizen pierwiastkéw. Ponadto wiek-
szos¢ omowionych tu metod mozna stosowaé jedynie wtedy, gdy znamy
przedzial, w ktorym znajduje si¢ pojedynczy pierwiastek rozwiazywanego
rownania (o takim przedziale mowi sig, ze jest przedzialem izolacji pierwiast-
ka). Do wyznaczenia przedzialéw izolacji mozna wykorzystaé wykres funkcji
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